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Vorliegende  Schrift  des  im  Jahre  1863  gestorbe- 
nen Professor  Dr.  Beer  schliesst  sich  seiner  von  Pro- 
fessor Plücker  im  Jahre  1865  herausgegebenen  „Ein- 
leitimg in  die  Electrostatik ,  die  Lehre  vom  Magnetis- 
mus und  die  Electrodynamik"  an,  worin  sie  auch 
vorläufig  angekündigt  wurde.  Nachdem  im  vorigen 
Sommer  auch  Plücker  durch  den  Tod  den  Wissen- 
schaften entrissen  worden,  fiel  die  Herausgabe  dem 
Unterzeichneten  allein  zu,  der  auch  bei  jenem  früher 
erschienenen  Werke  vielfach  betheiligt  war. 

In  vorliegendem  Werke  hat  der  Verfasser,  ähnlich 
wie  in  dem  früheren ,  sich  zum  Ziele  gesetzt ,  den  Le- 
ser auf  dem  kürzesten  Wege  mit  den  wichtigsten  Re- 
sultaten, welche  die  Theorie  der  Elasticität  und  Ca- 
pillarität  bisher  gewonnen,  bekannt  und  ihm  dadurch 
die  bezüglichen  Originalabhandlungen  verständlich  zu 
machen.  Da  das  Manuscript ,  wie  es  von  Beer  hinter- 
lassen worden,  die  Ableitung  der  Sätze  und  Formeln 
mehrfach  nur  sehr  kurz  gibt,  so  hat  der  Herausgeber, 
um  das  Verständniss   zu  erleichtem,  die  mathemati- 
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IV  Vorrede. 

sehen  Entwickelungen,  soweit  es  nöthig  schien,  er- 
gänzt. Auch  die  Figurentafeln,  auf  denen  die  Me- 
ridiancurven  einiger  bei  den  Plateau'schen  Versuchen 
zur  Sprache  kommenden  Flächen  dargestellt  sind,  sind 
vom  Herausgeber  hinzugefügt  worden. 

Die  Herausgabe  des  Restes  der  Beer 'sehen  Ma- 
nuscripte,  welcher  die  Wärmetheorie  und  Optik  zum 
Gegenstande  hat,  soll  derjenigen  vorliegender  Schrift 
thunlichst  bald  nachfolgen. 

Düren,  im  Januar  1869. 
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ERSTER  THEIL. 


THEORIE  DER  ELAiSTICITÄT. 


I. 

Heber  die  Elasticitätskraft  nnd  das  |llasticitftts- 
gleichgewiclit  bei  festen  KSrpern. 


1«  Allgemeine  Betrachtungen  aber  die  Elasticitätakraft. 

Die  Erscheinungen  der  Elasticität  haben  ihren  Grund  in 
Kräften ;  die  zwischen  den  Theilchen  der  Körper  thätig  sind 
und  nur  dann  zu  einer  merklichen  Grösse  ansteigen ;  wenn  die 
Entfernung  der  auf  einander  wirkenden  Theilchen  sehr  klein 
ist.  Die  Ejraft;  mit  welcher  ein  Theilchen;  dessen  Masse  m^ 
ist;  von  einem  zweiten  Theilchen;  dessen  Masse  m,  ist;  an- 
gezogen oder  abgestossen  wird;  denken  wir,  uns  mit  den  Mas- 
sen m^  und  mg  proportional  und  überdies  von  der  Entfernung 
^r  abhängig;  so  dass  sie  durch  den  Ausdruck: 

bezeichnet  werden  kann.  —  So  lange  der  natürliche  Zustand 
des  Körpers  keine  Aenderung  erlitten  hat;  halten  sich  alle  die 
Kräfte,  die  an  einem  Theilchen  angreifen  und  aus  der  Ein- 
wirkung aller  näher  gelegenen  Theilchen  entspringen;  das  Gleich- 
gewicht. Während  dieser  Zustand  besteht;  denke  man  sich 
den  Körper  durch  eine  Ebene  E  in  zwei  Theile  2\  und  T, 
zerlegt.  Alsdann  leuchtet  eiu;  dass  der  Gleichgewichtszustand 
des  Theiles  7\  in  Nichts  gestört  wird;  wenn  man  den  Theil 
T^  entfernt  und  zugleich  auf  die  Theilchen  von  T^,  welche  un- 
mittelbar an  E  li^en  und  eine  ausserordentlich  dünne  Schicht 
bilden;  genau  solche  Kräfte  wirken  lässt;  wie  sie  vorher  von 
dem  Theile  T^  ausgingen.    Diese  Kräfte  lassen  sich  als  Zug- 
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oder  Druckkräfte  auffassen ;  die  an  der  Trennungsfläche  E 
thätig  sind.  Es  ist  hierbei  klar;  dass  die  Kraft,  welche  an 
dem  Elemente  a  der  letzterwähnten  Ebene  anzubringen  ist,  um 
die  Wirkung  des  Theiles  T^  zu  ersetzen,  sich  aus  den  Kräf- 
ten zusammensetzt,  welche  auf  die  unter  s  befindlichen  Theil- 
chen  der  erwähnten  Schicht  von  Seiten  des  Theiles  T^  wirken. 
Diese  Kraft  bezeichnen  wir  als  die  an  dem  Elemente  e  wir- 
kende Elasticitätskraft  und  wollen  uns  dieselbe  stets  so  ge- 
richtet denken,  dass  sie  die  Wirkung  vorstellt,  welche  der 
vom  Coordinatenanfangspunkte  abgewandte  Theil  des  Körpers 
auf  den  demselben  zugewandten  ausübt.  Wenn  wir  daher  die 
Componenten  derselben  nach  drei  auf  einander  senkrechten 
Ooordinatenaxen  durch  sX^^  ^^o?  ^^o  bezeichnen,  femer  un- 
ter ^r  wie  oben  den  Abstand  eines  Theilchens  m^  in  2\  von 
einem  Thcilchen  m^  in  Tj,  und  unter  Jx^  dy^  Az  die  Pro- 
jectionen  jenes  Abstandes  auf  die  drei  Axen  verstehen,  so 
hat  man: 

Hier  ist  die  erste  Summation  auf  die  in  Betracht  kommenden 
Theilchen  des  Stückes  T^,  welche  eine  auf  dem  Elemente  s 
aufliegende  dünne  Schicht  bilden ,  auszudehnen,  während  sich 
die  zweite  Summation  über  die  Theilchen  des  Stückes  T^  er- 
streckt, die  unter  dem  Elemente  e  bis  zu  derjenigen  Tiefe  hin 
liegen,  die  bei  der  gegenseitigen  Wirkung  der  betreffenden 
Stücke  noch  in  Betracht  kommt.  Diese  Tiefe,  der  Radius  der 
Wirkungssphäre  für  die  Molecularkräfte,  wird  als  eine  Grösse 
betrachtet,  welche,  gegen  die  Dimensionen  des  Körpers  gehal- 
ten, verschwindet.  —  Für  feste  Körper  müssen  im  natürlichen 
Zustande  die  Grössen  X^,   Yq,  Zq  verschwinden. 

Der  elastische  Körper  kaim  dadurch,  dass  an  einzelne 
oder  alle  Theile  desselben  Kräfte  applicirt  werden,  in  einen 
neuen,  gezwungenen  Gleichgewichtszustand  gebracht  werden. 
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Hierbei  werden  im  Allgemeinen  seine  Theilchen  ihre  ursprüng- 
lichen, dem  natürlichen  Gleichgewichtszustande  entsprechenden 
Lagen  verlassen  und  einen  neuen  Ort  aufsuchen.  Es  werde 
unterstellt,  dass  bei  der  Aenderung  der  Gestalt,  welche  in  dem 
Atomensystem  des  Körpers  durch  das  Hinzutreten  der  neuen 
Kräfte  bewirkt  wird,  die  Variation  der  Distanz  ^r  zweier 
Theilchen,  die  auf  einander  wirken,  im  Vergleich  mit  dem  ur- 
sprünglichen Betrage  dieser  Distanz  eine  sehr  kleine  Grösse 
sei.  Das  Wachsthum  von  z/r  werde  durch  ^p  bezeichnet  und 
die  Zuwachse  der  Projectionen  von  ^r  auf  die  Coordinaten- 
axen  seien  ^6y  ^'^y  ^i-  Dem  Früheren  entsprechend  ergeben 
sich  dann  als  Componenten  der  am  Elemente  b  wirkenden  Zug- 
oder Druckkraft,  welche  in  dem  neuen  gezwungenen  Gleich- 
gewichtszustande auftritt: 

Jx  +  Jl 


«  Xi  =  Sm^  Sm^  F{Jr  +  Jq) 


jdIr  +  jQ* 


BZ,^Sfn,Sm,F(^r  +  jQ).^±^' 

Wie  aus  der  Relation: 

{Jr  +  jQf  =  {Jx  +  ^iy+  {Jy  +  ^v?  +  (^^  +  ^S)' 
folgt,  ist  zu  setzen: 

Entwickelt  man  nun  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  die  Kräfte 
componenten  nach  steigenden  Potenzen  der  Grössen  ^|,  ^17, 
z/g,  wobei  man  alle  Glieder  der  zweiten  und  höheren  Dimen- 
sionen ausser  Acht  lässt^  und  zieht  dann  von  den  so  erhalte- 
nen Ausdrücken  für  bX^,  bY^,  bZ^  die  obigen  für  die  Com- 
ponenten bXqj  bYqj  sZq  der  im  ursprünglichen  Zustande  auf- 
tretenden Kraft  ab ,  so  findet  man  endlich  für  die  Componenten 
der  durch  die  Deformation  des  Körpers  entstandenen  elastischen 
Kraft: 

BX  =  Sm^  Sm^ 
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Der  neue  Zustand  des  Körpers  ist  vollständig  bestimmt, 
wenn  die  Verschiebungen  bekannt  sind,  welche  ein  Punkt  längs 
den  drei  Coordinatenaxen  erlitten  hat;  während  er  aus  seiner 
ursprünglichen  in  die  neue  Lage  versetzt  wurde.  Wir  wollen 
annehmen,  die  Verschiebungen  seien  für  den  Punkt,  dessen 
ursprüngliche  Coordinaten  x,  y,  z  sind,  bezüglich  5,  17,  5;  so 
dass  die  neuen  Coordinaten  x+g,  y  +  rj,  z  +  i  sein  werden. 
Die  Verschiebungen  6,  ij,  5  sind  Functionen  der  Coordinaten, 
und  es  erlangt  der  Punkt,  dessen  ursprüngliche  Coordinaten 
x  +  ^^Xy  y  +  Jy,  z  +  Jss  sind^  nach  der  Verschiebung  die  Co- 
ordinaten: 

wenn  wiederum  nur  Glieder  mit  den  ersten  Potenzen  der  Zu- 
wachse Jx,  Jy^  jdz  berücksichtigt  werden.  In  jedem  der 
drei  obigen  Ausdrücke  fällt  die  Summe  der  drei  letzten  Glie- 
der mit  den  vorher  durch  d^,  zfrj,  J^  bezeichneten,  auf  die 
beiden  Punkte  {x,yy  0)  und  {x  +  ^x,  y  +  Jy^  z  +  /Iz)  bezüg- 
lichen Grössen  zusammen.  Daher  erhält  man  z.  B.  für  das  in 
dem  obigen  Ausdrucke  der  Componente  fX  auftretende  erste 
GUed: 

+  ^^8m,8m,F{Jr)  .  ^^^f^Sm,  Sm,  F{Jr) .  f^, 

wobei  man  beachten  möge,  dass  bei  der  Annäherung,  die  wir 
erstreben,  die  Differentialquotienten  der  Verschiebungen  nach 
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den  Cöordinaten  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  auftretenden 
Summen  als  constant  betrachtet  werden  müssen.  Mit  Rück- 
sicht darauf,  dass  bei  festen  Körpern  im  natürlichen  Zustande 
die  oben  durch  X^,  Yq,  Zq  bezeichneten  Kräfte  verschwinden 
müssen,  ersieht  man,  dass  bei  solchen  der  ganze  vorstehende 
Ausdruck  verschwindet  und  gerade  so  die  beiden  ersten  Glie- 
der  in  den  Ausdrücken  für  die  beiden  anderen  Componenten 
der  Elasticitäts kraft.    Setzt  man  nun  noch: 

F'i^r)     F{Jr)_ 

wo  tp  also  eine  reine  Function  von  jdr  ist,  so  hat  man  end- 
lich für  die  Componenten  der  Elasticitätskraft  bei  einem  festen 
Körper,  wenn  man  in  die  früheren  Formeln  für  -^|,  ^ri,  J% 
ihre  Werthe  setzt,  folgende  allgemeine  Ausdrücke: 

+  Ja^Jz .  ^^  +  ^xJy^z .  ^+JxJz^ .  ^J 


drj 

Z 


eY=Sm,Sm,g>^^Jx^f.p^+Jf.p^  +  JfJz.^ 

+  Jx^yJz.g+AfJz.^  +  JyJz^.'^^ 

+  Jx'JZ'^  +  ^xJy^z .  ^+JxJz^ .  ^ 

Die  am  Elemente  s  thätige  Elasticitätskraft,  deren  Com- 
ponenten jetzt  gefunden  sind,  ist  natürlich  von  der  Wahl  des 
Coordinatensystems  unabhängig ,  und  aus  diesem  Grunde  müa- 
Ben  sich  ihre  Componenten  in  eine  Form  bringen  lassen,  welche 
diese  Unabhängigkeit  in  die  Augen  springen  lässt.  Auf  Be- 
stimmung jener  Form  zielen  die  folgenden  Betrachtungen, 
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Da,  wie  vorhin  bemerkt,  die  Differentialquotienten  der  Ver- 
schiebungen als  constant  zu  betrachten  sind,  so  dürfen  diesel- 
ben auch  neben  die  auftretenden  Doppelsummen  als  Factoren 
gesetzt  werden.  Die  Doppelsummen  selbst  sind,  wie  leicht  er- 
sichtlich, mit  6  proportional,  so  dass,  unter  ^  eine  blosse  Func- 
tion von  jdr  verstanden,  gesetzt  werden  darf: 

Sm^  Sm^  tp  jdx^jdy^^z^  =  e  Sm^  Sm^  ^  Jx^  Jy^  ^z^ . 
Wir  wollen  jetzt  die  Unterstellung  machen,  dass  die  Coordi- 
natenaxen  in  dem  zu  betrachtenden  Körper  so  orientirt  und 
letzterer  so  gebaut  sei,  dass  in  Bezug  auf  jede  der  drei  Co- 
ordinatenebenen  vollkommene  Symmetrie  stattfindet.  In  die- 
sem Falle  wird  für  jedes  auf  der  x-Axe  senkrechte  Element 
der  Ausdruck  S^Wg  ^  ^x^  ^y^  ^0^  verschwinden,  wenn  b  oder  c 
ungerade  ist.  Ebenso  verschwindet  er  bei  einem  auf  der  y-Axe 
senkrechten  Elemente,  wenn  a  oder  c,  und  bei  einem  auf  der 
je?- Axe  senkrechten  Elemente,  wenn  a  oder  6  ungerade  ist. 

Hiemach  und  mit  Rücksicht  auf  die  übrigen  Bemerkun- 
gen stellen  sich  die  Componenten  X,,  Yx,  Z^  der  auf  die 
Flächeneinheit  bezogenen  Elasticitätskraft ,  welche  ein  auf  der 
:r-Axe  senkrechtes  Element  angreift,  wie  folgt  dar: 


Z,=Sm,  Sm,  tl,  Jx  Je^  (g+^)- 
Ebenso  hat  man  bei  einem  auf  der  y-Axe  senkrechten  Elemente: 

dt 
Und  für  ein  auf  der  je?-Axe  senkrechtes  Element  ist: 


Elasticitätsgleichgewicht  bei  festen  Körpern.  9 

1 

«   dt 
+  Sm^  Sm^  ip  Az  Jx^  •  -^ , 


Aus  den  letzterhaltenen  Ausdrücken  läset  sich,  indem  man 
die  Betrachtung  des  sogenannten  Elementartetraeders  zu  Hülfe 
nimmt;  die  gewünschte  Form  für  die  an  einem  beliebig  ge- 
richteten Elemente  thätige  Elasticitätskraft  finden.  Durch  drei 
den  Coordinatenebenen  parallele  und  eine  vierte  beliebig  ge- 
richtete Ebene  werde  aus  der  Masse  des  Körpers  ein  Tetraeder 
von  sehr  kleinen  Dimensionen  herausgeschnitten,  von  dem  an- 
genommen werde,  dass  seine  Spitze  dem  Ursprünge  zugekehrt 
sei.  Die  drei  auf  den  Coordinatenaxen  senkrechten  Seiten- 
flächen seien  bezüglich  £^,  c^,  £,,  während  die  vierte  durch  c 
und  die  Winkel,  welche  eine  nach  aussen  gerichtete  Normale 
von  B  mit  den  Axen  bildet,  durch  «,  j8,  y  bezeichnet  werden 
mögen.  In  den  Punkten  des  Tetraeders  greifen  im  Allgemei- 
nen äussere  Kräfte  an,  und  die  Wirkung  der  neben  dem  Te- 
traeder in  dem  betrachteten  Körper  vorhandenen  Materie  lässt 
sich  durch  Zug-  oder  Druckkräfte  ersetzen,  die  an  den  Seiten- 
flächen des  Tetraeders  thätig  sind.  Letztere  Kräfte  mögen,  auf 
die  Flächeneinheit  bezogen,  durch  —  P^.,  —  P^,  —  P«,  P  be- 
zeichnet werden,  wo  dann  die  P  die  an  den  Flächen  des  Te- 
traeders wirkenden  Elasticitätskräfte  sind.  Für  verschwin- 
dende Dimensionen  des  Tetraeders  verschwinden  die  äusseren 
Sjräfte,  deren  Resultante  ein  Unendlich -Kleines  dritter  Ord- 
nung ist,  gegen  die  Molecularkräfte,  welche  Unendlich -Kleine 
zweiter  Ordnung  sind,  und  müssen  sich  letztere,  nach  demsel- 
ben Punkte  hin  verschoben,  das  Gleichgewicht  halten,  was 
offenbar  auch  die  einzige  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des 
Tetraeders  ist.  Es  ist  folglich,  wenn  die  Componenten  der 
Molecularkräfte  nach  den  drei  Axen  durch  die  entsprechenden 
Buchstaben  dargestellt  werden: 


I 

I 

! 
I 
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f  r  —  £,  r* — £y  Fy  -  f ,  F, = 0 , 

Kun  hat  man  aber: 

ex  =  £coscc,    €y=6C0sß,    «a=«cosy; 
und  folglich  hat  man  für  die  Componenten  der  auf  die  Flächen- 
einheit bezogenen  Elasticitätskraft  P,  welche  an  einem  Flächen- 
elemente wirkt,    dessen  Normale   mit  den  Axen  die  Winkel 
a,  ß,  y  bildet: 

X=XgCOsa  +  XyCosß  +  X»  cos  y , 
Y^  F;r cos a  +  Yy cos ß+  Y^cos y, 
Z=  ZjgCOsa+  Zycosß  +  Z.  cos  y. 


2.   Gesetze  der  Elasticitätskraft  in  homogenen  und 

isotropen  Körpern. 

Die  Resultate;  welche  sich  uns  bisher  ergeben  haben,  mö- 
gen jetzt  für  den  Fall  eines  nach  allen  Richtungen  hin  gleich 
beschaffenen',  d.  i.  eines  isotropen  Mittels,  weiter  verfolgt  wer- 
den. Die  Coefficienten  der  Differentialquotienten,  welche  in 
den  Grössen  X^ ,  ....  Z^  auftreten  und  lediglich  von  der  Be- 
schaffenheit des  Mittels  abhängen,  ziehen  sich  hier  auf  zwei 
/  wesentlich  verschiedene  Grössen  zurück,  nämlich: 

und 

Sniy^  Sm^  7p  jda?^y  =  S w,  8m^  ^  Ja?  Jz  =  Sm^  Sm^  t  Jy^Jx  = 

Sm^Sm^^Jy^jdz^Sm^Sm^ifJi?Jx^===^Sm^Sm^7lfJsflJy^li,. 

Demzufolge  wird: 

Xy=3    Jjpi  Xz^=^Zx}  Yz=Zyy 

SO  dass  man  für  die  Componenten  der  durch  die  Deformation 

erzeugten  Molecular-  oder  Elasticitätskraft  folgende  Ausdrücke 

findet: 

X  =  Nxcasa  +  Tt  cosß-^-  Ty  cosy, 

Y=  T»  cos a  +  Ny  cos ß  +  Tx cosy, 

Z=  Ty  cos  a+  Tx  cos  ß  + Nacosy  f 

wo  zu  setzen  ist: 
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Die  Constanten  Grössen  (J  und  ^  treten  in  ein  bestimm- 
bares Verhältniss,  wenn  die  Massentheilehen,  welche  wir  durch 
m^  und  m^  bezeichneten ;  so  nahe  und  in  der  Art  an  einander 
rücken,  dass  der  Kaum,  den  sie  erfüllen,  als  stetig  von  homo- 
gener Materie  erfüllt  betrachtet  werden  darf.  In  dieser  Unter- 
stellung lassen  sich  die  durch  (f,  [i  bezeichneten  Summen  unter 
der  Gestalt  von  bestimmten  Integralen  darstellen  imd  so  mit 
einander  vergleichen.  Die  ohne  besondere  Schwierigkeiten  aus- 
zuführende Rechnung  liefert: 

so  dass  dann  erhalten  wird: 

Wenn  man  ein  neues  Coordinatensystem  einführt,  das  sich 
nur  durch  die  Richtung  der  Axen  von  dem  bisher  gebrauch- 
ten unterscheidet,  und  für  dieses  neue  System  mittelst  der 
obigen  Formeln  die  Kräfte  N  und  T  bestimmt,  so  zwar,  dass 
in  ihren  Ausdrücken  nur  die  neuen  Coordinaten  und  die  Pro- 
jectionen  der  Verschiebungen  auf  die  neuen  Axen  auftreten, 
80  können  sich,  weil  nach  der  Annahme  der  Körper  ein  iso- 
troper sein  soll,  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  von  den  oben 
aufgeführten  in  der  Form  nicht  unterscheiden,  wie  auch  nicht 
in  den  Coefficienten  der  Differentialquotienten. 

Bezeichnen  wir,  um  dieses  zu  erweisen,  die  neuen  Coordi- 
naten mit  Xf  y'j  /,  die  neuen  Verschiebungen  mit  g',  ij',  g' 
und  die  neuen  Kräfte  mit  N\  T',  so  können  wir  die  Formeln, 
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welche  den  üebergang  von   dem  einen  Systeme  zum  andern 

ausdrücken^  so  schreiben: 

x^ax  +by  +C0,        S'  =  «S  +  a'^'+a"£, 
yz=ax+b'y+cz,        V  =  *S  +  6'^  +  i"t, 

ff    f  I    -iff    f  ,       ff   f  t,/  y     I       '         i'^t 

z^a  x  +  b  y  +  c  0,        g  =  c|  +  c  i^  +  c  g, 
wobei  die  Coefficienten  die  Cosinus  der  Winkel  sind,   die  die 
neuen  Axen  mit  den  alten  bilden,  zwischen  denen  bekanntlich 
eine  Reihe  von  Relationen  besteht,  wie 

a8  +  fc»  +  c»=:l,  a»  +  a  «  +  «"'=!, 

ab  +  ab'  +  a'b"  =  0y       aa'  + 66' H-cc'  =  0  u.  s.  w. 
Man  erhält  nun  leicht: 

^6'  /    d^    .     ,rf5  ,     ffdi\   .     '(    dri   .     ,d7]  ^     ,,dri\ 

,  „/  d% ^  .di_^  „d%\ 

+  «  rrfi  +  %7^+"  Tz) 

^dl  .    ,^dri  .     „jd£  ,       ,/rfg  ,  drj\  ,      „(dl  .  rfg\ 

,     ,  ff/dri  ,  dt\ 

woraus  man  durch  blosse  Vertauschung  der  Coefficienten  a  mit 

b  oder  c  die  Ausdrücke  für  -Ä  oder  ^^  erhält.     Ebenso  er- 

dy  dg 

hält  man: 

und  hieraus  bildet  man  sofort  die  Ausdrücke: 

de'^dx^^'^dy''^dx' 
durch  blosse  Vertauschung  der  Coefficienten  b,  c  mit  a,  c  oder 
a,  6.     Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  nun  sogleich: 

dx^dy^d/  "dx^dy^dy 

wie  auch  zu  erwarten  war,    da  der  Ausdruck  -3-  +  3-  +  j~, 

ax     äy     az 

den  wir  abkürzend  fortan  mit  6   bezeichnen  werden,   die  in 
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dem  Pankte  {x,  y,  z)  erzeugte  cobische  Dilatation  darstellt;  so- 
mit von  der  Richtung  der  Coordinatenaxen  nicht  abhängig 
sein  kann.  Die  erwähnte  Bedeutung  des  in  Rede  stehenden 
Ausdruckes  ergibt  sich  sogleich  durch  Betrachtung  eines  ver- 
schwindend kleinen  Parallelepipeds^  dessen  einer  Eckpunkt 
{x,yyjs)  ist;  und  dessen  mit  den  Axen  parallele  Kanten  die 
Längen  dx,  dy,  dz  haben.  Um  nun  weiter  die  N'  und  T'  durch 
die  N  und  T  auszudrücken,  haben  wir  z.  B.  für  die  Compo- 
nenten  der  an  einem  auf  der  ic'-Axe  senkrechten  Flächenele- 
mente wirkenden  Elasticitätskraft,  solche  nach  den  alten  Axen 
genommen,  in  Folge  der  oben  aufgestellten  Formeln: 

Z=aTy+aT:c  +  a'N^. 
Durch  Projection  dieser  Componenten  auf  die  neuen  Axen  er- 
halten wir  N'a:,  T\  und  T'y\  z.  B.: 

T\  =  abN^+  ab'Ny  +  aV'N^+{ab  +  ab')  T.  +  {a'b  +  aV)  Ty 

woraus  die  anderen  N'  und  T'  durch  blosse  Vertauschung  der 
Coefficienten  erhalten  werden.  Mittelst  der  im  Vorhergehen- 
den entwickelten  Ausdrücke  für  die  neuen  Differentialquotien- 
ten der  Verschiebungen  und  die  neuen  Elasticitätskräfte  und 
mit  Rücksicht  auf  die  zwischen  den  Coefficienten  a,  b,  c  etc. 
bestehenden  Relationen  ersieht  man  nun  sogleich,  dass  die  Aus- 
drücke für  die  N'  und  T'  ganz  dieselbe  Form  erhalten,  wie 
diejenigen  für  die  N  und  T,  und  dass  dasselbe  stattfindet, 
welches  auch  der  Coefficient  von  0  in  den  Ausdrücken  für  die 
N  sein  mag,  indem  das  Glied  ^6  in  die  Ausdrücke  für  die 
N'  ungeändert  übergeht,  während  es  aus  denen  für  die  T' 
fortfällt.  Aus  diesem  Q runde  darf  man  den  Coefficienten  von 
6  durch  einen  anderen  ersetzen,  ohne  dass  die  Form  der  Aus- 
drücke für  N  und  T  von  der  Wahl  der  Axen  abhängig  wird. 
Weil  nun  durch  Einführung  einer  zweiten  Constanten  eine 
grössere  Allgemeinheit  erzielt  wird,  führen  wir  nach  Lam6 
(Legons  sur  la  theorie  mathematique  de  Velasticite  des  corps  so- 
lides.    1852,)  als  Coefficienten  von  0  in  den  früheren  Formeln 
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die  Grösse  A  ein^  obgleich  wir  dadurch  zugleich  die  Bedeutung 

der  bisherigen  Betrachtungen  darauf   beschränken;    dass    sie 

nur  dazu  gedient  haben;    die   Form    der  Ausdrücke   für  die 

Elasticitätskraft  zu   finden.     Die   Componenten   der  letzteren 

sind  also: 

X  =  N^cosa+T^  cosß  +  Ty  cosy, 

Y=  T^  cos a  +  NyCOsß  +  Ts cosy, 

Z=TyCosa  +  TsCOsß+  N^  cos  y, 

wo  zu  setzen  ist: 


dx     dy     dz 


Das  in  obigen  Ausdrücken  enthaltene  Gesetz,  welches  die 
Abhängigkeit  der  Grösse  und  Richtung  der  Elasticitätskraft 
von  der  Richtung  des  Elementes;  auf  welches  sie  sich  bezieht; 
bestimmt;  lässt  sich  in  folgender  Weise  geometrisch  anschau- 
lich darstellen.    Die  Gleichung: 

N:,a^  +  Nyf  +  N^0^+2T:,ye  +  2Tyxa  +  2T:,xy=^Const, 
deren  Coefficienten  sich  von  einem  Punkte  des  Mittels  zum 
andern  ändern;  aber  als  bekannt  anzusehen  sind;  sobald  die 
Art  des  neuen  Gleichgewichtszustandes  bekannt  ist,  stellt  eine 
centrische  Fläche  des  zweiten  Grades  dar.  Sucht  man  die 
Diametralebene  derselben  auf;  welche  sich  der  Richtung  {a,  ß,  y) 
zuordnet;  so  findet  man,  wenn  die  Winkel  zwischen  den  Co- 
ordinatenaxen  und  der  Normale  jener  Ebene  durch  a,  fe,  c  be- 
zeichnet werden: 

No' cosa  +  T.  ros ß  +  Ty cos y ^  T.^cosa  +  Ny cosß  +  T^- cosy 

cos  a  cos  h 

_  Ty  cos  a  -f  Ta  cos  ß+  N^  cos  y^ 

cos  c 

Diese  Ausdrücke  lassen  schliessen;  dass  die  Elasticitäts- 
kraft der  Richtimg  nach  durch  die  Normale   der   erwähnten 
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Diametralebeue  bestimmt  wird.  Eine  weitere  Folge  hiervon 
ist  der  Satz,  dass  es  für  jeden  Punkt  drei  auf  einander  senk- 
rechte Lagen  des  Elementes  e  giebt;  für  welche  die  zugehörige 
Elastidtätskraft  auf  dem  Elemente  senkrecht  steht;  letzteres 
tritt  dann^  aber  auch  nur  dann  ein,  wenn  das  Element  £  auf 
einer  Axe  der  obigen  Hülfsfläche  vom  zweiten  Grade  senkrecht 
steht. 

Man  lege  nun  durch  den  Punkt  selbst,  dessen  Verhält- 
nisse  betrachtet  werden  sollen,  drei  Coordinatenaxen,  die  mit 
den  Axen  der  Hülfsfläche  parallel  sind.  AJ^cl&i^i^  ^^^  man, 
wenn  N^,  N^,  N.  die  Elasticitatskräfte  für  die  drei  Lagen  des 
Elementes  sind,  wo  letzteres  auf  den  Axen  senkrecht  steht,  und 
wenn  P  die  Elasticitätskraft  und  a,  2>,  c  ihre  Winkel  für  &jx 
Element  sind,  dessen  Normale  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  be- 
stimmt ist: 

Pcosa  =  N;rCosa5    Pcos6  =  Ny  005/J;    Pcosc  =  Ns  co5y. 
Es  folgt  hieraus: 

P2  =  N,*  cos  a«  +  Ny«  coÄ  /S«  +  N,«  cos  y«, 
und  diese  Formel  lässt  ersehen,  dass  die  Kraft  P  der  Grösse 
nach  durch  den  auf  £  senkrechten  Radiusvector  einer  Fläche 
dargestellt  wird,  deren  Gleichung  die  folgende  ist: 

(ix;8  +  j^2  +  ;^2)8^N^«^2  +  N/y2  +  N.«^2^ 
Man  nennt  die  letztere  Fläche  Elasticitätsfläche;  sie  wurde  zu- 
erst von  Fresnel  bei  Gelegenheit  seiner  optischen  Untersuchun- 
gen eingeführt.  Aus  einem  EUipsoide  mit  den  Halbaxen  N^r; 
Ny,  N,  wird  dieselbe  abgeleitet,  wenn  man  aus  dem  Mittel- 
punkte Perpendikel  auf  die  Tangentialebenen  herablässt;  die 
Fusspunkte  der  Perpendikel  bilden  die  fragliche  Fläche. 

Die  Gleichung  des  genannten  Ellipsoides  ist  nämlich: 


N/^Ny*^N,^ 

und  die  Tangentialebene  desselben  im  Punkte  (x',  y ^  g)  wird 
dargestellt  durch  die  Gleichung: 

XX       yy        Bz' 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  für  die  Länge  p  des  Perpendikels 
vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangentialebene: 
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und  für  die  Cosinus  der  Winkel  a,  b,  c,  die  dasselbe  mit  den 

Axen  bildet: 

f  f  f 

^  t.      y  ^ 


Die  Coordinaten  Xj  y,  0  des  Fusspunktes  des  Perpendikels  sind 

daher: 

f  f  f 

^=N7^,    y=^p''    "-w?^- 

Um  aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  des  EUipsoides 
X,  y   und  /  zu  eliminiren;  haben  wir: 

rix  X  —^^  ^  p  ,     j^y  y  ^"^^P  }     ^^  ^  ^W^^  ' 

durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhalten  wir  aber  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung  des  EUipsoides: 

^Va:'  +  Nj,2y2^N^2^2^p4^(a.2  +  y2  +  ^2)2^ 

was  die  Gleichung  der  Elasticitätsfläche  ist. 

Was  die  ersterwähnte  Hülfsfläche  betriflft,  durch  welche 
die  Richtung  der  Elasticitätskraft  bestimmt  wird;  so  ist  ihre 
Gleichung  für  die  neue  Wahl  der  Coordinatenaxen  folgende: 

N^^.+  Nj,y«  +  N,^2  ^  const. 
Je  nach  den  Vorzeichen  der  Hauptelasticitätskräfte  N^,  N^,  N, 
kann  man  bei  zweckmässiger  Annahme  des  willkürlichen  con- 
stanten  Gliedes  immer  bewirken,  dass  diese  Fläche  ein  reelles 
EUipsoid  oder  ein  beliebiges  der  beiden  Hyperboloide  wird. 

Wird  eine  der  Hauptelasticitätskräfte,  z.  B.  N,,  gleich 
Null,  so  wird  die  Fläche  ein  auf  der  5Py- Ebene  senkrechter 
elliptischer  oder  hyperbolischer  Cylinder,  und  da  bei  einem 
solchen  zu  allen  in  einer  zur  ;Sf-Axe  parallelen  Ebene  gelege- 
nen Richtungen  dieselbe  auf  der  ^y- Ebene  senkrechte  Diame- 
tralebene gehört,  so  liegt  in  diesem  Falle  für  jede  Richtung 
des  Elementes  b  die  Elasticitätskraft  in  einer  auf  der  Richtung 
der  verschwindenden  Hauptelasticitätskraft  senkrechten  Ebene, 
und  ist  gleich  gerichtet  für  alle  Elemente,  die  sich  in  der  frag- 
lichen Ebene  in  derselben  Geraden  schneiden.    Werden  endlich 
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zwei  Haupteiasticitätskräfte ;  z.  B.  N^  und  N»,  gleich  Null,  so 
geht  die  Fläche  in  das  System  zweier  vom  Ursprünge  gleich 
weit  abstehenden,  zur  x-Axe  senkrechten  Ebenen  über,  und  für 
jede  Richtung  von  e  ist  jetzt  die  Elasticitätskraft  parallel  der 
einen  nicht  verschwindenden  Hauptelasticität.  Ihre  Grösse 
stellt  sich  dar  durch  N^  cos«;  sie  verschwindet  also,  wenn  die 
Normale  des  Elementes  e  senkrecht  steht  zu  der  gemeinsamen 
Richtung  aller  Elasticitätskräfte. 

Auch  die  lineare  Dilatation  für  die  verschiedenen  Richtun- 
gen befolgt  ein  einfaches  Gesetz.  Wenn  eine  Differentiation 
nach  einer  durch  die  Winkel  A,  ft,  1/  bestimmten   Richtung  s 

durch --7^  bezeichnet  wird,  so  hat  man,  unter  t  die  Verschie- 
bung nach  dieser  Richtung  verstanden,  für  die  lineare  Dilata- 
tion D  nach  derselben: 

j\_dt__dt    dx     dt    dy     dt    dz^dt        11^^  •  ^ 

"ds"  dx'  ds     dy'  ds     dz    ds'^dx  dy      ^    dz 

Nun  ist  aber,  unter  5  j  ^  j  S  wie  bisher  die  Verschiebungen  nach 
den  Axen  verstanden: 

t^^^cos  ^  +  rjcos  ii  +  t,cos  v. 
Bemerkt  man  überdies,  dass  für  die  jetzigen  Axen  die  früher 
durch   T  bezeichneten  Kräfte  verschwinden,    so  leuchtet  ein, 
dass  man  hat:  • 

lJ=-r-  f'OSk^  +  -^  €OSU^+  -7^  cos  V^. 

dx  dy      ^      dz 

Wenn  wir  also  die  Dilatationen  nach  den  drei  Axen  bezüglich 
durch  Da:,  Dyj  Ds  bezeichnen,  so  wird  die  lineare  Dilatation 
nach  einer  beliebigen  Richtung  durch  das  Quadrat  des  in  diese 
Richtung  fallenden  Radiusvector  einer  Fläche  dargestellt,  deren 
Gleichung  die  folgende  ist: 

(^  +  y2  +  ^2)2  =  l),x^  +  Dyy^  +  D,  z\ 

wobei  man  weiter  hat: 

Diese  Fläche  ist  der  geometrische  Ort  der  Fusspunkte  der  Per- 
pendikel,  welche  auf  die  Tangentialebenen  einer  centrischen 

Beor,  Elasticität  und  CapillaritäU  1.  2 
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Fläche  zweiten  Grades  mit  den  Halbaxen  yiJjp,  Vl^^y  YDx 
von  deren  Mittelpunkte  aus  gefällt  werden.  Sind  die  drei  Haupt- 
dilatationen sämmtlich  positiv,  so  ist  die  Fläche  von  derselben 
Natur,  wie  die  oben  erwähnte  Elasticitätsfläche. 

3.   Gleichungen  für  das  Elasticitätsgleiohgewioht  homogener 

und  isotroper  Körper. 

Die  Kräfte,  welche  einen  elastischen  Körper  aus  seinem 
natürlichen  Zustande  in  einen  neuen  versetzen,  werden  im  All- 
gemeinen sowohl  Druck-  oder  Zugkräfte  sein,  welche  an  der 
Oberfläche  angreifen,  als  auch  solche  Kräfte,  die  alle  einzelnen 
Theilchen  des  Körpers  sollicitiren,  und  beide  Arten  werden  in 
Richtung  und  Grösse  von  der  Lage  ihres  Angriffspunktes  ab- 
hängig sein.  Diese  äusseren  Kräfte  mit  Einschluss  derjenigen, 
welche  einzuführen  sind,  um  den  Zusammenhang  des  Körpers 
mit  anderen  Körpern  zu  ersetzen,  müssen  sich  nun  offenbar, 
nachdem  ein  neues  Gleichgewicht  eingetreten  ist,  an  dem  frei 
gedachten  Körper  für  sich  Gleichgewicht  halten,  letzteren  als 
absolut  starr  gedacht.  Um  die  Bedingungen  für  dieses  Gleich- 
gewicht aufzustellen,  bezeichnen  wir  die  Componenten  der  an 
dem  Oberflächenelemente  do  thätigen  Kraft  Pg,  solche  auf  die 
Flächeneinheit  bezogen,  durch  X^,  Y^j  Zq.  Ebenso  mögen  X{, 
Fi,  Zi  die  Componenten  der  Kraft  P,-  sein,  die  an  dem  cubi- 
schen  Elemente  dk  thätig  ist,  dessen  als  constant  zu  betrach- 
tendjB  Dichtigkeit  q  sei,  solche  Kraft  auf  die  Masseneinheit 
bezogen.    Zuvörderst  hat  man  dann  nach  den  Lehren  der  Statik: 

fX^do+fXiQdh^^O]     jY^do  +  fYiQdk^O] 

fZ^do+fZiQdk=--0]  ' 

I.  {f{Y^x-^X,y)do+f{YiX^Xiy)Qdk  =  0] 

f{Z,y  -  Y,z)  do  +f{Ziy  ~  Y^js)  gdk  =  0; 

/{X^is  -  ZqX)  do  +J{XiZ  -  Zix)  Qdk  =  0. 

Was  ferner  die  Beziehung  zwischen  den  äusseren  Kräften 
und  den  durch  die  Deformation  hervorgerufenen  Elasticitäts- 
kräften  betrifft,  so  muss  die  äussere  Kraft,  welche  auf  ein 
Element  der  Oberfläche  wirkt,  mit  der  Elasticitätskraft  zusam- 
menfallen; die  auf  dasselbe  Element  wirkt.     Dies  ergibt  sich 
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unter  Anderem  aus   der  Betrachtung  eines  Elementar  Tetrae- 
ders, von  dem  eine  Fläche  das  fragliche  Element,  die  übrigen 
mit  je  einer  Coordinatenebene  parallel  sind.     Hiernach  hat  man 
für  alle  Theile  der  Oberfläche,  unter  a,  ß,  y  die  Winkel  zwi- 
schen der  Normale  und  den  Axen  verstanden: 
iX^  =  JVx  cos  a  +  TsCosß  +  Ty  cosy, 
Yq=  T.  cos a  +  NyCos ß  +  Ta:Cosy , 
Zq  —  Ty  cos  a  +  TxCosß  +  N^  cos  y. 
Um  die  analogen  Gleichungen  für  die  zweite  Art  der  äusse- 
ren Kräfte  zu  gewinnen,   betrachten   wir    das    Gleichgewicht 
eines   Elementar  Parallelepipedes ,   dessen  dem  Ursprünge  zu- 
gewandter Eckpunkt  die  Coordinaten  x,  y,  is  hat,  und  dessen 
den  Axen  parallele  Kanten   die  Längen    dx,   dy,   du   haben. 
Die  Flächen  desselben  seien  bezüglich: 

Lassen  wir  nun  an  diesen  Flächen  die  Elasticitätskräfte  thätig 
bleiben,  denen  sie  ausgesetzt  sind,  so  wird  das  am  Parallel- 
epipedon  thätige  Kräftesystem  auch  dann  im  Gleichgewichte 
bleiben,  wenn  wir  die  ganze  ausserhalb  jenes  Raumes  bcfind- 
liehe  Materie  uns  entfernt  denken.  An  die  Stelle  der  äusseren 
Kräfte,  welche  an  dem  so  frei  erhaltenen  Parallelepipedon  wir- 
ken, lässt  sich  eine  einzige  Kraft  setzen,  die  im  Schwerpunkte 
angreift  und  deren  Componenten  folgende  sind: 

QXidxdy  dZy  gYidxdydz,  gZidxdydz. 
Die  Elasticitätskräfte,  welche  an  den  Elementen  £^^=dy  dz, 
By=dxdz,  £^=dxdy  thätig  sind,  lassen  sich  durch  je  eine 
Kraft  ersetzen,  die  in  der  Mitte  der  betreffenden  Seitenfläche 
angreift;  die  Componenten  dieser  Kräfte  sind  mit  Beibehaltung 
der  früheren  Bezeichnungsweise  folgende: 

an  €x  wirkend:   —  N^dy dz,    —  T^dy dz,    —  Tydy dz] 
an  €y  wirkend:  —Tzdx  dz,    —Nydxdz,    —  Txdxdz'^ 
an  £,  wirkend:   —Tydxdy,    —Txdxdy,    —N^dxdy. 
Für  die  Componenten   der  an  den  Seitenflächen  Bjc-^-dx}  ^j^-h^»; 
£s-fi/2  wirkenden  Kräfte  erhält  man: 
an  B^j^,^  wirkend: 

{N,+  ^^dx)dydz,  (^T.+^^dx)dydz,  (Ty  +  ^^dx)dyd,', 

2* 
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an  By+dy  wirkend: 
(^T.^^dy)dxdz,  (N,  +  ^-^dy)dxd0,  (^T^  +  ^dy)dxdz; 

an  ez^dz  wirkend: 
(t,  +  ^  dji)dxdy,  (r.  +  ^dz)dxdy,  {n,  +  ^  dz)dxdy. 

Das  ganze  Kräftesystem  liefert  drei  im  Mittelpunkte  des 
Parallelepipedons  angreifende  nach  den  Axen  gerichtete  Kräfte, 
für  deren  Werthe  sich  sogleich  folgende  Ausdrücke  ergeben: 

\-di^-dv^iii)'^''^y^'' 

(dT,  ,  dN„  ^dTA  ,     ,    , 
fdT^.dT^dNA^     ,     , 

Bildet  man  weiter  die  Ausdrücke  für  die  drei  Kräftepaare, 
welche  aus  obigem  Kräftesystem  resultiren,  so  findet  man  so- 
fort, dass  dieselben  sämmtlich  verschwinden. 

Da  nun  endlich  die  äusseren  und  inneren  Kräfte  an  dem 
betrachteten  Parallel epipedon  im  Gleichgewichte  stehen  sollen, 
so  enthält  also  folgendes  Oleichungssystem,  dem  in  jedem 
Punkte  des  elastischen  Körpers  Genüge  geleistet  werden  muss, 
die  nothwendigen,  aber  auch  hinreichenden  Bedingungen  fiir 
das  Gleichgewicht  desselben: 

TTT        J      dT       dNydT:,.       ^       ,^ 

Ohne  Schwierigkeit  lässt  sich  nachträglich  zeigen,  dass  die 
Ausdrücke  für  die  Kräfte  X^,  Z^,  Z^  und  X,,  F,-,  ^,,  wie 
sie  durch  die  Gleichungen  II)  und  III)  bestimmt  werden,  den 
Gleichungen  I)  Genüge  thun.  Integriren  wir  z.  B.  die  erste 
der  Gleichungen  III) ,  nachdem  dieselbe  mit  dx  dy  de  multipli- 
cirt  worden  ist,  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Körpers,  so 
kommt: 
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'III  -j-^dxdydz+l   /   /   QXidxdy dz  =  0. 

In  jedem  der  drei  ersten  Integrale  ist  eine  Integration  ausführ- 
bar; dadurch  wird  das  erste  z.B.: 

ff[N,]dyd,, 

worin  [N^]  die  Differenz  der  Werthe  von  Nj^  in  den  beiden 
Punkten  bedeutet,  in  welchen  eine  Parallele  zur  a;-Axe  die 
Oberfläche  des  Körpers  schneidet  (wenn  wir  der  Einfachheit 
wegen  nur  zwei  solcher  Durchschnittspunkte  voraussetzen).  Be- 
deuten aber  do  das  Oberflächenelement,  a,  /5,  y  die  Winkel, 
welche  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  der  Oberfläche  mit 
den  Axen  bildet,  so  kann  man  für  das  obige  Integral  schrei- 
ben: 

SNx  cos  a  do. 

Behandelt  man  die  beiden  folgenden  Integrale  in  ähnlicher 
Weise,  so  kann  man  statt  obiger  Gleichung  folgende  schreiben: 

J{Nj,coscc+  T^  cosß  +  TyCosy)do+JJjQXidxdy dz=^(S. 

Nach  der  ersten  der  Gleichungen  II)  wird  diese  Gleichung: 

CXq  do  +  f^i  Qdk  =  0, 

was  die  erste  der  zu  beweisenden  Gleichungen  I)  i^t.  Ebenso 
beweist  man  die  beiden  folgenden.  Um  weiter  z.  B.  die  vierte 
zu  beweisen,  bildet  man  aus  den  Gleichungen  III)  die  folgende : 

+  11   I  Q{YiX—Xiy)dxdydz  =  0. 


^fff 


Addiren  wir  zu  der  Function  im  ersten  Integrale  Tz  und  sub- 
trabiren  dieselbe  Grösse  von  derjenigen  im  zweiten  Integrale, 
so  wird  vorstehende  Gleichung: 
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e'    t'    •/ 

+  r  r  f  Q{YiX^Xiy)dxclydz=^^. 

Hierfür  erhalten  wir  aber  wieder  wie  vorher: 

J\{xT,-yN^)  cosa  +  {xNy^yT.^)  cosß  +  (xT^-yTy)  cosy\  do 

+JJJq  ( TiX—Xiy)  dx  dy  dz=^i)\ 
oder : 
f\x{T:,cosa+NyCosß+T^cosy)-y{Nj,cosa+T:,cosß+TyCOsy)\do 

+fQ{YiX^Xfy)dk  =  0', 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  II): 

f{xY,^yX,)do+fQ{YiX^Xiy)dk==0, 

welches  die  vierte  der  Gleichungen  I)  ist. 

Für  die  Gleichungen  III)  kann  man  auch,  indem  man  die 
Grössen  N  und  T  durch  ihre  früher  aufgestellten  Ausdrücke 
ersetzt,  schreiben: 

IV.  j  (^+^)^+KrfJ+rfP+^)+^^'-^*' 

Ein  Blick  auf  die  letzten  Gleichungen,  welche  wir  in  der 
Folge  schlechthin  die  Elasticitätsgleichungen  nennen  werden, 
belehrt  uns,  dass  solche  Systeme  von  Verschiebungen  und  Kräf- 
ten, die  einzeln  den  Gleichungen  genügen,  auch  dann,  wenn 
man  sie  über  einander  lagert,  einen  neuen  Gleichgewichtszustand 
liefern;  die  neuen  Kräfte  sind  die  Resultanten  der  ursprüng- 
lichen Kräfte,  sowie  auch  die  neuen  Verschiebungen  aus  den 
Summen  der  gleichgerichteten  ursprünglichen  Verschiebungen 
bestehen.  Dieses  Princip  der  Coexistenz  möglicher  Gleich- 
gewichtszustände ist  für  die  Forschung  von  grosser  Wichtig- 
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keit^  indem  es  dieselbe  in  erheblicher  Weise  vereinfacht.  Ins- 
besondere lassen  sich  an  dasselbe  folgende  Betrachtangen  über 
das  Problem  knüpfen  ^  den  Zustand  des  elastischen  Gleich- 
gewichtes eines  Körpers  von  gegebener  Form  zu  bestimmen, 
der  einem  Systeme  von  Kräften  X,-,  F,-,  Z,-,  die  an  seinen 
körperlichen  Elementen  angreifen,  und  einem  Systeme  von 
Kräften  X^,  Y^y  Z^y  die  an  seiner  Oberfläche  wirken,  aus- 
gesetzt ist.  Um  das  erwähnte  Problem  zu  lösen,  hat  man  zu- 
erst eine  Deformation  |;,  i^^,  g,-  zu  bestimmen,  die,  mit  den 
Kräften  X,-,  F,-,  Z,-  zusammengebracht,  den  Elasticitätsglei- 
chungen  genügt.  Bezeichnet  man  die  Elasticitätskräfte ,  welche 
durch  jene  Deformation  an  der  Oberfläche  des  Körpers  ent- 
wickelt werden  oder  hier  anzubringen  sind,  um  Gleichgewicht 
zu  halten,  durch  X^,  Yey  Z^^  so  bestimmt  man  ferner  das 
System  g^,  17^,,  g^  von  Verschiebungen,  welches  den  Elasticitäts- 
gleichungen,  nachdem  in  diesen  die  Glieder  pX«,  QYi^  gZi 
unterdrückt  worden,  genügt,  nnd  für  welches  überdies  die  Com- 
ponenten  der  an  der  Oberfläche  entwickelten  Elasticitätskräfte 
mit  den  Differenzen  X^— X,.,  F^,— F^^,  Zq— -Z^  zusammenfallen. 
Die  durch  die  Verschiebungen  |,+lo7  ^»+^o>  Si+£o  bestimmte 
Deformation  ist  alsdann  die  verlangte,  denn  ihr  entspricht  zu- 
gleich das  System  der  Kräfte  X,,   F,-,  Zi  und  das  der  Kräfte 

Einem  gegebenen  Systeme  von  Kräften  X,-,  F,,  Zi  ent- 
sprechen unendlich  viele  Systeme  von  Verschiebungen.  Die 
Differenzen  entsprechender  Componenten  der  letzteren  bilden 
aber  stets  eine  Deformation,  für  welche  die  Kräfte  X,-,  F,,  Zi 
verschwinden.  Einem  gegebenen  Systeme  von  Kräften  Xq, 
Fq,  Zqj  die  an  der  Oberfläche  wirken,  entspricht  im  Allgemei- 
nen nur  ein  einziges  System  von  Verschiebungen,  dem  sich 
keine  Kräfte  zuordnen,  die  an  den  körperlichen  Elementen  an- 
greifen. Wenn  nämlich  die  Systeme  5/;  »?/;  S«'  ^^^  S/'>  Vi\  5«" 
sich  den  Kräften  X,-,  F,-,  Zi  zuordnen,  so  entsprechen  die 
Verschiebungen  5/  —  g/',  i^/  — 17/',  g/  —  J/'  nur  solchen  Kräf- 
ten, die  an  der  Oberfläche  wirken.  Und  wären  1^',  i^^',  g^,' 
lind  1^\  Ki^'j  Sq"  zwei  Deformationen,  die  sich  auf  blo5:se  Ober- 
flächenkräfte beziehen,  so  wäre  5o'— So";  Vo'~%" >  So' ""So"  ^^^^ 
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Deformation,  bei  welcher  sowohl  die  Kräfte  X,-,  F,-,  Z,,  wie 
auch  Xq,  Y^y  Zq  verschwänden.  Wenn  aber  letztere  verschwin- 
den, so  befindet  sich  der  Körper  in  seinem  natürlichen  Zu- 
stande, für  den  die  Verschiebungen  ebenfalls  Null  sind.  Es 
gilt  letzleres  wenigstens,  wenn  wir  von  solchen  Deformationen 
ganz  absehen,  wobei  sich  im  Verlaufe  der  Functionen  |,  ly,  g 
innerhalb  des  Körpers  Discontinuitäten  darbieten. 

4.   Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  auf 

elastische  Körper  angewandt. 

Wie  die  Entwickelungen,  welche  uns  zu  den  Gleichgewichts- 
Gleichnngen  eines  elastischen  Körpers  geführt,  ersehen  lassen, 
kann  die  Wirkung,  welche  ein  cubisches  Element  dJc,  als  Gan- 
zes betrachtet,  von  dem  ihm  zunächst  gelegenen  Theile  des 
Körpers  erleidet,  durch  eine  einzige  im  Schwerpunkte  des  Ele- 
mentes angreifende  Kraft  dargestellt  werden,  für  deren  Com- 
ponenten  sich  ergibt: 

Es  gilt  dies  auch  von  den  an  der  Oberfläche  anliegenden  Ele- 
menten, insofern  an  diesen  die  auf  die  Oberfläche  wirkenden 
Zug-  oder  Druckkräfte  sich  ebenso  verhalten,  wie  die  an  der 
Oberfläche  der  Elemente  im  Innern  wirkenden  Elasticitätskräfte. 
In  dem  Falle  des  Gleichgewichtes  muss  dem  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  gemäss  die  Gesammtarbeit  ver- 
schwinden, welche  bei  irgend  einer  Verschiebung  des  Systems 
geleistet  wird,  die  mit  der  Natur  des  letzteren  vereinbar  ist, 
und  wobei  sämmtliche  Theilchen  verschwindend  kleine  Wege 
beschreiben.  Jene  Arbeit  kommt  nämlich  der  Hälfte  des  Zu- 
wachses an  lebendiger  Kraft  gleich,  und  dieser  muss  — -  wo- 
fern, wie  hier  unterstellt  wird,  nur  die  erste  Potenz  des  Un- 
endlich-Kleinen berücksichtigt  wird  —  für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichtes verschwinden.     Nun  kann  aber  die  Zurückführung  in 
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den  ursprünglichen  Zustand  bei  dem  deformirten  elastischen 
Körper  als  eine  zulässige  Verschiebung  betrachtet  werden ,  und 
hierbei  sind  die  Componenten  der  Verschiebung  eines  Elemen- 
tes dh  bezüglich  —  S,  —  iy,  —  g;  die  Projection  der  Verschie- 
bung auf  die  Richtung  der  Kraft,  die  virtuelle  Geschwindig- 
keit, sei  Äj>.  Mit  Rücksicht  hierauf  haben  wir  folgende, 
unter  dem  Namen  des  Clapeyron'schen  Theorems  bekannte 
Beziehung: 

fPdpdk^O, 
wo   für  P  die  oben   aufgeführten  Elasticitätskräfte  zu  setzen 
sind,  wenn  wir  von  den  Kräften  P,  absehen.     Obige  Gleichung 
lässt  mehrfache  Umformungen  zu.     Man  hat  erstlich: 

-fPdpdk=f{X^+  Yri  +  Zt)dk, 
wo  für  X,  Y,  Z  die  oben  aufgeführten  Ausdrücke  einzusetzen 
sind.     Der  Theil  des  letzten  Integrals,  welcher  die  Componente 
\  enthält,  schreibt  steh: 

Durch  theilweise  Integration  findet  man  hierfür: 


+  fdxf([TA] -  fT/^^dy)dz 

+fdxJ\[Tyl]  -fTyp^dz)  dy. 

Hier  ist  für  die  eckigen  Klammern  dio  Differenz  zu  setzen, 
deren  Minuend  der  Werth  des  eingeklammerten  Ausdruckes  an 
der  oberen  Grenze,  und  deren  Subtrahend  der  Werth  desselben 
Ausdruckes  an  der  unteren  Grenze  der  ausgeführten  Integra- 
tion ist.  Für  den  obigen  Ausdruck  kann  man  nun  femer  in 
derselben  Weise,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  wenn  wieder  a, 
ßy  y  die  Winkel  sind,  welche  die  nach  aussen  gerichtete  Nor- 
male des  Oberflächenelementes  do  mit  den  Axen  bildet,  schreiben: 


-/(^•S+^4i+^.s)«- 
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Mit  Rücksicht  auf  letzteres  Ergebniss  und  auf  die  früher  ge- 
fundenen Ausdrücke  für  die  Componenten  der  Eiasticitätskraft 
und  der  Kräfte  N  und  T  findet  man  endlich: 


+  Yo%  +  ^oW^ö 


wo  -X^,  Fy,  Zq  die  Componenten  der  auf  das  Element  do 
der  Oberfläche  wirkenden  Zug-  oder  Druckkraft  P^y  und  5o; 
^0^  So  ^'®  Verschiebungen  dieses  Elementes  nach  den  Axen 
sind. 

Indem  man  die  Hauptelasticitätskräfte  K«;  N^;  N^  ein- 
führt, kann  man  schreiben: 

Und  wenn  man  die  Kräfte  N  durch  die  linearen  Dilatationen 
D  nach  den  drei  Hauptaxen  der  Elasticitätsiläche  ausdrückt, 
so  ergibt  sich  die  folgende  Gleichung: 

/Po  8p,  do  =  f{2iilDJ+Dy^+D,']  +  kd^)  dk. 
Der  in  den  obigen  Gleichungen  links  stehende  Ausdruck  stellt 
die  Arbeit  dar,  welche  von  den  auf  die  Oberfläche  wirkenden 
Kräften  geleistet  wird;  auf  der  rechten  Seite  steht  die  negative 
Arbeit,  welche  bei  der  Zurückführung  in  den  ursprünglichen 
Zustand  von  den  Elasticitätskräften  geleistet  würde,  wenn 
letztere  während  der  Zurückführung  dieselben  blieben,  wie  in 
dem  Zustande  der  Deformation. 

5.   üeber  zwei  aUgemeinere  Gruppen  von  VerscMebungeii. 

Von  den  Kräften,  welche  auf  die  kleinsten  'i'heilchen  der 
Körper  in  distans  wirken,  sind  zwei  Hauptarten  näher  be- 
kannt, die  hier  durch  die  Benennung  der  attractorischen  (resp. 
repulsatorischen)  und  der  rotatorischen  Kräfte  unterschieden 
werden  mögen.  Die  Kräfte  der  ersten  Art  sind  dadurch  cha- 
racterisirt,  dass  die  Componenten  der  Wirkung ,  welche  die  in 
einem  Punkte  (x,  y,  z)  concentrirte  Einheit  der  affieirten  Ma- 
terie durch  dieselben  erfährt,  folgende  Form  haben: 
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—5 — dh.     Yi=f  ö — j — dk,     Zi  =  t  ö — - — 
dx        '  J         (h  J         dz 


dl. 


Hier  bedeutet  r  die  Entfernung  des  Punktes  (ic,  y,  z)  von  dem 
cpbischen  Elemente  dk  eines  bestimmten  Raumes,  über  welchen 
sich  die  angedeutete  Integration  erstreckt;  ferner  stellt  ^  eine 
Function  der  Coordinaten  von  dk  vor,  von  welcher  angenom- 
men werde,  dass  sie  sich  stetig  ändere.  Bekanntlich  kann  die 
durch  die  angeführten  Componenten  bestimmte  Kraft  betrach- 
tet werden  als  Resultante  von  Anziehungen,  welche  von  den 
Elementen  dA;  ausgehen  und  dem  Newton'schen  Gravitations- 
gesetze gehorchen.  Und  wenn  insbesondere  jene  Kräfte  mit 
der  allgemeinen  Qravitation  identisch  sein  sollen,  so  ist  für  6 
das  Product  aus  der  Gravitationsconstanten  (Anziehung  der 
Masse  Eins  durch  die  Masse  Eins  in  der  Entfernung  Eins)  und 
der  Dichtigkeit  der  Materie  des  Elementes  dk  z\k  setzen.  Un- 
ter die  hier  besprochene  Art  von  Kräften  gehört  auch  die 
electro-electrische  und  die  magneto- magnetische  Anziehung. 
Der  Ausdruck: 


rjdk=U 


heisst  bekanntlich  das  Potential  der  Materie,  von  welcher  die 
Kräfte  ausgehen,  und  mittelst  desselben  lassen  sich  die  er- 
wähnten Componenten  wie  folgt  ausdrücken: 

T-^^  v-^^  y^^m 

^''^ dx'  ''"  dy'         ^'~'  dz 

Unter  rotatorischen  Kräften  werden  wir  solche  verstehen ,  deren 

Componenten  sich  wie  folgt  darstellen: 


"(I)  Ah) 


-  B  — r^     dk. 


dy  dx 


'-] 
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Hier  sollen  sich  die  Integrationen  wiederum  über  die  cubischen 
Elemente  dh  eines  und  desselben  Raumes  erstrecken;  die 
Grössen  Ä,  S,  C  sind  stetige  Functionen  der  Coordinaten  von 
dk  und  r  die  Entfernung  desselben  Elementes  von  dem  Punkte 
(x,  y,  z) ,  in  dem  sich  die  Einheit  der  Materie  befindet,  welche 
von  den  ICräften  sollicitirt  wird.  Die  Kraft,  deren  Componcn- 
ten  oben  angeführt  sind,  lässt  sich  nach  den  Gesetzen  der 
Electrodynamik,  wofern  der  Punkt  (a:,  y,  e)  ausserhalb  des 
Raumes  liegt,  auf  den  sich  die  Integration  bezieht,  ansehen  als 
die  Wirkung,  welche  die  im  Punkte  (.r,  y^  z)  befindliche  Ein- 
heit des  magnetischen  Fluidums  durch  constant  bleibende,  lineare 
Stromelemente  erleidet,  welche  in  dem  cubischen  Elemente  dk 
liegen.  Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Richtung  des 
linearen  Elementes  mit  den  Coordinatenaxen  einschliesst,  ver- 
halten sich  wie  A  :  B :  C,     Ferner  kommt  die  Grösse 


]/Ä^  +  B^  +  C'.dk 
gleich   dem  Producte   aus   dem   Querschnitte,   der  Länge,  der 
Intensität  des  Stromelementes  und  einer  Cons tauten. 

Diese  Constante  liefert,  mit  der  Länge  und  dem  Quer- 
schnitte des  Stromelementes  multiplicirt,  die  Wirkung,  welche 
das  letztere,  wenn  seine  Intensität  gleich  Eins  wäre,  auf  die 
Feinheit  des  magnetischen  Fluidums  ausüben  würde,  letzteres 
in  einem  Punkte  der  Normalebene  des  Elementes  und  in  der 
Entfernung  Eins  von  demselben  gedacht. 

Jeder  der  beiden  oben  erörterten  Arten  von  Kräften  ord- 
net sich  eine  Hauptart  von  Verschiebungen  zu,  die  mit  jenen 
einen  möglichen  Gleichgewichtszustand  für  den  von  den  Kräf- 
ten sollicitirt en  elastischen  Körper  ausmachen. 

W^enn  der  elastische  Körper  erstlich  von  attractorischen 
Kräften  afficirt  ist,  so  setze  man: 

_rfF  dV        ._dV 

~dx'      '^~~dy'      ^^  dz' 
wo  gesetzt  werde: 

v=^r~dk. 

Letztere  Integration  erstrecke  sich  über  die  cubischen  Elemente 
eines  Raumes,  der  den  elastischen  Körper  ganz  umschliesst. 
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Sollen  nun  die  aufgeführten  Verschiebungen  im  Verein  mit  den 

Kräften: 

^      dU      ^      dU      ^      dU 

dx'  dy  dz 

einen  Gleichgewichtszustand  bestimmen,  der  mit  den  Eiastici- 
tätsgesetzen  im  Einklang  steht,  so  muss,  wie  die  Substitution 
in  die  Elasticitätsgleichungen  ergibt,  der  Ausdruck: 

in  welchem  z/^F  für  den  Ausdruck: 

dW    d^r    d^V 

da?  ^  dy^  ^  dz^ 
gesetzt  ist,  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  elastischen  Körpers 
einen  constanten  Werth  aufweisen.    Nun  ist  aber  nach  einem 
bekannten  Satze  von  der  Potentialfunction : 

und  hiernach  wird  die  erwähnte  Bedingung  erfüllt,  wenn  man 
setzt: 


r=^ ^ U 

47r(A+2/i) 

Bei  der  so  bestimmten  Deformation  hat  man  für  die  cubische 
Dilatation : 

Durch  das  obige  Verfahren  ist  man  in  den  Stand  gesetzt, 
die  Betrachtung  der  äusseren  Kräfte  zu  eliminiren.  Man  be- 
merke aber  überdies,  dass  überhaupt  von  der  Wirkung  der- 
selben in  den  allermeisten  Fällen  abgesehen  werden  kann,  weil 
sie  gegen  die  der  Druck-  und  Zugkräfte  verschwindet. 

Wenn  keine  äusseren  Kräfte  auf  die  Molecüle  des  elasti- 
schen Körpers  einwirken,  so  genügen  dem  Obigen  zufolge  die 

Verschiebungen : 

dF  _dV        ._dV 

^~  dx'      "^'dy'      ^^  dz 
den  Elasticitätsgleichungen,  wenn  man  setzt: 

X 


f 


dk 
r 


und  das  Integral  über  einen  beliebigen   den  Körper  ganz  ein- 
schliessenden  Kaum  sich  erstrecken,  überdies  aber  die  Grösse  t 
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in  der  ganzen  ÄuBdehnung  des  Körpers  constant  werden  lässt. 
Bei  dieser  Deformation  nimmt  die  Dilatation  den  im  Innern 
des  Körpers  constanten  Werth  x  an. 

Die  hier  betrachteten  Verschiebungen  mögen  attractorische 
genannt  werden.  Sie  finden  statt  in  der  Richtung  der  Kraft- 
linien^ welche  sich  dem  Potentiale  V  zuordnen ^  und  stehen  also 
auf  den  Gleichgewichtsfiächen  desselben  Potentials  senkrecht. 
Ihre  Grösse  bestimmt  sich  durch  die  Steigung  des  Potentials 
in  der  Richtung  der  von  innen  nach  aussen  gerechneten  Nor- 
malen der  Gleichgewichtsflächen  und  stellt  sich,  unter  -^    eine 

Differentiation   nach   einer   solchen   Normale  verstanden,    dar 

dV 
durch  den  Differentialquotienten  -=—• 

Zerlegt  man  die  Elasticitätskraft,  welche  auf  einem  Ele- 
mente einer  Niveaufläche  entwickelt  wird,  nach  der  Richtung 
der  von  innen  nach  aussen  gerichteten  Normale  n  und  den 
Tangenten  t^,  t^  der  beiden  Hauptschnitte,  so  findet  man: 

Die  Tangentialkräfte  verschwinden  stets,  wenn  die  durch  das 

dV 
Element  gehende  Kraftlinie  gerade  wird,  weil  dann  -j--  und 

VI'  t« 

dV 

-jr-  in  allen  Punkten  dieser  Linie  verschwinden. 

Ein  elastischer  Körper  werde  zweitens  von  rotatorischen 
Kräften  soUicitirt  und  zwar  sei: 


x= 


r  "(1)    "(7)1 


dx  dz 


Z<= 
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wo  sich  die  Integration  wieder  über  den  Kaum  erstreckt,  wel- 
cher die  Materie  einschliesst;  von  der  die  Kräfte  ausgehen. 
Man  setze  nun: 


Tvo  a,  b,  c  Functionen  der  Coordinaten  des  Elementes  dk  sind, 
und  wo  die  Integration  über  einen  Raum  ausgedehnt  sei,  der 
den  elastischen  Körper  ganz  umschliesst,  übrigens  aber  be- 
liebig begrenzt  ist. 

Die  cubische  Dilatation,  welche  sich  den  angegebenen  Ver- 
schiebungen zuordnet,  yerschwindet  stets.    Ferner  findet  man: 

^  ^         ^    \dz     dy)'  ^~     ^''Kdx     dz)' 

Mit  Rücksicht  hierauf  liefert  die  Substitution  der  oben  stehen- 
den Ausdrücke  für  die  Verschiebungen  und  Kräfte  in  die 
Elasticitätsgleichungen^  dass  letztere  befriedigt  werden ;  wenn 
man  setzt: 

«=--?-  f^dk,  h=-?-  r^dk,  c=-p--  f^dk, 

47t II  J     r  471  fi  J     r  47tfi  f     r 

wo  die  Integrationen  über  denselben  Raum ,  wie  bei  den  Com- 
ponenten  der  äusseren  Kräfte ,  auszudehnen  sind. 

Die  Componenten  der  rotatorischen  Kräfte  lassen  sich  wie 
folgt  schreiben: 

"^'^  d0       dy'    ^'~    dx       dz'       '~  dy      dx' 
woraus  man  ersieht  ^   dass   die  Summe  der  Derivationen  nach 
der  bezüglichen  Coordinate  verschwindet.     Ein  Gleiches  gilt 
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für  die  Componenten  der  Verschiebungen,  för  welche  man  schrei- 
ben kann: 

y dv     dw  dw     du        , du     dv 

~ dz      dif'      ^^  dx     dz*  dy     dx 

Wenn  die  'Kräfte  von  der  electromagnetischen  Wirkung  solcher 
Ströme  herrühren,  die  in  einem  Leiter  durch  ein  von  electri- 
schen  Massen  herrührendes  Potential  9  in  dem  ersten  Momente 
der  Wirkung  entstehen,  so  ist 

dx  dy  dz 

zu  setzen.  Und  wenn  insbesondere  jene  Ströme  geschlossen 
sind,  so  lassen  sich  die  Componenten  der  Kräfte  als  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  des  Potentials  magnetischer  Massen 
darstellen,  die  auf  der  Oberfläche  des  Leiters  vertheilt  sind, 
in  Uebereinstimmung  damit,  dass  die  Summe  der  ersten  Dif- 
ferentialquotienten der  Componenten  verschwindet  (ausserhalb 
und  innerhalb  des  Leiters).  Auch  die  Componenten  der  Ver- 
schiebungen werden  dann  partielle  Differentialquotienten  einer 
einzigen  Function  nach  den  Coordinaten. 

Wenn  die  im  Obigen  durch  ?7,  F,  W  bezeichneten  Grössen 
partielle  Differentialquotienten  derselben  Function  nach  den 
Coordinaten  sind,  so  verschwinden  die  Kräfte,  und  dem  ent- 
sprechend erhalten  wir  für  die  Componenten  der  Verschiebun- 
gen, unter  ^  eine  willkürliche  Function  verstanden,  die  folgen- 
den Ausdrücke: 


dz         dz        dy    -^       ' 
dz' '     dx        dx  '     dz    ^       ' 

'dt      ^(7)        dt      "^(^h^jT, 

'dx  '     dy         dy  '     dx    ^       * 

wo  x\  y\  z  die  Coordinaten  des  Elementes  dh  sind,  und  wo 
die  Integration  sich  über  einen  Raum  erstreckt,  welcher  den 
Körper  ganz  umschliesst.     Nimmt  man  für  ^  das    Potential 
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electrischer  Massen;  so  können  jene  Verschiebungs- Componen- 
ten  aufgefasst  werden  als  Componenten  der  electromagnetischen 
Wirkung  solcher  Ströme,  die  in  dem  leitend  gedachten  Räume, 
über '  den  sich  die  Integration  erstreckt,  durch  die  electrischen 
Massen  im  ersten  Momente  ihrer  Thätigkeit  hervorgerufen  wer- 
den, wenigstens  für  solche  Punkte,  die  ausserhalb  des  durch- 
strömten Raumes  liegen.  Die  im  Obigen  näher  erörterten  De- 
formationen, welche  nie  von  einer  cubischen  Dilatation  beglei- 
tet sind,  mögen  in  der  Folge  rotatorische  Deformationen  ge* 
nannt  werden. 


6.   Anwendung  der  Elastlcitätsgleicliungen  auf  Erforschung 
specieller  Fälle  des  Elasticitätsgleichgewlchtes. 

1.  Wenn  die  Deformation  des  elastischen  Körpers  darin 
besteht,  dass  sämmtliche  Theilchen  in  parallelen  Richtungen 
verschoben  werden,  und  zwar  so,  dass  die  Grösse  der  Ver- 
schiebung für  die  Theilchen  einer  jeden  auf  jener  Richtung 
senkrechten  Ebene  dieselbe  ist,  so  hat  man,  wenn  die  is-Ayie 
mit  der  Richtung  der  Verschiebung  parallel  gelegt  wird: 

5  =  0,    ij=o,    t=M, 

WO  f  weder  x  noch  y  enthält.  Durch  diese  Annahme  wird  den 
beiden  ersten  Elasticitätsgleichungen  genügt,  die  dritte  aber 
liefert  zur  Bestimmung  der  Function  f: 

woraus  folgt: 

/=  cz  +  d==c  {js—Zq), 

Aus  letzterem  Ausdrucke  ersehen  wir,  dass  sich  bei  schick- 
licher Wahl  der  Coordinatenaxen  die  oben  bestimmte  Defor- 
mation vereinbart  mit  den  Elasticitätsgesetzen ,  wenn  man  setzt: 

1  =  0,      i?  =  0,      g  =  C;er. 
Hier  ist  c  eine  willkürliche  Constante,   die  in  allen   vorkom- 
menden Fällen  sehr  klein  ist  und   der  linearen  Dilatation  in 
der  Richtung  der  Verschiebung,  d.h.  der  Veränderung  gleich- 
kommty  welche  die  Linieneinheit  in  der  Richtung  der  Verschie- 

Beer,  EUstieilflt  und  CapiilariUt.   I.  3 
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bung  erleidet.  Für  die  cubische  Dilatation  ergibt  sich  hier 
natürlich  ebenfalls  der  constante  Werth  e.. 

Was  die  Componenten  ^,  T  der  Elasticitätskräfte  betriflft, 
Bo  bleiben  nur  die  Normalkräfte,  welche  folgende  Werthe  haben: 

Wenn  daher  der  Körper  durch  eine  zur  ;8r-Axe  senkrechte 
Ebene  begrenzt  ist,  so  erleidet  diese  den  eonstanten  Druck 
oder  Zug  (A  +  2|l(.)  c.  Eine  mit  jener  Äxe  parallele  Grenzfläche 
erleidet  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  den  eonstanten  Druck 
oder  Zug  Ar. 

Der  hier  betrachtete  Gleichgewichtszustand  findet  seine 
Anwendung  bei  einem  Prisma. 

Durch  die  oben  angegebene  allgemeine  Methode  ergibt 
sich  dieser  Gleichgewichtszustand,  wenn  man  für  V  die  Po- 
tentialfunction  Az^  zu  Grunde  legt,  deren  Gleichgewichtsflächen 
parallele  Ebenen  sind. 

2.    Setzt  man: 

80  erhält  man  eine  Deformation,  wobei  die  Theilchen,  welche 
auf  einer  zur  xi-Axe  senkrechten  Ebene  liegen,  ihre  gegensei- 
tige Lage  nicht  ändern,  und  wobei  auch  die  Theilchen  einer 
zur  y-Axe  senkrechten  Ebene  die  letztere  nicht  verlassen,  wohl 
aber  gegen  einander  verschoben  werden.  Die  Deformation 
kann  also  auch  betrachtet  werden  als  Verschiebung  der  zur 
jE?-Axe  senkrechten  Ebenen  in  der  Richtung  der  a7-Axe.  Wie 
die  Substitution  in  die  Elasticitätsgleichungen  liefert,  ist  zu 
setzen : 


dg" 


0, 


woraus  wieder  folgt: 

oder,  da  es  sich  nur  um  relative  Lagen  handelt: 

l^az. 

Die  Verschiebung  einer  zur  j8f-Axe  senkrechten  Ebene  ist 
folglich  proportional  mit  der  Entfernung  von  der  a;t/- Ebene, 
welche  letztere  keine  Verschiebung  erleidet  und  als  neutrale 
Ebene  auftritt.    Man  denke  sich  den  Körper  durch  drei  Paare 


v%     • 
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von  Ebenen  begrenzt,  die  den  Coordinatenebenen  parallel  sind. 
Alsdann  ergibt  sich,  dass  im  Falle  des  Gleichgewichtes  die 
zur  y-Axe  senkrechten  Seitenflächen  keinerlei  Zug  oder  Druck 
erleiden.  Die  zur  z-A^e  senkrechten  Seitenflächen  aber  er- 
leiden einen  tangentialen  Zug,  dessen  Richtung  mit  der  der 
Verschiebung  jener  Flächen  zusammenfällt,  und  für  welchen 
die  sämmtlichen  Zugkräfte  ein  Kräftepaar  liefern,  dessen  Mo- 
ment fiaV  ist,  unter  V  das  Volumen  des  Körpers  verstanden. 
Ebenso  wirken  an  den  zur  x-Axe  senkrechten  Flächen  tangen- 
tiale, nach  der  £r-Axe  gerichtete  Zugkräfte,  welche  ein  Kräfte- 
paar bilden,  dessen  Moment  dem  des  ersteren  entgegengesetzt 
gleich  ist.  Eine  Dilatation  findet  bei  der  besprochenen  Defor- 
mation nicht  statt.  Letztere  gehört  nämlich  zu  der  Art  der 
rotatorischen  Deformationen,  indem  die  Verschiebung,  von  con- 
stanten  Theilen  abgesehen,  proportional  und  gleichgerichtet  mit 
der  electromagnetischen  Kraft  ist,  welche  ein  linearer  Strom 
ausübt,  der  in  der  yzTjhene  parallel  mit  der  «/-Axe  im  Un- 
endlichen liegt. 

3.    Wenn  man  die  Annahmen  macht: 

l^f{r)cosay     r]  =  f{r)cosß,     £=^0, 
oder: 

^=jm,   v=^nr),    £=0, 

» 
wo  r  die  Entfernung  von  der  z-Axe  und  a,  ß  die  Winkel  be- 
deuten, welche  das  auf  die  ;2'-Axe  herabgelassene  Perpendikel 
r  mit  den  beiden  anderen  Axen  J:)ildet,  so  sind  die  in  der 
Richtung  der  Radien  r  stattfindenden  Verschiebungen  in  allen 
Punkten  eines  Cylinders  gleich  gross,  dessen  Axe  mit  der 
;8r-Axe  zusammenfällt,  und  es  bewegen  sich  die  Theilchen, 
welche  in  einer  zur  jgf-Axe  senkrechten  Ebene  liegen,  strahlig 
von  dieser  Axe  fort  oder  nach  derselben  hin,  ohne  ihre  Ebenen 
zu  verlassen.  Setzt  man,  um  über  die  Zulässigkeit  jener  An- 
nahme Aufschluss  zu  erhalten,  die  Ausdrücke  von  |,  ^,  J  in 
die  Elasticitätsgleichungen,  so  findet  man  sofort,  dass  die  letzte 
an  sich  befriedigt  wird ;  die  beiden  ersten  führen  dagegen  zur 
Bestimmung  der  Function  f.  Für  die  erste  findet  man  Fol- 
gendes : 

3* 


BT 


3g  üeber  die  Elasticitätskrafb  und  das 

dl^__xy^xydf^ 
dy  f^  '     f^    dr^ 

dy      r       f^       r^  '  dr     r^        r^  '  dr^ 

dz     ^' 
Hieraus  folgt  zunächst: 

dx     dy     dz      r      dr 
Weiter  findet  man: 

dn___^ocf       xy^    dl      2x    df_2^    ^4.^    ^ 

d^^_      x  ^    Sxy^^    xy^    ^j.^    ^     3a:y^   df     0^    dV 
rfy^~~      r**  r*   '       ^-^  '  dr     r^  '  dr        r*    '  rfr       r*  '  rff^ 

__£^    3a;y*^    ^    d/*     3xy*    df    xy^   d^f 


dr        »•*       r/r       r^     rfr* 


dn 


Also  hat  man  weiter: 

..j.  ^  n  ^    (If  ,  ^    d  f     ^        \r  ^  dr) 

r®'      r^    dr      r     dr^      r  dr 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  erste  Elasticitätsgiei- 
chung  erhält  man  endlich: 

^'  r  dr  ^  r  dr  '      • 

welche  Gleichung  sich  sofort  auf  folgende  reducirt: 


x 


4(+g) 


=  0. 


dr 

Ganz  dasselbe  ergibt  die  zweite  Elasticitätsgleichung  zur  Be- 
stimmung der  Function  f. 
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Eine  erste  Integration  dieser  Gleichung  liefert: 

r       dr 


oder: 

dirf) 


=  r .  Const., 


dr 
woraus  man  durch  nochmalige  Integration  findet: 

f==ar  +  ^y 

T 

unter  a  und  b  willkürliche  Constanten  verstanden. 

Es  leuchtet  ein,  dass  die  so  bestimmte  Deformation  sich 
aus  zwei  Deformationen  zusammensetzen  lässt;  deren  Verschie- 
bungen folgende  sind: 

Die  erste  dieser  Deformationen  lässt  sich  aus  dem  Potentiale 
Af^  mit  cylindrischen  Niveauflächen  ableiten.  Bei  derselben 
nehmen  die  Verschiebungen  an  Grösse  zu  proportional  dem 
Abstände  von  der  Axe,  und  es  wird  die  neue  Figur  eines  zur 
;E?-Axe  senkrechten  Schnittes  der  ursprünglichen  Figur  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen.  Die  lineare  Dilatation  in  jeder  zur  neu- 
tralen z-A-xe  senkrechten  Richtung  beträgt  a,  die  cubische  hat 
den  Werth  2o.  Was  die  an  der  Oberfläche  anzubringenden 
Kräfte  betrifift,  so  wird: 

N^=^Ny  =  2{l+^)a,     N^=2Xa,     T,='Ty  =  r^  =  0. 
Hiernach  ist  auf  einer  zur  jer-Axe  senkrechten  Grenzfläche  die 
constante  Kraft  2Aa  und  auf  einer  Grenzfläche;  die  mit  jener 
Axe  parallel  ist,   die  constante  Kormalkraft  2{k+fi)a  in  ge- 
höriger Richtung  anzubringen. 

Der  Gleichgewichtszustand,  der  durch  die  zweite  Gruppe 
der  oben  aufgeführten  Verschiebungen  bestimmt  ist,  kann  aus 
dem  Potentiale  Alogr  abgeleitet  werden,  dessen  Gleichgewichts- 
flächen wiederum  cylindrisch  sind.  Hier  nehmen  die  Verschie- 
bungen an  Grösse  zu  mit  abnehmendem  Abstände  von  der 
Axe;  eine  cubische  Dilatation  findet  nicht  statt.  Auf  ein  zur 
jar-Axe  senkrechtes  Oberflächenelement   findet   weder  ein  Zvg 
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noch  ein  Druck  statt.     Ein  Element  aber,   das  in  einer  der' 
gedachten  Gieichgewichtsflächen  liegt  und  den  Körper  begrenzt, 
erleidet  die  Wirkung   der  in  gehöriger  Richtung  anzubringen- 
den Normalkraft: 

2ft6 


iV^-:- 


r^ 


Die  letztbetrachtete  Deformation  kann  nur  bei  einem  Hohl- 
cy linder,  nicht  bei  einem  Vollcylinder  vorkommen,  weil  bei 
diesem  die  Verschiebungen  in  der  Axe  unendlich  gross  wür- 
den; für  einen  solchen  ist  also  die  Constante  fc  =  0  zu  setzen. 

4.  Wenn  ein  Körper  um  eine  Axe  so  tordirt  wird,  dass 
die  Theilchen  einer  auf  der  Axe  senkrechten  Ebene  ihre  gegen- 
seitige Lage  nicht  ändern,  sondern  concentrische  Kreisbogen 
mit  demselben  Centriwinkel  (o  beschreiben,  welcher  Winkel 
von  der  Lage  der  gedachten  Ebene  abhängig  sei,  so  hat  man, 
wenn  die  neutral  bleibende  Axe  zur.  ^-Axe  genommen,  die  Ent- 
fernung von  derselben  durch  r  und  ihre  Winkel  mit  den  Axen 
der  X  und  y  durch  a  und  ß  bezeichnet  werden: 

l  =r  cos{a  +  o)  —  r  cos  a ,     rj  =  r  sin{a  +  (o)  —  r  sin  a ,     5  =  0, 

oder,  wenn  der  Winkel  o  sehr  klein  ist  und  nur  die 'erste 
Potenz  desselben  berücksichtigt  wird: 

g  =  — cor  co5/5  =  — ot/,      ri  =  G)rcosa  =  (DX,      S  =  0« 

Diese  letzteren  Verschiebungen,  deren  Natur  leicht  zu  erken- 
nen ist,  lassen  sich  mit  den  Elasticitätsgesetzen  durch  gehörige 
Bestimmung  des  Torsionswinkels  cd  in  Einklang  bringen.  Sub- 
stituirt  man  nämlich  diese  in  die  Elasticitätsgleichungen,  so  er- 
weist sich  die  eine  als  befriedigt ,  und  die  beiden  anderen  fallen 
zusammen  mit  der  Gleichung: 

d^  =  '' 
woraus  folgt: 

Hiernach  kann  man  setzen: 

l  =  ^tisrcosß,    rj^rgrcasa,    g  =  0. 

Es  tritt  dann  die  xy -'Ebene  als  neutrale  Ebene  auf,  der  Tor- 
sions Winkel  io  wird  der  Entfernung  von  jener  Ebene  propor- 
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tioDal  und  der'  Sinn  der  Torsion  ist  auf  den  verschiedenen 
Seiten  derselben  Ebene  verschieden.  Eine  Dilatation  findet 
hier  nicht  statt.  ^ 

Zur  Bestimmung  der  Elasticitätskraft  hat  man: 

Für  den  besonders  wichtigen  Fall,  wo  der  Körper  durch  einen 
Kreiscylinder  begrenzt  ist,  dessen  Axe  die  ^^-Axe  ist,  und  des- 
sen Grundflächen  gleich  weit  von  der  it'^- Ebene  abstehen  und 
letzterer  parallel  sind,  ergibt  sich  aus  Obigem  Folgendes:  Die 
Seitenflächen  des  Cylinders  erleiden  keinen  Zug  oder  Druck; 
ein  Element  einer  Grundfläche  wird  nur  von  einer  Tangential- 
kraft  soUicitirt,  für  der'en  Componenten  sich  ergibt: 

Alle  diese  Tangentialkräfte  lassen  sich  durch  ein  Gegenpaar 
ersetzen,  dessen  Axe  der  jgr-Axe  parallel  ist,  und  für  dessen 
Moment  der  Ausdruck  ^Äftri?*  berechnet  wird,  unter  R  den 
Radius  des  Cylinders  verstanden.  Bezeichnet  man  die  Länge 
des  Cylinders  durch  L  und  den  Winkel,  welchen  zwei  Radien 
der  Grundflächen,  die  in  dem  natürlichen  Zustande  des  Kör- 
pers mit  einander  parallel  sind,  nach  der  Deformation  ein- 
schliessen,  durch  tf,  so  erhält  man  für  das  eben  erwähnte  Mo- 
ment den  Ausdruck: 

2L 

Es  gilt  dieser  Ausdruck  auch  für  einen  Cylinder,  von  dessen 
Grundflächen  die  eine  befestigt  ist,  und  die  hier  betrachtete 
Deformation  gehört  zu  den  rotatorischen.     Setzt  man  nämlich : 

und  bildet  nach  der  früher  angegebenen  Methode  für  den  Raum 
eines  unendlichen  Cylinders,  dessen  Axe  in  die  isr-Axe  fallt, 
die  rotatorischen  Verschiebungen,  so  erhält  man  Ausdrücke 
von  der  oben  angewandten  Form.  Die  Verschiebungen  können 
angesehen  werden  als  die  electromagnetischen  Wirkungen  von 
Strömen,  die  den  Cylinder  parallel  der  Axe  durchlaufen  und 
deren  Intensität  mit  J3  proportional  ist. 
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5-    Durch  die  Annahmen: 

wo  r  die  Entfemiing  von  der  je:-Axe  bedeuten  soll,  erhält  man 
eine  Deformation,  wobei  alle  Theilchen,  die  auf  einem  Cylin- 
der  liegen,  dessen  Axe  in  die' ^er-Axe  fällt,  ihre  gegenseitige 
Lage  nicht  ändern,  sowie  auch  keine  gemeinsame  Verschiebung 
in  der  Richtung  der  letzterwähnten  Axe  erleiden.  Die  ver- 
schiedenen Cylinder,  welche  sich  um  die  ^f-Axe  legen  lassen, 
werden  aber  um  diese  und  gegen,  einander  gedreht.  Die  cu- 
biscbe  Dilatation  verschwindet,  und  die  Substitution  der  für 
die  Verschiebungen  angenommenen  Ausdrücke  in  die  Elasti- 
citätsgleichungen  liefert  zur  Bestimmung  von  f  nach  leichter 
Rechnung  folgende  Differentialgleichung: 

r     dr     dr^ 
Durch  Multiplication  mit  r*  wird  diese  Glaiphung: 


dr  dr^ 


oder: 


^("^0 


dr 
Daraus  findet  man  sogleich: 


=  0. 


wo  a  und  6  willkürliche  Constanten  sind,  und  hiernach  ist,  da 
es  nur  auf  relative  Verschiebungen  ankommt,  zu  setzen: 

Es  ergibt  sich  dann  ferner  für    die    entwickelte    Elasticitäts- 
kraft: 

Ddr  Körper  sei  ein  kreisförmiger  Hohle jiinder,  dessen  Axe 
in  die  ;er-Axe  fällt.    Im  Falle  des  Gleichgewichtes  erleiden  die 
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Grandflächen  weder  Druck  noch  Zug.  Das  Element  der  Seiten- 
fläche erleidet  keinen  Normaldruck;  sondern  nur  einen  zur 
if-Axe  senkrechten  tangentialen  Zug,  dessen  Richtung  mit  der 
Richtung  der  Verschiebung  des  Elementes  zusammenfällt.  Fül* 
die  Oiösse  dieser  Tangentialkraft  ergibt  sich  aus  Obigem  der 
Werth : 

^■"  E»' 
wenn  B  der  Radius   der  betreffenden  Seitenfläche  ist.    Hier- 
nach berechnet  sich  das  Moment  des  Gegenpaares ;  zu  dem  sich 
jene  an  einer  Seitenfläche  angreifenden  Tangentialkräfte  ver- 
einigen lassen,  wenn  L  die  Länge  des  Cylinders  ist,  zu 

4(i7taL 
R 

Die  hier  betrachtete  Deformation  kann  bei  einem  VoUcylinder 
nicht  vorkommen,  weil  die  Verschiebungen  in  der  Axe  un- 
endlich werden  würden.  Sie  gehört  zu  der  Art  der  rotatori- 
schen, aber  zu  derjenigen  besonderen  Klasse  der  letzteren, 
deren  Verschiebungs  -  Componenten  sich  als  partielle  Differen- 
tiaiquotienten  eines  Potentials  nach  den  Coordinaten  darstellen 

lassen;  dies  Potential  ist  hier  die  Function  aarctang  —,    Die 

Verschiebungen  lassen  sich  ansehen  als  die  electromagnetischen 
Wirkungen  eines  constanten,  unbegrenzten  und  in  der  jsr-Axe 
befindlichen  electrischen  Stromes. 

6*    Man  erhält  strahlige,  nach  demselben  Punkte  hin  con- 
vergirende  Verschiebungen,  wenn  man  setzt: 

l  =  f\r)cosa  =  yf(r),     ri=:f{r)cosß=^flr), 

^^f(r)cosy==:^f(r), 

T 

unter  r  die  Entfernung  vom  Coordinatenanfangspunkte  und 
unter  «j  /},  y  die  Winkel  verstanden,  die  der  Radiusvector  r 
mit  den  Axen  bildet.  Alle  Theilchen,  die  im  natürlichen  Zu- 
'stande  auf  einer  Eugelfläche  liegen,  deren  Mittelpunkt  der 
Coordinatenanfangspunkt  ist,  befinden  sich  auch  nach  der  Ver- 
schiebung auf  einer  solchen,  deren  Radius  um  f[f)  denjenigen 
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der  ursprünglichen  übertrifft.  Die  neue  Oberfläcl\e  ist  mit  der 
ursprünglichen  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  und  zwar  ist  der 
Anfangspunkt  ihr  Aehnlichkeitspunkt.  Wie  die  Substitution 
obiger  Ausdrücke  für  die  Verschiebungen  in  die  Elasticitäts- 
gleichungen  ergibt,  muss  die  Function  fy  damit  die  angenom- 
menen Verschiebungen  mit  den  Elasticitätsgesetzen  im  Ein- 
klänge stehen,  der  folgenden  Differentialgleichung  genügen: 


(^40 


d 

dr 

Man  findet  diese  Gleichung  durch  eine  Rechnung,  welche  der 
in  3)  ausgeführten  ganz  analog  ist.     Aus  derselben  folgt: 

r        dr 
Die  cubische  Dilatation,  welche  hier  durch  den  auf  der  linken 
Seite  stehenden  Ausdruck  dargestellt  wird,  ist  also  constant. 

Aus  der  letzten  Gleichung  findet  man  durch  Multiplication 
mit  r^: 

dr 
woraus' sich  durch  nochmalige  Integration  ergibt: 

f==ar  +  y,, 

wo  a  und  b  wieder  zwei  willkürliche  Cons tauten  sind. 

Die  hierdurch  gefundene  Deformation  lässt  sich  als  Ueber- 
einanderlagerung  zweier  Zustände  betrachten,  die  durch  die 
zwei  folgenden  Complexe  von  Verschiebungen  bestimmt  sind: 

t  —  ^^        ^py     y  —^^ 

^2~^'     V^^'l^>      Sa~^* 

Jede  dieser  Deformationen  weist  für  sich  die  allgemeinen,  oben 
angegebenen  Eigenschaften  des  aus  ihnen  resultirenden  Zu- 
Standes  auf.     Ausserdem  aber  characterisiren  sie  sich,  wie  folgt. 

• 

Die  erste  Deformation  ist  von  der  constanten  cubischen 
Dilatation  3  a  begleitet  und  kann  nach  der  früher  angegebenen 
Methode  aus   der    Potentialfunction   Ar'^  mit   sphärischen    Ni- 


♦*' 
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veauflächen  abgeleitet  werden.  Für  die  bei  derselben  entwickel- 
ten ElasticitätBkräfte- hat  man: 

so  dass  also  die  an  der  Oberfläche  wirkende  Kraft,  wie  auch 
jene  gestaltet  sein  mag,  stets  eine  Normalkraft  von  der  con- 
stanten  Grösse  (3A+2ft)  a  ist. 

Die  zweite  Deformation  lässt  sich  aus  dem  Kugelpotentiale 

H 

—  herleiten.     Sie  bedingt  keine  Dilatation    und  für  die  ent- 
r  ^ 

wickelten  Elasticitätskräfte  hat  man: 


Wenn  der  Körper  durch  eine  Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt 
in  den  Coordinatenanfangspunkt  fällt,  begrenzt  ist,  so  erleidet 
dieselbe  allenthalben  den  Normaldruck: 

Weil  die  Ausdrücke  für  die  Verschiebungen  im  Mittelpunkte 
unendlich  werden,  so  kann  diese  Deformation  nur  bei  einer 
Hohlkugel  vorkommen. 

7.    Die  Annahme: 

wo  r  die  Entfernung  vom  Coordinatenanfangspunkte  bedeutet, 
stellt  eine  Deformation  dar,  wobei  die  Theilchen  einer  um  jenen 
Punkt  beschriebenen  Kugelfläche  letztere  nicht  verlassen  und 
ihre  gegenseitige  Lage  nicht  ändern,  indem  jene  Fläche  bloss 
um  die  j9-Axe  gedreht  wird.  Zur  Bestimmung  der  Function  /' 
findet  man  durch  Substitution  in  die  Elasticitätsgleichungen : 

r     dr     dr^ 
Durch  Multiplication  mit  r*  wird  diese  Gleichung: 
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4r*;j^  +  r*  t4  =  0, 


oder: 


(40 


d 

\     ftr  / 

=  0. 


dr 
Daraus  erhält  man  sogleich: 

wo  a  und  h  die  willkürlichen  Constanten  sind.  Setzen  wir 
demzufolge: 

6--^,      V=^,      5  =  0, 
so  findet  man  fttr  die  Dilatation  den  Werth  Null,  sowie  femer: 

Für  den  Fall,  dass  der  Körper  von  einer  Kugelfläche  begrenzt 
wird,  deren  Mittelpunkt  im  Coordinatenanfangspunkte  liegt 
und  deren  Radius  R  ist,  erleidet  ein  Element  der  Oberfläche 
nur  einen  tangentialen  Zug.  Dieser  ist  mit  dem*  Aequator  der 
Kugel  parallel,  und  wenn  <p  die  Breite  des  Elementes  ist,  so 
findet  sich  für  denselben: 

ü»  ' 
Die  betrachtete  Verschiebung,  die  von  keiner  Dilatation  be- 
gleitet ist  und  zu  den  rotatorischen  gehört,  ist  gleich  und  gleich 
gerichtet  mit  der  electromagnetischen  Kraft,  welche  ein  im 
Anfangspunkte  befindliches  und  in  die  jer-Axe  fallendes  Strom- 
element auf  einen  Magnetpol  ausübt. 


Die  vorhergehenden  Betrachtungen  finden  ihre  Anwendung 
und  zugleich  ihre  Bestätigung  in  den  Versuchen,  welche  man 
angestellt  hat,  um  die  Grössen  A  und  ft  zu  bestimmen.  Diese 
Versuche  bestehen  theils  darin,  dass  man  die  cubische  Con- 
traction  beobachtet,    die    in  einem  homogenen  Körper   durch 


: 
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einen  constant  auf  die  Oberfläche  desselben  wirkenden  Druck 
erzengt  wird,  ferner  in  der  Bestimmung  der  Verlängerung, 
welche  ein  prismatischer  Stab  darbietet,  wenn  er  von  einer  in 
der  Richtung  seiner  Axe  wirkenden  Kraft  gezogen  wird,  end- 
lich in  der  Beobachtung  der  Abhängigkeit  zwischen  der  Länge 
und  Dicke  eines  elastischen  Fadens  und  der  Dauer  der  Schwin- 
gungen, in  die  ein  Körper,  welcher  an  jenem  aufgehängt  und 
dessen  Trägheitsmoment  bekannt  ist,  in  Folge  der  elastischen 
Wirkung  des  Fadens  geräth. 


r 


IL 

Experimentelle  Prüfung  der  Theorie  des  Elasticitäts- 

gleichgewiclites. 


1.    Delmnng  eines  prismatisclien  Sta1)es. 

Ein  Körper  von  prismatischer  Form,  dessen  eine  Grund- 
fläche befestigt  ist,  während  an  der  anderen  Grundfläche  ein 
gieichmässig  vertheilter  Zug  in  der  Richtung  der  Kanten  wirkt, 
dehnt  sich  in  der  Richtung  der  Länge  aus,  während  er  sich 
zugleich  nach  den  Querrichtungen  zusammenzieht.  Annähernd 
wird  sich  die  Deformation  darstellen  lassen  durch  die  An- 
nahmen : 

wenn  die  ;2?-Axe  in  die  Richtung  der  Kanten  gelegt  wird,  denn 
es  lassen  sich  a  und  c  in  ein  solches  Verhältniss  zu  einander 
stellen,  dass  die  Seitenflächen  keinen,  die  Grundflächen  aber 
einen  Constanten  Normalzug  erleiden.  Nach  dem  Früheren  er- 
gibt sich  nämlich,  dass  eine  Seitenfläche  nur  einen  Normalzug 
erleidet,  dessen  Grösse 

Ar  — 2(A-f/i)r7- 

ist.     Damit  nun  diese  Kraft  verschwinde,  ist  zu  setzen: 

Für  den  auf  die  Grundfläche  wirkenden  Normalzug  hat  man 
allgemein : 

woraus  für  den  in  Rede  stehenden  Fall,  wo  der  Seitendruck 
verschwindet,  folgt: 
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uV_3A  +  2/x 


<• 


1  + 
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Endlich  ergibt  sich  noch  zur  Bestimmung  der  cubischen  Di- 
latation: 

Der  Quotient  —  =  g    wird  Elasticitätscoefficient  genannt; 

er  wird  bestimmt ,  indem  die  lineare  Verlängerung  c  beobachtet 
wird,  welche  sich  einer  gegebenen  Zugkraft  iV  zuordnet. 

Die  zahlreichen  zur  Bestimmung  des  Elastieitätscoefficien- 
ten  unternommenen  Versuche  bestätigen,  dass  die  Grösse  q 
innerhalb  gewisser  Grenzen  bei  demselben  Körper  constant  ist. 
Es  mögen  hier  einige  Ergebnisse  der  Versuche  Wert  heim 's 
(Recherchen  sur  Velastioite;  Annales  de  Chimie  et  de  Fhysique, 
gme  5^v?>,  tome  XU)  über  die  Elasticität  der  Metalle  aufgeführt 
werden.  Die  Bestimmungen  wurden  bei  einer  Temperatur  von 
15—20^  C.  gemacht,  die  untersuchten  Körper  waren  zu  Dräh- 
ten gezogen  (Zink  ausgenommen)  und  hierauf  wieder  erwärmt 
worden.  Die  Verlängerung  wurde  mittelst  eines  Kathetometers 
gemessen.  Als  Einheit  der  Fläche  ist  das  Quadratcentimeter 
genommen  und  als  Einheit  der  Kraft  eine  Million  Gramme,  so 

N 
dass  also  z.  B.  beim  Blei  die  Grösse  —  für  ein  Quadratcenti- 
meter 173  Millionen  Gramme  beträgt.  -/,   ^    - 


MetaU: 


DIchtlgkeH : 


EUHtlciats- 
cAefflclent: 


* 


Blei 

Gold   . 

Silber     ....... 

Zink 

Palladium * 

Kupfer * 

Platin     .   ; * 

Eisen * 

Gu888tahi * 

Messing  aus  (n,()  Cu. ,  32,4  Zn. 


11,232 

18,035 

.10,304 

7,110 

11,225 

8,030 

21,083 

7,757 

7,810 

8,127 


173 

558 

715 

002 

070 

1052 

1552 

2070 

105(> 

028 


Blei  bis   \W\  die  mit   *  beseichneten    bis  zur  Dunkel -Rothglüh- 

bitze  erw&rmt. 
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Die  folgende  Tabelle  enthält  die  Hauptdaten  zweier  Ver- 
suche^ die  an  einem  Eisendrahte  von  etwas  mehr  als  l*"  Länge 
und  l^^öOS?  Radius  angestellt  wurden.  Die  erste  Columne  ent- 
hält die  in  Centimetern  ausgedrückte  Entfernung  zweier  Mar- 
ken, welche  an  dem  Drahte  angebracht  waren,  bei  einer  Be- 
lastung, die  zur  Streckung  des  Drahtes  hinreichte;  die  zweite 
Columne  gibt  die  zu  jenem  Gewichte  hinzugefügte  Belastung 
für  1  Quadratcentimeter  an;  die  bei  dieser  Vermehrung  der 
Belastung  eintretende  Entfernung  der  Marken  steht  in  der 
dritten  Columne;  endlich  enthält  die  letzte  Colunme  den  aus  den 
drei  vorhergehenden  Daten    sich    ergebenden   Elasticitätscoef- 

AT  7* 

ficienten  g=  — =  y-? j- Nj  in  der  obigen  Einheit  "ausgedrückt. 

C         Ij    -—  Jj 


L 

N 

X' 

3 

2209 
1754 

78,434 
81,342 

■2000000 
37;30CKK) 

78,505 

81,e^l5 

N 
Wert  heim*   hat  auch   den  Quotienten  -^    direct   zu    be- 
stimmen versucht,  indem  er  cylindrische  Röhren  aus   Messing 
und   Glas   durch  Belastung  dehnte  und   die  Aenderungen  des 

inneren  Volumens   bestimmte.     Es   ergab  sich,    dass  derselbe 

N 
nahe  das  Dreifache  des  Quotienten  —  betrug,  wonach  für  jene 

Substanzen  A  =  2ft  zu  setzen  wäre.  Früher  hatte  Cagniard- 
Latour  durch  ein  Verfahren,  welches  manche  Einwürfe  zu- 
lässt,  für  das  Verhältniss  jener  Quotienten  bei  einem  Messing- 
drahte ^  gefunden,  worin  man  eine  Bestätigung  der  Annahme 
A  =  ^  erblickt  hatte. 

Aus  Versuchen  von  Kirchhoff  an  drei  Stahlstäben  und 
einem  Messingstabe  (über  das  Verhältniss  der  Quercontraction 
zur  Längendiiatation  bei  Stäben  von  federhartem  Stahl;  Pogg. 
Annalen  Bd.  CVIII)  geht  indess  hervor,  dass  das  Verhältniss 
A :  ft  nicht  für  alle  Substanzen  ein  und  dasselbe,  sondern  für 
jede  Substanz  vielmehr  ein  individuelles  ist. 


*   Memoire  sur  V4quilihre  des  corps  solides,     Annales  de  Chimie  et 
de  Physique,  3^^  serie,  tarne  XXIII, 


f 
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2.   Compression  einer  HoMkngel. 

Wenn  die  ganze  Oberfläche  eines  Körpers  einem  constan- 
ten  Drucke  ausgesetzt  wird ,  so  werden  seine  Theilchen  strahlig 
nach  einem  Centrum  hin  verschoben,  so  dass  man,  welches 
auch  die  Gestalt  des  Körpers  sein  mag,  zu  setzen  hat: 

g  =  — aa;,      ij  =  ^ay,      i^  —  az. 
Dem  Früheren  zufolge  hat  man  für  den  Oberflächendruck: 

iV^=-(3A+2ft)flr, 
und  für  die  cubische  Dilatation: 

Obiges  gilt  auch  dann  noch,  wenn  sich  in  dem  Körper  eine 
Höhlung  befindet,  wofern  nur  letztere  denselben  Druck  wie 
die  äussere  Oberfläche  erleidet.  Andere  Verhältnisse  aber 
treten  ein ,  wenn  die  Oberfläche  der  Höhlung  zwar  auch  einen 
constantcn,  aber  von  dem  äusseren  verschiedenen  Druck  er- 
leidet. Der  Zustand  des  Gleichgewichtes  ist  alsdann  wesent- 
lich von  der  Gestalt  der  beiden  Oberflächen  abhängig.  Es 
möge  hier  der  Fall  betrachtet  werden,  wo  der  comprimirte 
Körper  eine  Hohlkugel  ist  und  die  Oberfläche  der  Höhlung 
keinen  Druck  erleidet.  Die  Deformation  lässt  sich  alsdann 
darstellen  durch  die  Verschiebungen: 

l  ^  f{r)  cosa,      71  =  f(7')  cos  ß,      t=--  f(r)  cos  y , 
wo  zu  setzen  ist:' 

unter  a  und  h  zwei  Constanten  verstanden.  Für  den  Druck 
auf  die  Oberfläche  hat  man  nun  dem  Früheren  zufolge  den 
Ausdruck : 

Wenn  wir  daher  den  Radius  der  Kugel  durch  r,  den  absolut 
genommenen  Druck  auf  ihre  Oberfläche  durch  iV^  und  den  Ka- 
dius  ihrer  Höhlung  durch  r^  bezeichnen,  so  muss  sein: 

'0 

(3/l+2;t)rt---'*-  =  J^. 

IT 
Beer,  Elasticiläl  und  C&pillaritäl.    I.  A 
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Hieraus  folgt: 

N  ,  N 


und  für  diese  Werthe  wird  die  cubische  Dilatation: 


0-- 


(3A  +  2^)(l-^') 


^'^o  +  TT^z 


Nun  ergibt  sich  ferner  für  die  Verkürzung  des  inneren  Radius 

der  Werth: 

h  _3r^^(A  +  2|tt)a 

woraus  man  für  den  Quotienten  aus  der  Aenderung  des  Vo- 
lumens der  Höhlung  und  dem  ursprünglichen  Volumen  der- 
selben, oder  für  die  cubische  Contraction  der  Höhlung,  findet: 

^_    9(A  +  2|^)      _ii_^ 

Man  hat  hiernach: 

3A  +  2ft     9iy        r» 

Auf  zwei  der  Versuchsreihen,  welche  Regnault  über  die  Com- 
pressibilität  des  Wassers  angestellt  hat  (De  la  cafnpres^ibilite 
des  liquides;  Memoires  de  Vinstitut  de  France,  tome  XXI)  lässt 
sich  die  obige  Formel  anwenden,  da  die  gebrauchten  Piezo- 
meter  von  sphärischer  Form  waren.  Wenn  man  die  Resultate 
der  Beobachtungen  in  der  Weise  verbindet,  wie  es  Wert  he  im 
thut  (Memoire  sur  Vequilihre  des  corps  solides  homogenes;  An- 
mdes  de  Chimie  et  de  Physique,  3"^^  Serie ,  tonie  XXIII)  y  ergibt 

sich  für  die  Grösse  t^  bei  Kupfer  der  Werth  770  und 

bei  Messing  697  Millionen  Gramm,  das  Centimeter  als  Ein- 
heit genommen.  Hieraus  berechnet  man  unter  der  Annahme 
A=:jx  den  Elasticitätscoef fielen ten  des  Kupfers  gleich  1155  und 
den  des  Messings  1045. 

Die  kupferne  Hohlkugel,  mit  welcher  Regnault  experi- 
mentirte,  hatte  einen  äusseren  Radius  von  ungefähr  3  Conti« 


r 
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meiern  und  war  ungefähr  05'"08  dick.  Das  Volumen  ilirer 
Höhlung  betrug  109,1 1 ,  das  ihrer  Wand  8,38  Cubikcentimeter. 
Hiernach  ist: 

r3-^^3-  8,38   ~^^'"^- 

Als  die  äussere  Oberfläche  einem  Drucke  ausgesetzt  wurde, 
dessen  Ueberschuss  über  den  Atmosphärendruck  432,64  Centi- 
meter  Quecksilber  betrug,  stieg  das  Wasser  in  der  an  der 
Kugel  befindlichen  offenen  Stcigi'öhre  um  33,7  Theilstriche. 
Nun  war  das  Gewicht  eines  Quecksilberfadens  von  der  Länge 
eines  Theilstriches  gleich  0,010271  Gr.  gefunden  worden.  Es 
war  also  die  dem  angewandten  Drucke  37^=5883,9  entsprechende 
cübische  Compression  der  Höhlung: 

^     0,010271.33,7  _     0002^^2(5 
^-    13,6.109,11    -0'00023326, 

80  dass  man  endlich  findet: 

—  '     ^  =  795,7  Millionen  Gramm. 
2+- 

Hieraus  ergibt  sich   für  den   Elasticitätscoefficienten  - 

1  +  - 

unter  der  Annahme  1  =  ^  der  Werth  1163,5;  unter  der  An- 
nahme X  =  2(i  dagegen  findet  sich  1060,9,  welche  letztere  Zahl 
mit  der  aus  den  Verlängerungsversuchen  gefundenen  sehr  gut 
übereinstimmt. 


3.   Torsion  eines  prismatisohen  Stabes. 

Indem  man  einen  Metalldraht  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte an  dem  einen  Ende  in  regelmässiger  Weise  festklemmt 
und  ebenso  an  dem  anderen  Ende  mit  einer  Belastung  ver- 
sieht, die  zur  Streckung  des  Drahtes  hinreicht,  erhält  man 
eine  Art  von  Torsionswage ,  welche,  wenn  das  angehängte  Ge- 
wicht aus  seiner  Gleichgewichtslage  herausgebracht  wird,  durch 
die  Elasticität  des  Drahtes  in  Torsionsschwingungen  geräth. 
Wofern  die  Masse  des  Drahtes  gegen  die  des  Gewichtes  nur 
klein  ist,  kann  von  ersterer  ganz  abgesehen  und  bloss  die  Be- 


52  Experimentelle  Prüfung  der  Theorie 

wegung  bestimmt  werden,  welche  das  Belastungsgewicht  in 
Folge  der  vom  Drahte  entwickelten  Elasticitätskraft  ausführt. 
Und  wenn  überdies  die  Amplituden  nur  klein  sind,  so  kann 
als  Ausdruck  für  die  Beschleunigung  das  früher  gefundene 
Moment  des  Gegenpaares  genommen  werden,  welches  von  einem 
Cylinder  entwickelt  wird,  der  an  der  einen  Basis  befestigt  ist 
und  welcher  um  seine  Axe  ein  Weniges  tordirt  wird.  Bezeich- 
nen wir  also  mit  8  den  Ausschlag  des  Gewichtes,  d.i.  den 
Winkel,  den  eine  Verticalebene  desselben  zur  Zeit  t  mit  der 
Gleichgewichtslage  bildet,  hierbei  die  Zeit  vom  letzten  Durch- 
gange durch  die  Gleichgewichtslage  an  gerechnet,  so  ist  nach 
dem  Früheren  das  Moment  des  beschleunigenden  Gegenpaares: 

-TT*' 

wobei  JJ  den  Halbmesser  und  L  die  Länge  des  Drahtes  be- 
zeichnet. Andererseits  findet  man  aus  der  Bewegung  selbst 
als  Ausdruck  für  das  Gegenpaar,  welches  sich  aus  den  Be- 
schleunigungen aller  einzelnen  Theilchen  des  Gewichtes  zusam- 
mensetzt, bekanntlich: 

wenn  J  das  Trägheitsmoment  des  Gewichtes  in  Bezug  auf  die 
Axe  des  Drahtes  ist.  Nach  dem  d'Alember tischen  Princip 
hat  man  also: 


dt^  2JL 

woraus  sich  durch  Integration  ergibt: 


*, 


^      -,/2JL  .    d 


wenn  d'^  den  Werth  von  5,  bei  welchem  zum  ersten  Male  die 
Winkelgeschwindigkeit  verschwindet,  d.  h.  also  die  Amplitude 
bedeutet.  Man  findet  hiernach  für  die  Dauer  D  einer  ganzen 
Oscillation  die  Beziehung: 

Die  Einheit  der  Länge  ist,   wie  gewöhnlich,  das   Centi- 
meter,  die  Einheit  der  Kraft  das  Gramm  und  die  Masse  wird 


des  Elasticitiit^^gleichgewichtes. 
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dargestellt  durch  das  Gewicht,  dividirt  durch  die  ßesehlcuni- 
gung  der  Schwere  g.  Durch  Beobachtung  der  Grössen  D,  J, 
L  und  22  ergibt  sich  also  ein  Schluss  auf  die  Constante  ft. 
Kupffer*  hat  letztere  mittelst  obiger  Methode  bei  mehreren 
Metallen  bestimmt.  Aus  seinen  Versuchen  ergeben  sich  bei 
der  Annahme  A  =  ft  die  folgenden  Werthe  für  den  Elasticitäts- 
coefficienten : 


MetaU: 

KlAKtlcUJit«. 
coef flclent : 

MetAH: 

KlaRtieiats- 
coefflclent: 

Eisen  No.  1 

„      No.  2 

Messing  .   . 

1857 

1785 

045 

Platin    .   . 
Silber     .   . 
Gold  .   .  , 

1502 
708 
670 

Wir  wollen  hier  das  Schema  eines  der  von  Kupffer  an- 
gestellten Versuche  folgen  lassen.  Der  untersuchte  Draht  aus 
Platin  hatte  eine  Länge  von  323,40*"  und  einen  Radius  von 
0,24397'°.  Der  Hebel,  welcher  an  dem  freien  Ende  des  Drahtes 
hing  und  durch  sein  Gewicht  den  letzteren  streckte,  wurde 
auf  jeder  Seite  mit  74193  Gramm  belastet.  Die  Belastung 
wTirde  bei  einem  ersten  Versuche  in  der  Entfernung  55,953*"" 
aufgehängt,  bei  einem  zweiten  Versuche  in  der  Entfernung 
25,433*"*.  In  dem  ersten  Versuche  ergab  sich  für  die  auf 
13 J°  R.,  auf  verschwindende  Amplituden  und  auf  den  luft- 
leeren Raum  reducirte  Dauer  einer  ganzen  Oscillation  45,3333 
See,  im  zweiten  Versuche  war  die  Dauer  26,4858  See.  Es 
werde  die  Belastung  auf  einer  Seite  des  Hebels  durch  _p,  ihre 
Entfernung  von  der  Axe  des  Drahtes  durch  e  bezeichnet;  fer- 
ner sei  i  das  Trägheitsmoment  des  Hebels,  vermehrt  um  das 
doppelte  Trägheitsmoment  der  auf  einer  Seite  befindlichen  Be- 
lastung in  Bezug  auf  eine  verticale,  durch   den  Schwerpunkt 

des  Gewichtes  gehende  Axe.   Dann  ist  bekanntlich  J=  i  +  —  e^, 

wo  g  gleich  980,88*°  ist,  und  man  hat  sonach  für  die  Oscil- 
lationsdauer: 


*   Bulletin  de  racad^nie  de  St.  Petershourg,  tonie  VII:  Becher cfies 
experimentdles  relatives  ä  Vclasticiti  des  metaux. 


54  Experimentelle  Prüfung  der  Theorie 

Indem  maa  in  diese  Gleichung  die  auf  den  einen  und  anderen 
Versuch  bezüglichen  Grössen,  die  durch  die  Marken  1  und  2 
bezeichnet  werden  mögen,  einsetzt,  findet  man  nach  Elimina- 
tion von  gi: 

_16?r/vj9(g^^-e/) 

wonach  sich  bei  der  Annahme  A  =  ^  oder  ft  =  Jj  der  Elasti- 
citätscoefficient  des  Platins  zu  1592  Millionen  Granmi  berechnet. 

Aeltere  hierher  gehörige  Torsionsversuche  von  Coulomb, 
Duleau,  Savart  etc.  findet  man  bei  Wertheim:  Note  mr 
la  torsion  des  verges  homogmcs;  Ännales  de  Chimie  et  de  Phy- 
sique,  3'"^  scrie,  tome  XXV. 

Die  früher  gefundene  und  soeben  beim  Cylinder  angewandte 
Torsions -Deformation  kann  bei  einem  prismatischen  Stabe  von 
nicht  kreisförmigem  Querschnitte  keine  Anwendung  finden, 
wenn  er  keine  seitliche  Kraft  erleidet,  da  bei  derselben  auf 
den  Seitenflächen  Tangentialkräfte  auftreten  würden.  Setzen 
wir  aber,  um  auch  für  andere,  als  kreisförmige  Querschnitte 
über  die  Torsionsverhältnisse  Aufschluss  zu  erhalten ,  im  Hin- 
blick auf  das  Frühere: 

so  muss,  damit  diese  Deformation  möglich  sein  soll,  wie  die 
Substitution  in  die  Elasticitätsgleichungen  ergibt,  die  Function  f 
der  Bedingung  z/2/'=0  genügen.  Dann  ergibt  sich  für  die 
Elasticitätskraft,  die  auf  einer  der  jSf-Axe  parallelen  Fläche 
entwickelt  wird: 

Z  =  0,      r=0,      Z^TyCOsa  +  T^cosß, 
wo  sich 

findet.  Für  einen  prismatischen  Körper,  dessen  Axe  in  die 
;?-Axe  fallt,  erhalten  wir  hiernach  eine  mögliche  Torsiona- 
Deformation,  wenn  wir  die  Function  f  so  bestimmen,  dass 
^^f  verschwindet  und  zugleich  auf  den  Seitenflächen  die  Kraft 
Z  den  Werth  Null  erlangt. 
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Betrachten  wir  zunächst  einen  Cylinder  mit  elliptischer 
Basis.  Die  in  die  x-Axe  fallende  Halbaxe  des  Querschnittes 
sei  «,  die  in  die  y-Axe  fallende  b.    Da  man  hier 

o     ^    y 

cosa:  cos ß^-^:-^ 

hat,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  von  /: 

df    ±,dl    y   1  2r:ry_ 

dx' a^"^  dy' h^^    ¥    """' 
Dieser  Gleichung  sowohl,    als    auch   der  Gleichung  ^^f=0, 
wird  genügt  durch  die  Annahme: 

Hierdurch  ist  die  Torsions -Deformation  vollständig  bestiiumt; 
für  die  Componenten  der  an  einem  Elemente  der  Grundfläche 
des  Cylinders  wirkenden  Kraft  erhält  man: 

^  \  a^  +  ü^    /      a^+O" 

Für  das  Moment  dieser  Kraft  hat  man  demnach: 

Für  das  TorsioDsmoment  G,  d.h.  für  das  Gegenpaar,  in  das 
sich  die  an  einer  senkrechten  Endfläche  thätigen  Tangential- 
kräfte, die  allein  auftreten,  vereinigen  lassen,  hat  man  also, 
indem  man  den  vorhergehenden  Ausdruck  über  die  ganze  Fläche 
der  Ellipse  integrirt: 

a^  +  b^  

Führt  man  die  angedeuteten  Rechnungen  aus,  so  ergibt  sich 

endlich :  ^  (v^  b^ 

6r  =  /[tr;r 


a^  +  ¥ 

Setzt  man  a  =  by  so  findet  man  wieder  den  oben  für  den  Kreis- 
cylinder  aufgestellten  Ausdruck. 

Hat  man  ferner  einen  Stab  mit  rechteckigem  Querschnitte, 
dessen  Seitenflächen 
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sind ,  so  ist  nach  dem  Obigen  die  Function  f  so  zu  bestimmen, 
dass  im  Innern  des  Körpers 

1)  z/ Y=  0 

wird,  sowie  dass  für  x  =  +  — 

und  endlich,  dass  für  J/= +  — 

3)  /^  =  — 2ra; 

wird.  Durch  Substitution  der  Function  e^^e^y  in  die  Glei- 
chung l)  findet  man,  dass  ein  Integral  der  letzteren  die  Func- 
tion ef^y  sinmx,  sowie  e^'^^  sinmx  ist,  und  dass  sie  also  auch 
befriedigt  wird  durch  eine  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von 
mx  fortschreitende  Reihe  von  der  Form: 

£  (j)e"*y  +  qe-"*y)  sin  mx, 
oder,  da  es  sich  um  Darstellung  einer  Function  zwischen  den 

Grenzen  +  —  und  —  —  handelt : 


H  \pe     *    4-  Are       *    /  sin  m  — 
^  a 


Der  Differentialquotient  dieser  Reihe  nach  x  verschwindet 

für  ^=  +  -^,  wenn  wir  für  m   die  ungeraden  Vielfachen  von  \ 

nehmen,    wodurch   also    der   zweiten  Gleichung  genügt  wird. 
Damit  endlich   der  Gleichung  3)  Genüge  geschehe,   muss  für 

—  2^0;=:  —  Vüie"  —Q^e    *  )stn—x 

+  — Vi^s^       -ö'aß         jsm  — a;+ 


Nun  ist  aber,  wie  sich  aus  den  Reihen  ergibt,  die  zur  Ent- 
wickelung  einer  beliebigen  Function  von  x  nach  den  Sinus 
und  Cosinus  der  Vielfachen  von  x  dienen: 
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__  4  i sin  X     sin  dx     sin  hx 
^'^n\Y'  3^+~5^         

Bo  dass  für  den  Coeflicienten  des  Gliedes  mit  sin ~  x 

a 

zu  setzen  ist: 


(214-1) ir  ^  £  - (2t-t-l)?t  ^  *. 


4:<?1±1)2E4  ^l?i±l>«4  8«^r      (-ly 


'"*       sr»   ^(2i+iy'   (2^+1)^  ;*_ 


Auch  dieser  Gleichung  wird  genügt,  wenn  man  endlich  setzt: 

(214-1)  Ä  (2t-ft)7r 

^-e        ^      ^        .  (2/+!)^ 

"^^'^        e        «  2^.^'         a  '2 

Die  Elasticitätskräfte;  welche  an  einem  senkrechten  Quer- 
schnitte thätig  sind  und  tangential  wirken,  lassen  sich  in  ein 
Gegenpaar  vereinigen,  und  für  das  Moment  des  letzteren  hat 

man  wieder: 

a  b 


/2        n  2 


(?=  ^    dx   I      (Yx-Xy)dy, 
a  b 

und  es  ist:    . 

Zunächst  findet  man: 

WO  gesetzt  ist: 

r      16  a« 


3r« 
5 


(2i  +  1)«  (2i4-»)« 


S'  ^  (21+7)3  •    (2»4-i)it    »  (2i4-ng     r  ^y> 

«^  ^/,«  '2     1/,  a  '2 


2 

16  a» 


»■"     3t» 


/ 


^  (21  +  1)«     »  (Ji+I)«  .  i 


^  (~1)'      c     ^        ^-e         2        (2i+i);r 

^^  (27+1)8  •    (2.-4-l)^.^  (2«  +  l)7t  .  b  ^^^^  ^  ^^^• 


a 
2 


o    -  c     «       2+e        «       2 
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Durch  Anwendung  der  Formeln: 


f 
f 


yc^y  dy^  —  yary  -  —^  e^y, 


X  sin  mx  dx  = xcos  mx  H — ^sin  mx 

m  w- 


crhält  man: 


j  ^16a^b  ^       1  32 g*  ^ 1_ 

^         ^    jZ  {2i  +  iy       n^   ^{'li  +  i 


«  o'  l_L/j  «I 


7  _32a*  ^    _! 


]  —e  ** 


1  — e  *• 

1+e 


1+C  « 


Da  aber  bekanntlich 


^(2i  +  l)*""*\2/ 
ist,  so  kommt  durch  Substitution: 


(21+1)«- 


^  \a^h     64a*  ^       1  l-e  «  / 

•      )   3         ;r-   4j(2^  +  1)^  -i2.-+i)«M 

Für  ein  Prisma  mit  quadratischem  Querschnitte  findet  man  hier- 
aus insbesondere: 

Die  stark  convergirende  Reihe  hat  den  Werth  0,92165;    und 

folglich  ist: 

6r  =  0,1405  ftra\ 

Für  den  in  G  auftretenden  Coefficienten  ergibt  sich  aus  Ver- 
suchen, die  Duleau  an  Eisenstäben  anstellte,  der  Werth 
0,H1;  aus  Versuchen  dagegen,  welche  Savart  an  Kupfer- 
stäben angestellt  hat,  ergibt  sich  der  Werth  0,137,  und  end- 
lich fand  Wertheim  den  Coefficienten  gleich  0,1193  (Comptes 
rondus  XXVIII:  Note  sur  les  vibratiom  toumantes  des  vergcs 
carrees). 

4.   Biegung  eines  prismatischen  Stabes. 

Wir  betrachten  hier  ein  Prisma,  über  das   wir  folgende 
Aimahmen  machen  wollen.     Das  Prisma  besitzt  zwei  auf  ein- 


i 
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ander  senkrechte  und  axiale  Hauptschnitte  und  ist  also  in  Be- 
zug auf  jeden  der  letzteren  symmetrisch  begrenzt.  Von  den 
beiden  gerade  angesetzten  Endflächen  ist  die  eine  befestigt^ 
die  andere  frei.  Die  Axe  des  Prismas  nehmen  wir  zur  a;-Axo 
und  die  Ebenen  der  beiden  Hauptschnitte  für  die  Ebenen  der 
xy  und  xss*  Den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  legen  wir  in 
den  Mittelpunkt  der  festen  Endfläche. 

In  der  Mitte  der  freien  Endfläche  wirke  eine  Kraft  pa- 
rallel der  2^ -Axe;  sie  bedingt  eine  sehr  kleine  Biegung  des 
Prismas,  üeber  diese  Biegung  machen  wir  folgende  Unter- 
stellungen. Die  Theilchen ,  welche  ursprünglich  in  der  xy  -  Ebene 
lagen ;  bleiben  auch  während  der  Deformation  in  dieser  Ebene^ 
und  die  Theilchen  rechts  und  links  von  dieser  Ebene  sind  in 
Bezug  auf  letztere  symmetrisch  gelegen.  In  dem  nach  aussen 
hin  convexen  Theile  des  gebogenen  Prismas  findet  eine  Di- 
latation ^  in  dem  nach  aussen  hin  concayßn  Theile  eine  Com- 
pression  statt.  Der  Werth  dieser  Dilatation  und  Compression 
nimmt  nach  dem  freien  Ende  hin  an  Grösse  ab.  Wir  setzen 
mit  Rücksicht  hierauf,  unter  A  eine  positive  Constante,  unter 
l  die  Länge  des  Prismas  verstanden: 

B^^A{l-x)y. 

Auf  den  Seitenflächen  findet  ein  Normaldruck  nicht  statt, 
wenn  wir  ferner  annehmen: 

Die  drei  ersten  obiger  Annahmen  fallen  mit  folgenden 
drei  Gleichungen  zusammen: 

wo  gesetzt  ist: 

Durch  Integration  findet  man  hieraus,  unter  fyg,h  vorläufig 
noch  imbekannte  Functionen  verstanden: 

i  =  -ß(l-x)ye  +  h{x,y). 
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Berücksichtigt  man  nun,  dass  z  und  ^  gleichzeitig  verschwin- 
den müssen,  und  dass  der  Ausdruck  T^  verschwinden  soll,  so 
ist  zu  setzen,  wenn  9?  eine  neue  unbekannte  Function  bedeutet: 

Wenn  die  geraachten  Annahmen  überhaupt  zulässig  sein  sollen, 
so  müssen  die  letzteren  Ausdrücke  den  Bedingungsgleichungen 
für  das  elastische  Gleichgewicht  genügen.  Durch  die  Sub- 
stitution derselben  in  die  Elasticitätsj^leichungen  erhält  man 
nur  zwei  weitere  Bedingungen,  nämlich: 


Ist  also  /*  eine  Function  von  y  und  z,  die  wegen  der  voraus- 
gesetzten Symmetrie  zu  beiden  Seiten  der  ;rt/- Ebene  in  Bezug 
auf  z  gerade  ist  und  der  Gleichung  D)  genügt,  so  stellen  fol- 
gende Verschiebungen  eine  den  Bedingungen  des  Gleichgewich- 
tes genügende  Deformation  dar: 

l  =  -ßq,-x)ys. 
Und  für  die  so  bestimmte  Deformation  ist  dann: 
Na:  =  -{ZX  +  2(i)A(l  —  x)y,     JVy  =  0,     N^  =  0, 

Man  findet  ferner  auch  noch  für  die  Componenten  der  Elasti- 
citätskraft,  welche  auf  einem  Querschnitte  entwickelt  wird: 

JC=Nx)  J^^^Tz}  Z=Ty 

Endlich  sind  die  Componenten  der  Elasticitätskraft ,  welche 
auf  einem  Längsschnitte  entwickelt  wird: 

X=T:,cosß  +  TyCosy,       r=0,      Z=0. 
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Die  obigen  Deformationen  liefern  für  zwei  bemerkenswerthe 
prismatische  Formen,  nämlich  den  elliptischen  Cylinder  und 
das  rechtwinklige  Parallelepipedum  Q-leichgew ich tszu stände, 
welche  nur  wenig  von  denen  verschieden  sein  können,  die 
dann  eintreten,  wenn  das  Prisma  der  Wirkung  einer  senk- 
recht zu  seiner  Axe  wirkenden  und  in  der  Mitte  des  freien 
Endes  angebrachten  Kraft  ausgesetzt  wird.  Und  diese  Fälle 
dürfen»  wir  annähernd  für  die  in  Wirklichkeit  stattfindenden 
setzen. 

Was  erstlich  den  elliptischen  Cylinder  betrifft,  so  beschrän- 
ken wir  uns  hier  auf  den  besonderen  Fall,  wo  die  Seitenaxen 
desselben  einander  gleich  sind,  und  der  Cylinder  also  ein  ge- 
wohnlicher Kreiscylinder  wird.  Das  elastische  Gleichgewicht 
des  Stabes  mit  kreisförmigem  Querschnitte  erhalten  wir  durch 
folgende  Lösung  der  Gleichung  D): 

Dieselbe  liefert: 

Hiernach  kommt  für  die  tangentiale  Kraft,  welche  auf  einem 
der  Axe  parallelen  Querschnitte  wirkt: 


X= 


tj^_iu±MA^.+,.^+^,+,)^\^, 


wo  r  den  Radius  des  Querschnittes  bedeutet,  und  diese  Kraft 
verschwindet  für  die  Oberfläche,  wenn  wir  setzen: 

s+y- — Äjr—''- 

Es  verschwinden  also  bei  dieser  Annahme  alle  äusseren  Kräfte 
auf  dem  Mantel  des  Cylinders.  Was  die  an  der  freien  End- 
fläche wirkenden  Kräfte  betrifft,  so  sind  dieselben  tangential. 
Fassen  wir  die  gleichgerichteten  Componcntcn  derselben  zu- 
sammen, so  erhalten  wir  erstlich  parallel  der  0-Axe  vier  Kräfte, 
von  denen  jede  in  einem   der  Quadranten   der  Endfläche  an- 
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greift,  welche  durch  die  Ebenen  der  xy  und  xz  bestimmt 
werden.  Die  beiden  Kräfte,  welche  in  den  auf  der  concaven 
Seite  des  Stabes  befindlichen  Quadranten  angreifen ;  sind  nach 
der  Mittelebene  xy  hingekehrt  und  gleich  gross,  die  beiden 
Kräfte  aber,  welche  in  den  auf  der  convexen  Seite  befind- 
lichen Quadranten  angreifen,  suchen  die  Entfernung  von  der 
gedachten  Mittelebene  zu  vergrössern  und  sind  ebenfalls  ein- 
ander gleich.  Zweitens  erhalten  wir  eine  der  y  Axe  parallele 
Componente,  die  in  der  Mitte  der  freien  Endfläche  angreift, 
und  für  die  man  hat: 


-ß 


vfo  dO  das  Element  und  efdas  Trägheitsmoment  der  Endfläche 
in  Bezug  auf  einen  ihrer  Durchmesser  ist.  Jene  Kraft  wird 
nun  der  biegenden  Kraft  gleichkommen  müssen,  so  dass  sich 
also,  wenn  wir  diese  durch  P  bezeichnen,  findet: 

A^ ^ 

(3il+2ft)  J 

Wir  betrachten  hier  zweitens  das  rechtwinklige  Parallelepipedon 

für  den  Fall,    dass  es   in  einer  seiner  Hauptebenen  gebogen 

wird,  und  nennen  die  zu  der  Biegungsebene  senkrechte  Kante 

c,  die  mit  der  y-Axe  parallele  Kante  6.    Damit  hier  die  Druck- 

c 
kräfte  an  den  Seitenflächen  verschwinden ,  muss  Ty  für  iß^  =  +  -x 

und  Tg,  für  J/=  + -^  verschwinden,   und  unsere  Aufgabe  be- 

steht  darin,  eine  Function  /*,  die  in  Bezug  auf  ß  gerade  ist 
und  der  Gleichung  D)  genügt,  zu  finden,  so  dass  jene  Be- 
dingungen erfüllt  werden.  Nun  wird  aber  jener  Gleichung 
durch  die  Function: 

y(jf  +  hy^  +  lc0^) 

genügt,  wenn  man  hat: 

1)  dh  +  k  =  a. 

Ferner  bemerke  man,  dass  der  Ausdruck 
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verschwindet,  wenn  für  feiner  der  folgenden  Ausdrücke  ge- 

setzt  wird: 

e"»  cos  mfs,      c""'»  cos  mz. 

Wenn  wir  hiernach  setzen: 

f—y(ß  +  hy^  +  hz^)  +  UAiC^ty  cos  niiZ  +  27J?,c"-*".*^  cos  miZ, 

so  ist  dies  eine  gerade  Function  von  z ,  die  der  Gleichung  D) 
genügt,  und  es  fragt  sich  nur  noch,  ob  die  auftretenden  Con- 
stanten sich  so  bestimmen  lassen,  dass  die  Ausdrücke  Ty,  Tg, 
auf  den  betreffenden  Seitenflächen  verschwinden.  Man  findet 
nun: 

T 

-»-  =  {2k+ß)  yz  —  Unii  (^,e«<9  +  Bie^'^iV)  sin  m^z, 

+  Unii  {Ai€^i^  —  BiC^^i^)  cos  ntiZ, 

Der  erste  obiger  Ausdrücke  muss  für  z=^  +  -  verschwinden, 

wir  setzen  daher: 

2)  2ÄJ  +  /J  =  0, 

3)  w,  = • 

c 

Der  Ausdruck  für  Tg  muss  für  y=  +  -^  verschwinden;  dess- 

halb  und  im  Hinblick  auf  die  durch  die  Fourier 'sehen  Rei- 
hen gelieferte  Entwickelung : 

2^z  4nz  ^nz 

a        0  I  cos cos cos 

c-      c^  I  c  c      .  c 


12     ;r-   \      r^  2-        '        3- 

setzen  wir: 


inb  — iJlb 


5)      ^,.^^-B,e*-r+(fc-|)^.(:^-^o, 

und  d^nen  die  Summe  von  «=1  bis  i  =  oo  aus.  Durch  die 
Gleichungen  1)  bis  5)  ist  die  gesuchte  Function  vollständig 
bestimmt  und  erhalten  wir: 
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2intj  2ijgy 

2i7iy  2ixcy 


^3  t xcA         __  inb 


Die  an  den  Elementen  der  Endflächen  thätigen  Kräfte  wirken 
in  ähnlicher  Weise,  wie  in  dem  oben  betrachteten  Falle  des 
cylindrischen  Stabes,  und  für  ihre  in  der  Mitte  angreifende 
Resultante  findet  man:  ' 


/ 


T^dO  =  {Zk-^-^n)  A^  =  {ZX-\-2(C)  AJ, 

1  Jd 


wenn  J  wieder  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  Be- 
zug auf  seine  zur  Biegungsebene  senkrechte  Mittellinie  ist.  Be- 
zeichnen wir  die  biegende  Kraft  durch  P,  so  ist  auch  in  die- 
sem Falle: 

A^ l 

Fassen  wir  jetzt  die  für  den  cylindrischen  und  rechtwinklig 
viereckigen  Stab  gewonnenen  Resultate  zusammen ,  so  ergeben 
sich  folgende  für  beide  gültigen  Relationen, 

Die  Constante  y  wird  durch  die  Analyse  nicht  bestimmt, 
sondern  nur  die  Summe  ^-fy-  Es  hängt  dies  damit  zusam- 
men, dass  die  Verschiebungen  ^  =  gy^  iy  — — //a;  eine  Rotation 
des  ganzen  Stabes  vorstellen,  wobei  eben  so  wenig  Elastici- 
tätskräfte  entwickelt  werden,  als  dies  bei  den  Verschiebungen 
g  =  a,  i?  =  0,  5=c  der  Fall  ist,  welche  eine  Verschiebung  des 
ganzen  Körpers  darstellen.  Mit  Rücksicht  hierauf  können  wir 
y=0  setzen  und  erhalten  dann  für  die  Gleichung  der  Curve, 
in  welcher  die  l'heilchen  liegen,  die  ursprünglich  auf  der  Axe 
des  Stabes  lagen,  d.  i.  für  die  Gleichung  der  sogenannten 
elastischen  Curve: 
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Die  Curve  ist  also  eine  cubische  Parabel,  welche  die  a;-Axe 
im  Ursprünge  der  Coordinaten  berührt  und  deren  Inflexions- 
punkt  in  der  Mitte  der  Endfläche  liegt. 

Denken  wir  uns  den  prismatischen  Stab  durch  einen  Quer- 
schnitt in  zwei  Theile  getheilt  und  ersetzen  wir  die  Wirkung 
des  eingeklemmten  Stückes  auf  das  abgeschnittene  Ende  durch 
die  Kräfte  —Nx,  —Tyj  — T^,  so  müssen  sich  die  an  letzterem 
Theile  wirkenden  Kräfte  für  sich  das  Gleichgewicht  halten. 
Die  Kräfte  —  N^c  lassen  sich  ersetzen  durch  ein  Gegenpaar, 
für  dessen  Moment  man  hat: 

Die  Kräfte  —Ty  heben  sich  auf  und  die  Kräfte  —  jP,  liefern 
als  Resultante  eine  in  der  Mitte  des  Querschnittes  angreifende 
Kraft,  die  in  der  Richtung  der  negativen  y-Coordinate  wirkt, 
und  für  deren  absoluten  Werth  man  hat: 

Letztere  Kraft  bildet  mit  der  Kraft  P  ein  Gegenpaar,  das  dem 
Paare  G  das  Gleichgewicht  hält. 

Man  hat  ferner: 

JV^      3A Jh  2ji __ 

ax  ft 

also  ist  auch  hier  das  Verhältniss  zwischen  dem  Normaldrucke 

N,  und  der  linearen  Dilatation  -^-    dem    Elasticitätscoefficien- 

äx 

ten  gleich,  wie  bei  einem  Prisma,  das  nur  eine  longitudinale 

Verlängerung  oder  Verkürzung  erleidet. 

Da  die  Ordinaten  der  elastischen  Curve,  sowie  ihre  Krüm- 

(Iti 
mung  sehr  klein  sind,  so  können  wir  das  Quadrat  von  y-  ver- 

et  X 

nachlässigen  und  finden  für  den  Krümmungsradius  B: 

so  dass  man  hat: 

1  _F{l-3:) 

R         qJ 

Beer,  Elasticität  and  Capillaritäl.  5 
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Für  das  Gegonpaar  G,  das  sogenannte  elastische  Moment  des 
Prismas,  kann  man  hiernach  auch  setzen: 

\T  IT^:  •—  • 

li 

Wenn  wir  den  Elasticitätscocfficienten  q  einführen,  so  kommt 
für  die  Gleichung  der  elastischen  Curve: 

Hieraus  findet  man  für  die  Senkung  y   des  freien  Endes: 

und  für  die  Tangente  des  Winkels  (p,  welchen  die  Berührungs- 
linie am  freien  Ende  mit  der  ursprünglichen  Axe  bildet,  er- 
gibt sich: 

Wenn  der  Angriffspunkt  der  Kraft  P  nicht  im  freien  Ende, 
sondern  in  der  Entfernung  d  vom  eingeklemmten  Ende  auf 
der  mittleren  Faser  liegt,  so  nimmt  der  Stab  von  der  ein- 
geklemmten Stelle  bis  zu  jeneni  Angriffspunkte  die  durch  die 
vorhergehende  Analyse  bestinnnte  Gestalt  an  und  verläuft  von 
dort  bis  zum  freien  Ende  gerade.  Wenn  also  ri  die  Senkung, 
<p  die  Neigung  desjenigen  Punktes  ist,  an  welchem  die  Kraft 
wirkt,  so  hat  man; 

ITiernach  ist  unabhängig  von  der  Lage  des  Angriffspunktes 
und  der  Grösse  der  Kraft: 

n 

Diese  Formel  wird  durch  die  von  Kupffer  über  die  Biegsam- 
keit der  Metalle  angestellten  Versuche  bestätigt  (Bulletin  der 
Petersburger  Academie;  Bd.  XII:  Untersuchungen  über  die 
Biegung  elastischer  Metallstäbo). 

Wenn  der  Stab  so  eingeklemmt  ist,  dass  die  Kante  26 
vertical  steht,  so  biegt  er  sich  schon  in  Folge  der  Schwerkraft. 
Annähernd  kann  man  die  Wirkung  der  letzteren  in  Bezug  auf 


famf(p'-l, 


des  Ela«ticittogleichgewi(ihte8. 
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die  Senkung,  sofern  letztere  sehr  klein  ist,  durch  die  einer 
gewissen  constanten  KreSt  p  ersetzen,  welche  in  der  Entfer- 
nung d  angreift.  Man  hat  dann  für  die  durch  die  Schwere 
allein  bewirkte  Biegung: 

p(P 


Vi 


3qJ 


Wird  das  Prisma  überdies  durch  die  in  der  Entfernung  d  an- 
greifende Last  P  gebogen,  so  hat  man  für  die  Gesammt- 
biegung : 

^*~       ZqJ 
Für  die  beiden  letzten  Gleichungen  kann  man  aber  mit  Rück- 
sicht auf  die   obige   Gleichung  für  den   Berührnngswinkel   in 
der  Entfernung  d  schreiben: 

2Jta  ng  (p^  2Jta  ng  (p^ 
Durch  Beobachtung  der  Neigungen  (p^  und  Kp^  des  unbelasteten 
und  des  belasteten  Stabes  erhält  man  hiernach  zwei  Gleichun- 
gen, deren  Auflösung  den  Elasticitätpcocfficicnteng^  liefert. 
Nach  der  hier  angedeuteten  Methode  bestimmte  Kupffer  den- 
selben bei  prismatischen  Stäben  und  Drähten  aus  verschiede- 
nen Metallen.  Aus  seinen  Angaben  sind  die  folgenden  Werthe 
dieser  Grösse  für  das  hier  zu  Grundo  gelegte  Maass  berechnet,  o 


MeUU: 

KlMticliit8- 
eoefflcifnt; 

MoUU: 

EUstlfitit«- 
roefflclent : 
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Ueber  die  oscillatorischen  Bewegungen  in  homo- 
genen, isotropen  Körpern. 


1.   ßleldLungen  für  die  oscillatorischen  Bewegimgen  homogener 

nnd  Isotroper  Körper. 

Die  Gleichungen,  welche  die  Gesetze  solcher  Bewegungen 
elastischer  Körper  darstellen,  bei  denen  die  Molecüle  sehr 
kleine  Schwingungen  um  ihre  Ruhelage  herum  ausführen,  wer- 
den nach  dem  d 'AI  emb  er  tischen  Principe  aus  den  statischen 
Gleichungen  abgeleitet,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Kräfte, 
welche  an  den  Theilchen  des  Körpers  wirken  und  deren  Com- 
ponenten  durch  X,-,  F,-,  Z,-  bezeichnet  wurden,  die  verlorenen 
Kräfte  treten  lässt.  Indem  wir  die  früheren  Bezeichnungen 
beibehalten  und  insbesondere  die  Verschiebungen  der  Theil- 
chen nach  den  Coordinatenaxen,  oder  die  Componenten  ihrer 
Ausschläge  nach  denselben  durch  |,  iy,  g  bezeichnen,  erhalten 
wir  für  die  der  Zeit  t  entsprechenden  Coordinaten  eines  Theil- 
chens : 

Da  nun  x,  y,  z  als  Coordinaten  der  Gleichgewichtslage  von 
der  Zeit  unabhängig  sind,  so  stellen  sich  die  Componenten  der 
verlorenen  Kräfte  wie  folgt  dar: 

Hiemach  erhält  man  für  die  gesuchten  Gleichimgen  der  Be- 
wegung : 
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Für  die  Oberfläche  gelten  dieselben  Gleichungen,  wie  beim 
Gleichgewichte;  die  Richtung  und  Grösse  der  an  der  Ober- 
fläche wirkenden  Kräfte  wird  jetzt  aber  im  Allgemeinen  von 
der  Zeit  abhängig  sein. 

In  den  Anwendungen,  welche  wir  von  den  vorstehenden 
Bewegungsgleichungen  machen  werden,  werden  wir  von  den 
äusseren  Kräften  ganz  absehen.  Ferner  schränken  wir  den 
Kreis  unserer  Betrachtungen  noch  weiter  dadurch  ein,  dass 
wir  nur  permanente  periodische  Bewegungen  erörtern,  und  zwar 
nur  solche,  welche  sich  nach  dem  Principe  der  Coexistenz, 
das  oflfenbar  auch  hier  gelten  wird,  auf  geradlinige  Oscillatio- 
nen  zurückführen  lassen,  die  nach  demselben  Gesetze,  wie  die 
unendlich  -  kleinen  Schwingungen  eines  mathematischen  Pendels 
vor  ßich  gehen,  und  gleichzeitig  beginnen  und  gleichlange 
dauern«  Eine  aus  solchen  Oscillationen  bestehende  Elementar- 
Bewegung  lässt  sich  offenbar,  wenn  jC,  9,  g  die  sehr  kleinen 
Componenten  der  Amplitude  und  d  die  Dauer  einer  ganzen 
Oscillation  bedeutet,  und  wenn  der  Anfang  der  Zeit  gehörig 
gewählt  wird,  wie  folgt  darstellen: 

Wie  bei  den  Verschiebungen  eines  im  Gleichgewichte  befind- 
lichen deformirten  Körpers,  so  unterscheiden  wir  auch  bei  seinen 
Oscillationen  zwei  Hauptgruppen,  die  den  attractorischen  und 
rotatorischen  Verschiebungen  entsprechen ,  und  die  wir  desshalb 
auch  attractorische  und  rotatorische  Oscillationen  nennen  wollen. 
Jene,  welche  die  Longitudinal- Schwingungen  in  sich  begreifen, 
sind  im  Allgemeinen  von  einer  Dilatation  begleitet,  und  ihre 
Ausschläge  oder  auch  ihre  Amplituden  lassen  sich  als  Differen- 
tialquotienten einer  und  derselben  Function  darstellen,  so  dass 
man,  unter  V  eine  solche  Function  verstanden,  hat: 
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dV         _dV  dV 

^^  dx'      ^'"dy'      ^^  dz' 

Die  Substitution  in    die  Bewegimgsgleichungen  lässt  ersehen, 
dass  der  Ausdruck 


(A  +  2ft)^^F+(^)'9F 


in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Körpers  constant  bleiben  muss. 
Unbeschadet  der  Aligemeinheit  können  wir  diese  Bedingung, 
indem  wir  noch 

Q 
setzen,  durch  folgende  Gleichung  ausdrücken: 

I)  a«^*F+(^jF--0. 

Für  die  Dilatation  hat  man:   Q  =  ^^Vsin~^t. 

0 

Unter  rotatorischen  Elementar- Oscillationen  verstehen  wir 
solche,  deren  Amplituden  folgende  Form  haben: 

dv     dw  _^d w     du  _  du     d v 

'^~Tz'~~dy'      ^'^Jx'Tz'      ^"dy^Jx 

Bei  diesen  Oscillationen  findet  eine  Dilatation  nicht  statt.  Die 
Substitution  in  die  Bewegungsgleichungen  liefert: 

dz  dy  ' 

dx  ~  dz  ' 

dy  ^  dx  ' 

Hieraus  folgt,  dass  die  HUlfsfunctionen  tf,  v,  w  folgenden  Glei- 
chungen zugleich  genügen  müssen: 
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wo  <p  eine   beliebige  Function  der  (Joordinaten  bedeutet  und 
wo  gesetzt  ist: 

9 
Man   bemerke,   dass   die  Gleichung  I)    durch  folgenden   Aus- 
druck, der  die  Potentialfunction  als  besonderen  Fall  umfasBt, 
befriedigt  wird: 


'(!fö'+'') 


, ,     .     1  31  H  i:iif>  u 

J     '    ""w 

Es  bedeutet  hier  dk  das  cnbischc.  Element  eines  Raumes  K, 
welcher  den  elastischen  Körper  ganz  uniscliliesst,  übrigens  aber 
beliebig  ist.  Die  Entfernung  des  Elementes  <ik  von  dem  Punkte 
(x,if,z),  auf  den  sich  der  Ausdruck  bezieht,  ist  r.  Endlich 
sind  ö  und  b  Functionen  der  Coordinafen,  die  bloss  der  Be- 
dingung unterworfen  sind,  dass  acosh  in  der  ganzen  Aue- 
dehnung des  elastischen  Körpers  einen  constanten  Werth  be- 
halte. Dass  die  Function  V  in  der  That  der  Differential- 
gleicbung  I)  genügen  müsse,  wird  in  ganz  ähnlicher  Weise 
bewiesen,  wie  der  entsprechende  Satz  von  der  gewöhnlichen 
Potent ialfunction.  Bezeichnet  man  nämlich  das  Integral,  wel- 
ches das  erste  Glied  von  V  bildet,  mit  W,  so  findet  man 
durch  zweimalige  Differentiation  von  W  für  jeden  Punkt  {x,  y,  ss) 
ausserhalb' des  Baames  K: 


^'^=-     TTT      l»^- 


\iis) 


Liegt  dag^en  der  Punkt  (x,y,e)  iuneihalb  des  Kaumcs  K, 
so  denke  man  sich  um  denselben  mit  verschwindend  kleinem 
Radius  eine  Kugel  beschrieben,  deren  Element  lU-^  und  deren 
Voluthen  Jc^  heissen  möge.  Der  Theil  von  W,  der  sich  auf 
den  ausserhalb  der  fraglichen  Kugel  gelegenen  Thcit  des  Rau- 
mes K  bezieht,  heisse  W^]  für  ihn  ist  der  Punkt  (x,y,z)  ein 
äusserer.  Dagegen  heisse  der  Theil  von  W,  der  sich  auf 
die  kleine  Kugel  bezieht,  W^.  Man  bat  nun  zunächst  wie 
vorhin: 
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Ferner  hat  man  in  Anbetracht,  dasß  a  und  h  für  W^  als  con- 
stant  zu  betrachten  sind,  und  dass  r  in  demselben  Ausdrucke 
unendlich  klein  bleibt,  durch  Entwickelung  der  trigonometri- 
schen Functionen: 

W2  =  a  I    {cos  ^y^  r  cos  0  —  sin  jy^  r  stn  bj  — - 

=^acoso   I   — -  — —-^  sin  0  /  dk^ 
J       r        Sld  J        ' 


=  acosb   I    — .^  l     sin  0. 


In  diesem  Ausdrucke  ist  das   zweite  Glied  constant  und  das 

/dh 
- — -  ein  gewöhnliches  Potential;  man  hat  daher: 

Da  nun  W=  W^^  W^  ist,  so  folgt  für  jeden  innerhalb  K  ge- 
legenen Punkt: 

/I^W^^A7cacosh-{^'  Wy 

da  ja  auch  W^  unendlich  klein  ist,  also  W  statt  W^  geschrie- 
ben werden  kann.  Da  aber  acosh  innerhalb  des  elastischen 
Körpers  constant  sein  soll,  so  ist  für  die  ganze  Ausdehnung 
desselben  /1^V:=J^W.  Daraus  folgt  endlich  sofort,  dass  ^ 
der  Gleichung  I)  genügt. 

Den  Constanten  Theil  der  Function  V  kann  man,  da  er 
bei  der  Bestimmung  des  Ausschlages  ohne  Bedeutung  ist,  unter- 
drücken. 

Eine  Lösung  der  Gleichungsgruppe  II)  wird  erhalten,  wenn 
man  die  Grössen  a,  6,  c  und  ccj  ß,  y  so  bestimmt,  das8,^unter 
^  eine  willkürliche  Function  der  Coordinaten  verstanden,  in 
der  ganzen  Ausdehnung  des  elastischen  Körpers 

d'^      ,        a     dfb  dti> 

acosa  =  ^,    bcosß=^^,     ccosy^^ 

wird,  und  wenn  man  alsdann  setzt: 
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u=  f ^ dk,      t;=  /  

J  ^  J  ^ 


dlCy 


(11^+^) 


ccos 
w=  /  — ^-^^^ dJc. 

Hier  bedeutet  wiederum  dk  das  cubische  Element  eines  Rau- 
mes^ weicher  den  elastischen  Körper  ganz  umschliesst;  und  r 
die  Entfernung  des  Punktes  (rr,  y,  z)  von  jenem  Elemente.  Dass 
diese  Ausdrücke  den  Gleichungen  II)  in  der  That  genügen, 
ist  aus  dem  oben  über  den  Ausdruck  V  Gesagten  sofort  er- 
sichtlich. 

Die  Analogie  der  vorhergehenden  Lösungen  mit  den  früher 
für  die  statischen  Gleichungen  angegebenen  springt  in  die 
Augen ,  und  es  werden  letztere  ersichtlich  aus  den  gegenwärtig 

gen  gewonnen,  wenn  man  — -=  =  0  setzt. 

2.   Erforschung  specieUer  FäUe  oscillatorischer  Bewegungen, 
bei  welchen  eine  Dilatation  stattfindet. 

1.  Denkt  man  sich  die  Function  F,  welche  zur  Bestim- 
mung longitudinaler  Schwingungen  dient,  als  bloss  von  der 
Coordinate  z  abhängig,  so  geht  die  Gleichung  I)  in  folgende 
über: 

^l^  +  KT)  ^==^- 

Die  Integration  derselben  liefert: 

WO  h  und  c  willkürliche  Constanten  sind. 

Mittelst  dieses  Integrals  ergibt  sich  eine  oscillatorische 
Bewegung,  die,  unter  c  eine  sehr  kleine,  übrigens  aber  will- 
kürliche Constante  verstanden,  sich  wie  folgt  bei  gehöriger 
Wahl  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  und  des  Anfanges 
der  Zeit  darstellen  lässt: 

5  =  0,      ij  =  0,     l  =  csin -^-^zsin-^t 
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Die  Dilatation  ist: 

n       27tC        27t        .    In  ^ 

Slo       i>lo  0 

Die  durch  diese  Ausschläge  bestimmte  Bewegung  characterisirt 
sich  durch  folgende  Eigenschaften. 

Alle  Theilchen  des  schwingenden  Körpers  befinden  sich 
zu  derselben  Zeit  in  demselben  Oscillationszustande;  ihre  Aus- 
schläge sind  parallel  der  ^'-Axe.  Ueberdies  sind  die  Ausschläge 
aller  Theilchen,  welche  in  einer  zur  r-Axe  senkrechten  Ebene 
liegen ,  gleich.  Die  Grösse  der  Amplituden  für  eine  Reihe  von 
Theilchen,  die  auf  einer  mit  der  ^-Axe  parallelen  Geraden 
liegen,  ändert  sich  wie  eine  Sinusfunction ,  deren  Periode  Sld 
ist;  die  Dilatation  dagegen  ändert  sich  wie  die  entsprechende 
Cosinusfunction.  Die  Bäuche,  in  w^elchen  die  Amplitude  ihr 
Maxiraum  erreicht,  während  die  Dilatation  verschwindet,  tre- 
ten hiernach  auf  in  den  Ebenen,  für  welche  is  einen  der  fol- 
genden Werthe  hat: 
-^Sld,  -^Sld,  -^Sldy  +lSld,  +lSld,  +iSlS, 

die  Knotenebenen  hingegen,    in  welchen   die   Amplitude   ver- 
schwändet und  die  Dilatation  resp.  Compression  ihr  Maximum 
erreicht,   sind  die  Ebenen,   in  welchen  0  einen   der  folgenden 
Werthe  hat: 
-|-^*,  -Sld,  -ISld,  0;  +^Sld,  +Sld,  +lSld 

Wenn  der  schwingende  Körper  prismatisch  ist  und  seine 
Seitenflächen  der  ;^-Axe  parallel  sind,  während  die  Grund- 
flächen auf  derselben  senkrecht  stehen,  so  muss,  sofern  die 
Bewegung  erhalten  bleiben  soll,  auf  jede  Seitenfläche  ein  Nor- 
maldruck stattfinden,  dessen  Grösse  durch  den  Ausdruck: 

2lc7t       27t       .    27t, 

gegeben  ist,  während  auf  die  Grundflächen  der  normale  Druck: 

2U  +  2u)c7t       27t       .    27t  ^ 

wirken  muss. 

Es  ist  leicht,  die  vorhergehenden  Betrachtungen  auf  die- 
jenigen stehenden  Longitudinal- Schwingungen  auszudehnen,  für 
welche  man  hat: 


(.A    'i 


».♦'. 
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V^ccos  mx  cos  mz , 
sowie : 

V=  c  cos  mx  cos  my  cos  mz, 

welche  Functionen  ebenfalls  der  Bedingungsgleichung  I)  ge- 
nügen.    Aus  der  Combination  der  stehenden  Schwingungen: 

5  =  0,    1^  =  0;    i,^ccos-^zsin-^t 

und: 

t      A  A      <.  •    2;r  2jr, 

1  =  0,    ^==0,     i=^  —  csin-^zcos-^t, 

welche  unter  die  Klasse  der  betrachteten  fallen,  ergibt  sich 
als  resultirende  Bewegung: 

Hier  befinden  sich  nicht  mehr  allö  Theilchen,  sondern  nur 
solche,  die  auf  einer  zur  ;2f-Axe  senkrechten  Ebene  liegen,  in 
demselben  Oscillationszustande ,  und  wir  haben  es  hier  nicht 
mehr  mit  stehenden,  sondern  mit  fortschreitenden  Longitudinal- 
Schwingungen  zu  thun.  Der  Oscillationszustand,  welcher  zu 
einer  bestimmten  Zeit  in  einer  zur  j^-Axe  senkrechten  Ebene 
stattfindet,  pflanzt  sich  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  Sl 
in  der  Richtung  von  —  z  nach  +  z  fort.  Zwischen  zweien  die- 
ser Ebenen,  die  um  Sld  von  einander  abstehen,  sind  alle 
Oscillationsstufen  vertreten.  Der  Inbegriff  der  Theilchen  zwi- 
schen zwei  solchen  Ebenen  heisst  eine  ebene  Welle,  ^8  ihre 
Länge,  Sl  ihre  Geschwindigkeit. 

Bei  beliebiger  Wahl  der  Coordinatenaxen  und  des  An- 
fangspunktes der  Zeit  wird  eine  in  ebenen  Wellen  fortschrei- 
tende Bewegung  von  Longitudinal- Schwingungen  wie  folgt  dar- 
gestellt: 

i,:=^ccosa  sinFy     rj^^ccos ß  sinF,     ^=i c cos y  sin F, 

wo  zu  setzen  ist: 

2a 

jP=  -^^  (Slt^  \xcosa  +  ycosß  +  zcosy]  +  q)). 

Es  ist  alsdann  c  die  Amplitude  der  einzelnen  Schwingung, 
a,  ßj  y  sind  die  Winkel,  welche  die  Normale  der  Welle  mit 
den  Axen  einschiiesst. 
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Die  Theilchen  einer  Luftmasse,  welche  von  ebenen  Schall- 
wellen durchzogen  wird,  befinden  sich  in  dem  eben  betrach- 
teten Bewegungszustande. 

Man  bemerke  noch,  dass  zwei  in  derselben  Richtung  fort- 
schreitende ebene  Wellen  von  gleicher  Wellenlänge,  die  wir 
durch 

t==csin  ^  {£lt  —  z  +  9),      g'  =  c  sin  ^  {Ht  —  z  +  fp') 

darstellen  können,  sich  zu  einer  neuen  in  derselben  Richtung 
fortschreitenden  ebenen  Welle  zusammensetzen,  in  der  die 
Wellenlänge  auch  wieder  dieselbe  ist: 

Z:=Csin^(Slt-z  +  0)', 

die  Amplitude  C  und  die  Phase  <&  sind  gegeben  durch  die 
Gleichungen: 

2ä       ,     ,        27t     ,      ^       2jt  - 

23C       ,     ,    .    23r     ,      V-,   .    2ä  -. 

c  5*w  >^  i^  9?  +  <7  s^"^  7v^  9  =  Csm  Tri;  ^• 

&I0  &lö  &cO  , 

Entwickelt  man  hieraus  C,  so  kommt: 

C^  =  c^  +  c^  +  2cc  cos  ^^ (9  —  9?'), 

woraus  man  sieht,  dass  die  Amplitude  C  je  nach  dem  Phasen- 
unterschiede <p  —  (p'  alle  Werthe  von  0  bis  c  +  c  durchlaufen 
kann. 

Dagegen  setzen  sich  zwei  fortschreitende  Wellen  von  glei- 
cher Amplitude  und  entgegengesetzter  Richtung  zu  einer  stehen- 
den Schwingung  zusammen;  so  geben  die  beiden  Wellen: 

t^csin^^Slt  —  z  +  q)),    ^  =  csin-^{Slt  +  e  +  ^') 

als  Resultante  die  stehende  Schwingung: 

Z=2c«>s^[^+U9'-9)]««¥[<  +  ^} 

2.  Wenn  die  in  der  Bedingungsgleichung  I)  auftretende 
Grösse  F  eine  Function  der  Entfernung  r  von  der  z-Axe  ist, 
ausserdem  aber  keine  der  Coordinaten  enthält,  so  kann  man 
für  die  besagte  Gleichung  I)  schreiben: 
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7  WO  i  =  7r-=,  zu  setzen  ist.     Durch  die  Substitution: 


I 


s 

*■  =  ¥ 

geht  die  letzte  Gleichung  über  in  folgende: 

ds^       s     ds 
Substituirt  man  die  Reihe: 

F=  a^  +  a^x  +  a^a?  +  a^oi?  +  . . . . 

in  die  vorhergehende  Differentialgleichung;  so  findet  man  ein 
erstes  particuläres  Integral  derselben: 

welche  Reihe  für  jedes  5  convergirt.  Das  zweite  particuläre 
Integral  lässt  sich  bekanntlich  aus  dem  ersten  ableiten  und 
zwar  ist: 


y^ 


=  r  T—' 


Da  die  directe  Ausrechnung  dieses  Ausdruckes  beschwerlich 
sein  würde  I  so  bemerke  maU;  dass  V^  folgende  Form  haben 
muss: 

wofür  wir  setzen  wollen: 

V^=rjogs  +  B. 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  die  gegebene  Differential- 
gleichung;  wobei  zu  beachten  ist;  dass  Fj  dieselbe  befriedigt, 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  R: 

ds^      8  '  ds  s  '  ds 

Entwickelt  man  diese  Gleichung;  indem  man  für  R  und  V^ 
die  gleichgeltenden  Reihen  setzt;  so  gelangt  man  sofort  zur 
Bestimmung  der  Coefficienten  in  R  und  zwar  findet  man: 

2*  2*.4»     ^2».4^6*  2».4*.6».8*      ^"* 
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Hiernach  ist  nun  auch  das  zweite  particuläre  Integral  gefunden. 
Führt  man  folgende  Bezeichnung  ein: 

^  *  "^  ==  1  +  (-fj)5  +  (2!)^  +  (31)5  +  •  •  •  • ' 

SO  hat  man  für  das  vollständige  Integral  der  betrachteten  Dif- 
ferentialgleichung, wenn  noch  a  und  b  zwei  willkürliche  Con- 
stanten bedeuten: 


r„„p(_^l^)H..«(-^. 


Mittelst  dieser  Lösung  erhält  man  folgende  Componerften  für 
die  senkrecht  zur  e-Axe  vor  sich  gehenden  Schwingungen: 


.         /   dP , ,dQ\   .   2x, 
\    du        du/        0 

(   dP^,dQ\   .  In. 


WO  a  und  h  wieder  zwei  willkürliche  Constanten  bedeuten  und 

2 


"=-(ä)' 

zu  setzen  ist. 

Bei  der  gefundenen  Bewegung  befinden  sich  alle  Theilchen 
eines  Cy linders,  dessen  Axe  in  die  ;2?-Axe  fällt,  in  demselben 
Oscillationszustande. 

Es  ist  leicht,  die  obige  Analyse  auf  den  Fall  auszudehnen, 

wo   V  die  Form 

f{r)cosmz 

hat.    Setzt  man  m=  ^^,  so  findet  man  f(r)  =  clogcr,  wo  e 

und  c  constant  sind.  Ein  Hohlcylinder  zeigt  jetzt  Longitudinal- 
und  Radialschwingungen,  deren  Beschaffenheit  im  Einzelnen 
leicht  aufÄutinden  ist. 

3.  Es  kann  die  Function  F,  mittelst  deren  sich  die  Am- 
plituden darstellen  lassen,  bloss  die  Entfernung  r  von  einem 
festen  Punkte  enthalten.  Alsdann  erhält  man  stehende  Schwin- 
gungen, deren  Phase  für  alle  Theilchen  dieselbe  ist,  welche 
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auf  einer  um  den  festen  Punkt  beschriebenen  Kugelfläche  lie- 
gen, und  alle  Schwingungen  finden  in  der  Richtung  der  von 
diesem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  statt.  Die  Gleichung  I), 
die  zur  Bestimmung  der  Function  V  dient,  nimmt  alsdann 
diese  Oestalt  an: 

(Ir^       r     dr 
wo  7.:  =  -^-^  zu  setzen   ist.     Das  vollständige  Integral  dieser 

linearen  Differentialgleichung  können  wir  so  schreiben: 

r 
wo  a  und  6  willkürliehe  Cons tauten  sind.     Für  die  Ausschläge 
der  gefundenen  Bewegung  erhält  man  folgende  Ausdrücke: 

ilcoc  X  j 

-|-  sin  It  +  -^cosJl\  sin  I), 

ri^a  \^ sinIl-\'^^cosIi\  sinl), 

g  =  a  I  ^  sin  Ji+  -^  cos  11  >  sin  D , 

wo  gesetzt  ist:  kr+h  =  R,    -^^  =  i). 

Durch  Zusammensetzung  der  letzteren  Bewegung  und  einer 
zweiten  gleichartigen,  weicher  die  Function 

F  —  —  sin  (k  r  +  h) 

zu  Grunde  gelegt  ist,  und  bei  der  überdies  an  die  Stelle  von 

D  die  Grösse 7)  gesetzt  ist,  findet  man  eine  neue  Bewegung, 

die  sich  bei  gehöriger  Wahl  des  Zeitanfanges  wie  folgt  dar- 
stellen lässt: 

g  =  a  j  if  cos  F-\-~  s(»  i?' j , 

g  =  rt  j  -J  eoa  F  +  -^  sin  FJ  , 
wo  zu  setzen  ist:  J^'=  ä  ^~~^' ~x>A  ^'^^^"~ '-'' 
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Die  durch  diese  Gleichungen  bestimmte  Bewegung  besieht 
in  dem  gleichförmigen  Fortschreiten  und  Sich -Ausbreiten  sphä- 
rischer Wellen  mit  auf  diesen  senkrecht  stehenden  Schwingun- 
gen. Die  Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  ist  ß,  die  Breite 
einer  Welle  Hd.  Wenn  man  das  Vorzeichen  von  k  umkehrt^ 
erhält  man  eine  analoge  Bewegung  ^  wobei  sich  aber  die  sphä- 
rischen Wellen  gleichförmig  zusammenziehen. 

Die  betrachtete  Bewegung  lässt  sich  als  Resultante  zweier 
Bewegungen  mit  sphärischen  Wellen  betrachten,  deren  Phasen 

sich  um  ~  von  einander  unterscheiden,  und  von  denen  die 
eine  die  Amplitude  —  hat,  während  die  Amplitude  der  an- 
deren -g  ist.  Den  Ausschlag  jeder  der  beiden  Einzelbewegun- 
gen kann  man  in  der  Form 

f(r)cos\-^  t  —  lcrj 

darstellen.  In  einer  Entfernung  von  dem  Oscillationscentrum, 
d.  h.  dem  Mittelpunkte  der  Wellen,  welche  gegen  die  Breite 
der  Wellen  sehr  gross  ist,  verschwindet  die  zweite  Bewegung 
gegen  die  erstere,  und  hat  man  für  den  Ausschlag  in  der  Rich- 
tung eines  Strahles: 

so  dass  also  die  Amplitude  der  Entfernung  vom  Oscillations- 
centrum umgekehrt  proportional  ist. 

Denken  wir  uns,  dass  der  schwingende  Körper  von  einer 
Kugelfläche  begrenzt  werde,  welche  den  Wellenflächen  con- 
centrisch  ist,  so  erleidet  für  den  Fall,  dass  die  Bewegung  per- 
manent ist,  die  Oberfläche  allenthalben  einen  Normalzug,  für 
den  man  findet: 

,^     (X  +  2u)ak^    .    j.     ^        j2/.-        T.  .   2     .    ^1 
N=  ^ — ' — ^- 677?  I'  —2iin  {--  ros  F  +  —  sni F ] , 


wo  wieder  zu  setzen  ist: 


F^~{Slt^r). 


( 


l 
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Für  den  Weg  dSy  welchen  das  Flächenelement  während  der 
Zeit  dt  beschreibt^  findet  man^  wenn  0  den  Ausschlag  be- 
deutet: 


dt 


^\^^^s^nF+^,cosF)dt. 


I 


Hiernach  ist  die  von  der  Normalkraft  während  einer  Oscilia- 
tion  geleistete  Arbeit: 

0 

und  wenn  die  Osciilationsdauer  sehr  klein  ist,  wie  dies  mei- 
stens stattfindet;  so  kann  man  auch;  unter  n  die  Anzahl  der 
in  der  Zeiteinheit  ausgeführten  Oscillationen  verstanden;  für 
die  Arbeit,  welche  von  dem  schwingenden  Körper  auf  der 
Flächeneinheit  seiner  Oberfläche  während  einer  Oscillation  ge- 
leistet wird;  schreiben: 


2njr2(^)V9(^  +  2(i). 


Diese  Grösse,  welche  den  Effect  der  Schwingungen  an  der 
Oberfläche  misst;  ist  unter  übrigens  gleichen  Umständen  dem 

Quadrate  von  —  proportional;  und  somit  ist  letzteres  als  Maass 

der  Intensität  der  Schwingungen  zu  nehmen.  Mit  Rücksicht 
hierauf  ergibt  sich  der  Satz:  die  Intensität  der  Schwingungen 
ist  dem  reciproken  Quadrate  der  Entfernung  vom  Centrum  und 
für  grössere  Entfernungen  von  demselben  auch  annähernd  dem 
Quadrate  der  Amplitude  proportional. 


3.   Erforscliang  specieller  Fälle  osijlllatorischer  Bewegungen, 
bei  welolien  eine  Dilatation  nicht  stattfindet. 

Aus  der  Betrachtung  der  Bedingungsgleichungen  II)  für 
die  Hülfsfunctionen  w,  V;  «?,  durch  welche  sich  rotatorische 
Oscillationen  bestimmen,  ergibt  sich;  dass  für  jene  Functionen 
stets  solche  genommen  werden  können,  die  der  Bedingungs- 
gleichung I)  für  die  Hülfsfunction  longitudinaler  Schwingungen 
gentigen,  und  zwar  hat  man  nur  in  letzterer  die  Constante  £1 

Bear,  Eta^tieit&t  und  CapiilariUt.  L  g 
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durch  fi}  zu  ersetzen.  Indem  wir  daher  für  die  erwähnten 
Functionen  die  Formen  von  V  nehmen,  die  sich  im  vorher- 
gehenden Abschnitte  ergaben,  erhalten  wir  ebenso  viele  Be- 
wegungen, die  den  Elasticitätsgesetzen  genügen.  Auf  die  an- 
gegebene Weise  werden  die  meisten  der  in  der  Folge  betrach- 
teten Bewegungen  erhalten. 

1.    Setzt  man: 


2ä 

0)0 


^ 


wo  —  =  cj*  gesetzt  ist,  so  entspricht  dieser  Annahme  folgendes 

System  von  Ausschlägen^  unter  c  eine  willkürliche  Constante 
verstanden: 

5.2ä      ,   27t ,  _        , 

wo  O  17V 

Die  hierdurch  bestimmten  stehenden  Trans  versal  -  Seh  wingun- 
gen  sind  der  a;-Axe  parallel  und  für  alle  Theilchen  einer  zur 
j8f-Axe  senkrechten  Pibcne  gleich.  In  der  Richtung  der  jgr-Axe 
aber  ändert  sich  die  Amplitude  nach  dem  Gesetze  der  Sinus- 
function,  deren  Periode  od  ist.  Ein  mit  der  jer-Axe  paralleler 
Faden  des  Mittels  schwingt  wie  eine  gespannte  Saite.  Für 
ein  Element  der  Oberfläche,  dessen  Normale  mit  der  xr-Axe 
den  Winkel  y  und  mit  der  a:-Axe  den  Winkel  a  bildet,  er- 
geben sich  folgende  Componenten  der  anzubringenden  Kraft: 

A  =       ^  cos  —j^estn-^tcosy,       F=  0, 

(DO  €D0  0  '  ' 

«     2iiC7C      2ä      .    2«. 

Z  =    ^  ^    cos  — r  z  Sin  -ST  t  cos  ff. 

(DO  (00  O 

Die  Combination  der  betrachteten  Schwingungen  mit  folgen- 
dem gleichartigen  SystemÄ 

2ä  2jr 

i  =  ccos-^0cos-^t9      ^  =  0,      S  =  0, 

liefert  eine  durch  folgende  Gleichungen  dargestellte  Bewegung: 

2x 

i  =  ccos^{(ot-z),      iy  =  0,      g  =  0. 

Diese  Gleichungen  stellen  fortschreitende  Transversal- Schwin- 
gungen dar,  die  sämmtlich  gleich  gerichtet  und  geradlinig  po- 
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larisirt  sind.  Die  Wellen  sind  eben  und  stehen  auf  der  ;8f-Axe 
senkrecht.  Ihre  Fortpflajizungflgeschwindigkeit  ist  o,  ihre 
Brieite  od.  Für  die  Zusammensetzung  solcher  Schwingungen 
gelten  dieselben  Sätze,  wie  sie  früher  bei  den  Longitudinal- 
Schwingungen  aufgestellt  wurden. 

Aus  Schwingungen  der  hier  betrachteten  Art  werden  die 
Bewegungen  zusammengesetzt ^  auf  welche  man  die  Lichtphä- 
nomene zurückführt. 

2.  Die  Annahmen: 

sowie  die  anderen  Annahmen: 
1  =  0,    12  =  0,     e=jaP(^ —jj^lQ\^ —jjs-^n-^^, 

wo  für  h  wieder  die  Grösse  — ^  zu  setzen  ist,  und  auch  P  und 

CöO 

Q  die  denselben  im  vorigen  Abschnitte  Nr.  2  beigelegte  Be- 
deutung behalten,  führen  zu  stehenden  Schwingungen,  wobei 
alle  Theilchen  eines  Cylinders ,  dessen  Axe  in  die  0-Axe  fällt, 
stets  in  demselben  Oscillationszustande  sich  befinden.  Bei  der 
ersten  Annahme  oscillirt  ein  solcher  Cylinder  um  seine  Axe 
und  bei  der  zweiten  schwingt  er  in  der  Richtung  seiner  Axe 
hin  und  her.  Dass  die  zweite  Annahme  zulässig  ist,  zeigt 
die  Substitution  des  Werthes  für  %  in  die  dritte  Bewegungs- 
gleichung. 

3.  Man  erhält  durch  die  Annahmen: 

w  =  0,    t;==0,    tv  =  —--cos{kr-\-h) 

Ausschläge,  welche  durch  Ausdrücke  von  folgender  Form  dar- 
gestellt werden: 

g=— a^  ^sinR  +  ^cosRS  sinD, 
ri  =  al-^  sin R  +  --^cosR\  sin B , 

e==o, 

2ä  2  ?r 

wo  wieder   iJ  =  A'r  +  6,     D^-j-t,    ^"^^^^  gesetzt  ist. 
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Alle  Theilchen  einer  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen  Ku- 
gel befinden  sich  in  demselben  Oscillationszustande^  und  eine 
solche  Kugel  oscillirt  um  die  j2?-Axc.  Durch  Verbindung  der 
angegebenen  Bewegung  mit  einer  zweiten,  der  die  Function 

w  =  —  shi  {kr  +  b) 

zu  Grunde  liegt,  und  bei  der  an  die  Stelle  von  D  der  Aus- 

druck --T  — 2)  tritt,  findet  man  eine  Bewegung,  die  bei  g^höri- 

ger  Annahme  des  Zeitanfanges  sich  folgendermassen  darstellen 
lässt: 

ri  =  a  (^^cosF  +  ^sinFL 

e  =  o, 

wo  F^-^t-^kr  ist. 

0 

Die  so  gewonnene  Bewegung  besteht  in  fortschreitenden 
Querschwingungen;  die  Wellen  sind  sphärisch,  ihre  Breite  ist 
ad,  ihre  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  o. 

Wenn  die  Entfernung  vom  Centrum  der  Wellen  sehr  gross 
ist  im  Vergleich  zur  Breite  der  Wellen,  so  hat  man  annähernd 
für  den  auf  dem  Strahle  und  der  ier-Axe  senkrechten  Aus- 
schlag: 

ak      2ä,    ,       .    . 

—  cos  — s  ((Dt  —  r)  sifkWf 

wo  (p  die  Neigung  des  Strahles  gegen  die  z-Axe  bedeutet. 
Also  auch  bei  den  sphärischen  Wellen  der  Querschwingungen 
nimmt  die  Amplitude  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Radius- 
vector  ab,  wenn  letzterer  sehr  gross  ist. 

Wofern  der  schwingende  Körper  durch  eine  den  Wellen 
concentrische  Kugelfläche  begrenzt  ist,  muss  auf  das  Element 
der  Oberfläche  eine  Kraft  wirken,  die  in  die  Richtung  des 
Ausschlages  fällt,  also  eine  Tangentialkraft,  und  fllr  die  Grösse 
dieser  Kraft  ergibt  sich: 
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Für  die  Arbeit,  welche  diese  Kraft  während  einer  Oscillation 
Jeistet,  findet  man  in  ähnlicher  Weise  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte: 

—  /cftÄl  —  sin(pj  , 

wonach  für  die  bei  einer  Oscillation  geleistete  Arbeit  auch  ge- 
schrieben werden  kann: 


—  2n;r*(  —  sin  ff]  j/qii, 


unter  n  die  Anzahl  der  in  einer  Secunde  gemachten  Schwin- 
gungen verstanden.  Hiernach  ist  auch  die  Wirkung  der  trans- 
versalen Schwingungen  bei  sphärischen  Wellen  dem  umgekehr- 
ton Quadrate  der  Entfernung  vom  Centrum  unter  übrigens 
gleichen  Umständen  proportional  und  wird  annähernd  in  grösse- 
rer Entfernung  von  dem  Oscillationscentrum  durch  das  Quadrat 
der  Amplitude  gemessen. 

4.    Den  Bedingungsgleichungen  II)  für  die  Hülfsfunctionen 
wird  genügt;  wenn  man  setzt: 

Man  findet  dann  folgendes  System  von  Ausschlägen: 

j,  .    2jr      .    27C  .  .    27C      .    27t. 

i  =  ^aysin     ^zsin-^t,      ri^axsm — -^ßsm-zrty 
^        C30  0  '  od  0 

Es  bestimmen  aber  diese  Ausschläge  stehende  Torsionsschwin- 
gungen ^  wobei  jede  zur  ;8f-Axe  senkrechte  Ebene  um  letztere 
oscillirt;  so  dass  eine  solche  Ebene  lauter  in  demselben  Oscil- 
lationszustande  befindliche  Theilchen  enthält.  Als  Knoten- 
flächen treten  auf  die  Ebenen,  für  deren  Entfernungen  von 
der  a;^/- Ebene  man  hat: 


■  •  •  * 


Andererseits  treten  Bäuche  auf  in  den  Ebenen ,  denen  folgende 
Entfernungen  entsprechen: 

G)ä  cod  od       od        od        od 
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An  einer  cylindrischen  Grenzfläche,  deren  Axe  in  die  Tor- 
sionsaxe  fällt,  sind  keine  Kräfte  anzubringen.  Wird  aber 
überdies  der  Körper  von  zwei  auf  der  ^-Axe  senkrechten 
Grundflächen  begrenzt,  so  muss,  wenn  die  Bewegung  per- 
manent sein  soll ,  an  dem  Elemente  derselben  eine  Tangential- 
kraft wirken,  für  die  man,  unter  r  die  Entfernung  von  der 
Torsionsaxe  verstanden,  findet: 

jT— — ^-^— cos —^  0  Wl -^  t 

100  (00  0 

Durch  Combination  stehender  Torsionsschwingungen  kann 
man  eine  fortschreitende  Bewegung  ebener  Wellen  erhalten, 
die  um  eine  gemeinschaftliche  Axe  oscilliren. 


IV. 

Experimentelle  Prüfung  der  Theorie  der  oscillatori- 
sehen  Bewegungen  in  homogenen,  isotropen  Körpern. 


L   LongitTidinal-Soliwiligiiiigen  prismatisclier  Stäbe. 

Die  Gesetze ;  welche  sich  aus  der  Beobachtung  prismati- 
schei  Stäbe ;  die  durch  Längsstreichen  in  Schwingungen  ver- 
setzt werden ,  für  die  Enotenflächen  und  Bäuche  ergeben  haben, 
fallen  der  Hauptsache  nach  mit  denjenigen  zusammen,  die 
theoretisch  abgeleitet  werden  können,  indem  man  annimm t, 
dass  die  Bewegung  der  Stäbe  die  unter  III.  2.  Nr.  1  betrach- 
tete sei.  Gleichwohl  besteht  zwischen  dieser  und  der  wirk- 
lichen Bewegung  der  wesentliche  Unterschied,  dass  bei  letz- 
terer neben  den  Longitudinal- Schwingungen  nothwendig  auch 
eine  seitliche  Bewegung  der  Theilchen  eintreten  muss,  da  die 
seitliche  Contraction  und  Dilatation  nicht  durch  Kräfte ;  die 
an  der  Oberfläche  wirken,  aufgehoben  wird.  Wenn  aber  die 
Stäbe  einen  nur  kleinen  Querschnitt  haben  ^  so  darf  man  an- 
nähernd ein  von  zwei  unendlich  nahen  Querschnitten  begrenz- 
tes Stück  des  Stabes  als  ein  cubisches  Element  behandeln, 
d.  h.  man  darf  von  der  seitlichen  Bewegung  seiner  Theilchen 
absehen,  femer  auch  die  elastische  Kraft  sowie  die  Longitu- 
dinal-Schwingungen  als  für  die  verschiedenen  Punkte  des 
Querschnittes  constant  betrachten,  zugleich  aber  muss  man 
alsdann  für  die  Grösse  der  elastischen  Kraft  den  Ausdruck: 

dt 
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setzen,   wenn  q  den  ElasticitÄtscoefficienten,    i  den  mittleren 

Ausschlag  des  Querschnittes  parallel  der  ^ef-Axe  bedeutet.     An 

die  Stelle  der  Grösse  A  +  2ft  im  Obigen,  welche  mit  dem  Quo- 

K 
tienten—  für  eine  Dehnung  ohne  seitliche  Contraction  zusam- 

N 
menfällt,  tritt  also  jetzt  der  Werth  des  Quotienten  —  für  eine 

Dehnung,  bei  der  die  Seitenflächen  keiner  Kraft  ausgesetzt 
sind.  Dies  angenommen,  hat  man  also  zur  Darstellung  der 
in  Longitudinal  •  Schwingungen  bestehenden  Bewegungen  des 
Stabes : 

6  =  0,    17  =  0,    l^csxn-^^zsm-^t, 


wo  jetzt  zu  setzen  ist: 


«■-/l^ 


dabei  ist  q  auszudrücken  in  der  Einheit ,  wonach  wir  die  Kräfte 
messen,  also  in  Grammen,  und  q  bedeutet  die  Masse  der  Vo- 

lumeneinheit .  wofür  wir  also  —  setzen    müssen,    unter    d   die 

9 

Dichte  oder  das  specitische  Gewicht  der  Substanz,  und  unter 
^  =  980,S8  die  Beschleunigung  der  Schwere  verstanden. 

Wenn  das  eine  Ende  des  Stabes  eingeklemmt  ist,  während 
das  zweite  Ende  frei  bleibt,  so  wird  jenes  eine  Knotenfläche 
und  an  diesem  tritt  ein  Bauch  auf,  indem  nur  dann  die  Be- 
wegung fortdauern  kann,  ohne  dass  auf  das  freie  Ende  ein 
äusserer  Normaldruck  wirkt.  In  diesem  Falle  ist  also,  wenn 
l  die  Länge  des  Stabes  ist  und  der  Anfangspunkt  in  das  feste 
Ende  gelegt  wird: 

^          .    ("2*+l)3r      .    'Ijt ^ 
g  =  c  sm ^n-^—  -^  ^^^^  ~ir  ^j 

wo  i  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.    Man  bat  mitiiin: 

Nach  gehöriger  Substitution  ergibt  sich  aus  letzterer  Formel, 
unter  n  die  Anzahl  der  in  der  Zeiteinheit  staltfindenden  Oscil'^ 
lationen  verstanden: 


_  f 
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2/+1  , 


d 


Die  Zahl  n  fällt  mit  der  Schwingungszahl  des  Tones  zusam- 
men, der  durch  Mittheilung  der  oscillatorischen  Bewegung  an 
das  den  Stab  umgebende  Mittel  erregt  wird.  Aus  der  letzten 
Formel  ersieht  man^  dass  die  Schwingungszahlen  der  verschie- 
denen Töne,  die  der  Stab  erregen  kann,  sich  wie  die  Zahlen 
1,  3,  5....  verhalten.  Aus  dem  tiefsten  dieser  Töne,  dem 
Grundton  des  Stabes,  ergibt  sich  für  den  Elasticitätscoef- 
ficientcn : 

g  = 

9 

Aus  einer  Reihe  von  Versuchen,  welche  Wertheim  an  den- 
selben Metallstäben  oder  Drähten  vornahm,  auf  die  sich  die 
früher  aufgeführte  Tabelle  bezieht ,  ergaben  sich  für  die  zuletzt 
aufgeführte  Grösse  die  folgenden  Werthe,  die  sich  wiederum 
auf  einen  Querschnitt  von  einem  Quadratcentimeter  beziehen, 
und  deren  Einheit  eine  Million  Gramme  ist. 


MetaU: 


Blei  . 
Gold 
Silber 
Zink. 


Dichte: 


11,232 

18,035 

10,304 

7,146 


ElMticitfitH- 
coefflcient: 


215 
037 
724 
034 


Metall: 


Kupfer  . 
Platin  . 
Eisen  .  . 
Gussstahl 


Dichte : 


8,93() 

21,083 

7,757 

7,719 


ElasticltAts- 
coefflclent: 


1254 
1561 
1993 
1944 


Schema  eines  Versuches.  Ein  Golddraht  von  93,S*^ 
Länge,  0,211°""  Radius  und  dem  specifischen  Gewichte  18,035 
gab,  an  beiden  Enden  eingeklemmt  und  durch  Längsstriche 
in  Schwingungen  gesetzt,  einen  Grundton,  dessen  Schwingungs- 
zahl mit  Hülfe  des  Sonometers  zu  992,2  bestimmt  wurde.  Ein 
an  beiden  Enden  eingeklemmter  Stab  zeigt  dieselben  Longi- 
tudinal-Schwingungen,  wie  wenn  er  in  der  Mitte  befestigt  und 
an  beiden  Enden  frei  ist,  also  auch  wie  ein  an  einem  Ende 
eingeklemmter  Stab  von  der  halben  Länge.  In  die  obige 
Formel  für  q  ist  also  zu  setzen:  d^  18,035,  ?  =  46,9,  n  =  992,2, 
woraus  sich  q  zu  637  Millionen  Gramm  ergibt. 
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Wie  man  sieht;    nähern    sich  die  aus  den  Longitudinal- 

N 
Schwingungen  abgeleiteten  Werthe  des  Quotienten  —  den  aus 

c 

den  Dehnungsversuchen  unmittelbar  gefundenen. 

Die  betrachtete  oscillatorische  Bewegung  mit  stehenden 
Wellen  lässt  sich  als  Resultante  zweier  oscillatorischer  Be- 
wegungen mit  fortschreitenden  Wellen  auffassen.  Die  Glei- 
chungen der  letzteren  sind,  wie  man  leicht  findet;  und  wenn 
man  von  den  Componenten  6  und  ij,  welche  verschwinden, 
absieht: 

so  dasB  sich  also,  wie  auch  schon  früher  erörtert  wurde,  die 
zu  der  Axe  des  Stabes  senkrechten  Wellen  jener  zwei  Be- 
wegungen nach  entgegengesetzten  Richtungen,  aber  mit  glei- 
cher Geschwindigkeit  H'  fortpflanzen.  Auch  die  Wellenlängen 
sind  gleich,  nämlich  gleich  fl'd.  Die  Grösse  £1'  lässt  sich 
hiernach  als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ebener  Wel- 
len von  Longitudinal- Schwingungen  oder  als  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  in  dünnen  prismatischen  Stäben 
mit  freien  Seitenflächen,  und  zwar  längs  deren  Axe,  auffassen. 
Die  Grösse  Ä  aber  bedeutet  nach  dem  Früheren  die  Geschwin- 
digkeit des  Schalles  in  einer  unbegrenzten  Masse  oder  auch 
in  dünnen  prismatischen  Stäben,  wofern  auf  deren  Seitenflächen 
solche  Druck-  oder  Zugkräfte  wirken,  wie  sie  der  betrach- 
teten oscillatorischen  Bewegung  entsprechen.  Für  das  Verhält- 
niss  der  beiden  Geschwindigkeiten  hat  man: 


+  li)  (A  +  2/i) 


(3A  +  2^)     ' 

so  dass   sich  je  nach   den   Annahmen  A  =  ^  oder  A  =  2ft   die 
Beziehungen: 

.fö  =  aYf   oder  £l  =  Sl'yi 
ergeben. 

Wir  lassen  hier  eine  Tabelle  über  die  Geschwindigkeit 
des  Schalles  in  prismatischen  Stäben  (oder  Drähten)  verschie- 
dener Metalle  folgen,  wie  sie  sich  aus  den  citirten  Versuchen 
von  Wertheim,   sowie  aus  Versuchen  Masson's  (Poggend. 
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Annalen^  Bd,  CHI:  Schallgeschwindigkeit  in  Metallen)  ergeben 
haben.  Die  von  AVcrtheim  herrührenden  Zahlen  beziehen 
sich  auf  dieselben  Metalle  ^  welche  wir  früher  hervorgehoben 
haben;  und  denselben  ist  als  Einheit  die  nach  Moll  zu  332;244 
Meter  angesetzte  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft  zu 
Grunde  gelegt.  Die  Einheit  für  die  von  Massen  herrühren- 
den Data  ist  333  Meter. 


»etaU: 

Schall- 
geschwindigkeit 

nach 

ITeUU: 

SchaU- 
geschwindigkeit 

nach 

Werlhetni :       MaMHOn : 

Wertheim :      Masson : 

Blei.   .   .  . 

4,120 

3,976 

Zink    .   .   . 

10,774 

11,14 

Gold    .   .   . 

5,()ü3 

6,27 

Kupfer    .  . 

11,167 

11,52 

I    Kuidmimn  . 

— 

7,55 

Kobalt    .   . 

— 

14,23 

Zinn    .   .   . 

— 

7,95*3 

Stahl  .   .   . 

14,901 

14,88 

Silber .   .   . 

7,*K)3 

7,957 

Nickel     .   . 

— 

14,98 

Platin .   .   . 

8,111 

8,41 

Eisen  .  .  . 

15,108 

15,108 

Palladium  . 

— 

9,81 

AlnmininTTi 

— 

15,375 

Messing  .   . 

10,48 

'i. '  Es  liegt  nahe ,  die  vorhergehenden  Betrachtungen  auf  flüs- 
sige Körper  auszudehnen  ^  die  in  dünnen  prismatischen  Röh- 
ren; in  Pfeifen,  zum  Tönen  gebracht  werden.  Gehen  wir  zu 
den  Grundgleichungen  für  die  Elasticitäts- Phänomene  zurück, 
so  bemerkt  man,  dass  dieselben  den  flüssigen  Körpern  an- 
gepasst  werden,  wenn  man  (i  verschwinden  lässt,  weil  bei 
diesen  Körpern  wegen  der  leichten  Verschiebbarkeit  ihrer 
Theilchen  keine  Tangentialcomponenten  der  Elasticitätskraft 
auftreten  können.  Durch  jene  Annahme,  wodurch  die  gedach- 
ten Gleichungen  sich  in  die  Grundgleichungen  der  Hydrostatik 
verwandeln,  wird  die  Unabhängigkeit  des  Druckes  von  der 
Richtung  bedingt,  und  geht  die  Grösse  A  in  den  Quotienten  q 
aus  der  cubischen  Compression  in  den  Druck  über.  Für  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinal^n  Schwingun- 
gen in  einer  unbegrenzten  Masse  kommt,  wenn  die  früheren 
Bezeichnungen  ungeändert  beibehalten  werden: 


Sl 


Vi- 
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Es  fällt  ferner  die  Unterscheidung  zwischen  Sl  und  Sl'  fort, 
80  dasB  man  für  die  Oscillationsdauer  des  Grundtones  einer 
Pfeife,  je  nachdem  sie  offen  oder  gedeckt  ist,  die  eine  oder  die 
andere  der  beiden  Relationen 

hat.  In  dem  ersten  Falle  nämlich  wird  sowohl  an  der  Lippe, 
wie  auch  an  dem  offenen  Ende  ein  Bauch  auftreten  müssen, 
während  in  dem  zweiten  Falle  die  Basis  der  Pfeife  eine  Kno- 
tenfläche sein  muBS.  Obige  Resultate  lassen  sich  bei  gasförmi- 
gen Flüssigkeiten  in  befriedigende  Uebereinstimmung  mit  den 
Ergebnissen  des  Versuches  bringen,  wie  jetzt  gezeigt  wer- 
den soll. 

Bei  einem  Gase,  welches  unter  einem  Drucke  von  h  Cen- 
timetern  Quecksilber  steht,  ist,  dem  Mariotte'schen  Gesetze 
zufolge,  wenn  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  durch  D  be- 
zeichnet wird: 


3  =  ÄD,         £l  =  j/gh^. 


In  dem  Ausdrucke  für  q  ist  auf  einen  bei  Gasen  ins  Gewicht 
fallenden  Umstand  keine  Rücksicht  genommen,  nämlich  die- 
Wärmeentwickelung  während  einer  Compression  und  Wärme- 
bindung während  einer  Dilatation.  Diese  bewirkt,  dass  wäh- 
rend der  Volumenänderung  demselben  Drucke  oder  Zuge  eine 
geringere  Compressions -  oder  Dilatationsgrösse  entspricht,  als 
das  Mariotte 'sehe  Gesetz  angibt.  Um  ein  Gasvolum,  dessen 
Gewicht  1  ist  und  das  unter  dem  Drucke  P  steht,  um  1®  C. 
zu  erwärmen,  während  es  sich  dabei  ausdehnen  kann,  sind  c 
Wärmeeinheiten  erforderlich,  wenn  c  die  specifische  Wärme 
des  Gases  bei  constantem  Drucke  ist  Wird  aber  demselben 
Gase,  während  es  um  l  *^  C.  erwärmt  wird ,  nicht  gestattet,  sich 
auszudehnen.,  so  wird  es  eines  kleineren  Wärmequantums  c 
bedürfen,  unter  c  die  specifische  Wärme  des  Gases  bei  con- 
stantem Volumen  verstanden.  Die  der  Erwärmung  entsprechende 
Ausdehnung  im  ersten  Falle  oder  der  Ausdehnungscoefficient 
des  Gases  sei  a.  Alsdann  schliessen  wir,  dass  der  Compres- 
sion a  eine  Entwickelung  von  c  —  c  Wärmeeinheiten  entspricht. 
Diese  Wärme  erhöht  die  Temperatur   des   Gases,   wenn   sie 
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rascher  mitgetheilt  wird,  als  der  Druck  nachgeben  kann,  um 

^^^  Grade  und  vermehrt  somit  den  Druck  um  «(-r  — l)P. 
c  \c        / 

Wenn  folglich  die  Compression  in  sehr  kurzer  Zeit  vQp  statten 
geht,  so  entspricht  der  Aenderung  a  des  Volumens  dem  Ma- 
riotte'schen  Gesetze  zufolge  die  Aenderung  aP  des  Druckes, 
und  überdies  wegen  der  Wärmeentwickelung  die  Aenderung 

clI-t—i)  P,  im  Ganzen  also  die  Aenderung  a  -rP,  Mit  Rück- 
sicht hierauf  haben  wir  also  zu  setzen: 


q  =  hD^,,    Sl^f/hg^A' 


Für  atmosphärische  Luft  ist  nach  directen  Versuchen  von  Gay- 
Lussac  und  Welter: 

^  =  1,372. 

Femer  hat  man  für  die  Temperatur  0°,  das  Niveau  des  Mee- 
res und  die  geographische  Breite  von  45^: 

D 

^  =  10517; 

(BegnauU,  Determination  du  poids  du  litre  d'air;  Memoires  de 
Vinstitiit  de  France,  tonte  XXI), 

Setzt  man  endlich  5^^=  980,88,  so  ergibt  sich  für  die  er- 
wähnte Temperatur  und  den  Barometerstand  ^  =  76*^  mitteist 
der  obigen  Formel: 

Sl  =  327,97  Meter, 

was  von  dem  Ergebnis  s  directer  Versuche  über  die  Schall- 
geschwindigkeit um  weniger  als  anderthalb  Procent  abweicht. 
Es  kann  diese  Abweichung  nicht  befremden,  wenn  man  die 

beträchtlichen  Unterschiede  in  den  Werthen  für  -  bedenkt,  wie 

c 

sie  von  verschiedenen  Forschem  gefunden  wurden.  Nimmt 
man  für  Ä  den  von  Moll  gefundenen  Werth,  für  den  wir  als 
Mittel  aus  verschiedenen  Berechnungen  der  Beobachtungsrosul- 

tate  332,2  Meter  nehmen  können,   so  liefert  obige  Gleichung 

c  .         ■     • 

umgekehrt  für  -7  den  Werth  1,41 ,  was  auch  durch  die  Resul- 
tate der  mechanischen  Wärmetheorie  bestätigt  wird. 
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Die  oscillatorische  Bewegung  eines  Gases  in  einer  tönen- 
den Pfeife  muss  nicht  unerheblich  von  der  regelmässigen  Be- 
wegung abweichen,  für  welche  die  oben  mitgetheilten  Formeln 
gelten,  selbst  wenn  der  Stoff  der  Pfeife  nur  wenig  biegsam 
ist  urid  als  starr  betrachtet  werden  darf.  Sowohl  in  der  Ge- 
gend der  Lippe,  wie  auch,  wenn  die  Pfeife  offen  ist,  in  der 
Gegend  des  offenen  Endes  werden  nothwendig  merkliche  Per- 
turbationen  der  regelmässigen  Bewegung  eintreten.  Hiemach 
wird  es  folglich  nicht  gestattet  sein ,  die  Entfernung  der  Lippe 
von  dem  offenen  Ende  als  die  Länge  der  Luftsäule  zu  betrach- 
ten, die  dem  Tone  der  Pfeife  entspricht.  Nach  den  Versuchen 
von  Wertheim  (Memmre  sur  la  vitesse  du  son  dans  les  li- 
quides; Annales  de  Giimie  et  de  Physique,  5**  serie,  fome  XXII) 
scheint  es  jedoch,  als  ob  bei  Pfeifen  von  demselben  Durch- 
messer und  für  dieselbe  Stärke  des  Windes  der  Unterschied 
zwischen  der  theoretischen  und  empirischen  Länge  merklich 
constant  ist.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Länge  einer  offenen 
Pfeife,  d.  i.  die  Entfernung  der  Lippe  von  dem  offenen  Ende, 
durch  L,  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  wie  vorher  durch 
Sl  und  die  Anzahl  der  Schwingungen,  welche  dem  Grundtone 
entspricht,  durch  w,  so  hat  man,  unter  ^L  die  Correction  ver- 
standen, die  an  der  empirischen  Länge  anzubringen  ist,  um 
die  theoretische  Länge  zu  erhalten: 

Sl  =  2n{L  +  JL). 
Nun  bestimmte  Wert  heim,  um  eine  seiner  Versuchsreihen 
hervorzuheben,  die  derselben  Windstärke  entsprechenden  Grund- 
töne bei  einer  Pfeife  aus  Metall,  deren  ursprüngliche  Länge 
mittelst  zweier  Ansätze  verdoppelt  und  verdreifacht  werden 
konnte.  Die  Schwingungszahlen  wurden  mittelst  eines  Sono- 
meters  bestimmt,  dessen  Grund  ton  bekannt  war.  Die  Tem- 
peratur betrug  8^  0.     Es  ergaben  sich  folgende  Resultate: 


Li 

2n, 

A 

2«, 

L, 

2»«8 

33,25 

847,7 

6C,60 

450,6 

100,05 

315,3 

Wenn  man  unter  Zugrundelegung  obiger  Werthe  aus  der  Re- 
lation : 


\ 
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Wj  (Li  +  ^L)  =  n^  (Lg  +  JL)==n^  (Z/3  +  ^L) 
die  drei  Werthe  von  ^JL  berechnet,  die  sich  durch  Combina- 
tion  je  zweier  der  Versuche  bestimmen,  so  findet  man: 

6,24,      6,31,      6,42. 
Corrigirt  man  jetzt  mit  dem  Mittel  dieser  Werthe  die  Längen 
der  Pfeifen  und  bestimmt  die  entsprechenden  Werthe  der  Ge-. 
schwindigkeit  1^,  so  findet  man  bezüglich  in  Metern: 

335,43,      335,14,      335,38. 
Da  aber  femer  zwischen  den  Geschwindigkeiten  SIq  und  Hg  bei 

0**  und  t^,  wie  aus  dem  Obigen  folgt,  die  Relation 

iß/ 
Sil  

^     •/ 1  +  0,003665  t 
besteht,  so  berechnet  sich   aus   dem  Mittel  der  für  8^  gefun- 
denen Werthe  von  £1  der  Werth  dieser  Grösse  für  0^  und  den- 
selben Barometerstand,  wie  er  bei  dem  Versuche  stattfand,  zu 

330,51  Meter. 
Wir  theilen  hier  auch  noch  einige  der  Resultate  mit,  zu  wel- 
chen Dal  eng  (Recherches  sur  la  clialeur  speeifiqtie  des  fluides 
elaMiques;  Anncdes  de  Chimie  et  de  Physique,  tonte  XLI)  bei 
seinen  Versuchen,  die  Schallgeschwindigkeit  in  verschiedenen 
Gasen  mit  Hülfe  von  Pfeifen  zu  bestimmen,  gelangt  ist.  Der- 
selbe ermittelte  den  Grundton  einer  und  derselben  offenen 
Pfeife,  während  sie  der  Reihe  nach  mittelst  verschiedener  Gase 
und  kei  gleichem  Drucke  angeblasen  wurde.  Aus  den  Schwin- 
gungszahlen der  so  beobachteten  Töne  konnte  alsdann  mit  Be- 
rücksichtigung der  Temperatur  auf  das  Verhältniss  der  Schall- 
geschwindigkeit geschlossen  werden ,  da  durch  directe  Versuche 
nachgewiesen  war,  dass  die  Knotenfläche  bei  den  verschiede- 
nen Gasen  an  derselben  Stelle  des  Pfeifenrohres  auftrat.  Die 
zweite  Columne  der  folgenden  Tafel  enthält  die  Schallgeschwin- 
digkeit £1  in  einigen  Gasen  für  die  Temperatur  von  0^  und 
in  Metern  ausgedrückt,  wie  sie  sich  aus  den  Beobachtungen 
Dulong's  berechnet,  wenn  die  Geschwindigkeit  in  der  Luft 
bei  0®  und  76*"  Druck  zu  333  Meter  und  für  den  Ausdehnungs- 
coefficienten  zum  Behufe  der  Reduction  der  Temperaturen  der 
der  atmosphärischen  Luft  angenommen  wird,  was  ohne  merk- 
Kchen  Fehler  gestattet  ist.     Die   Tabelle  enthält  ferner  noch 


96 


Experimentelle  Prüfung  der  Theorie  der  oscillatorischen 


die  Dichtigkeiten  S  der  untersuchten  Grase;  die  der  atmosphä- 
rischen Luft  gleich  Eins  gesetzt,  nach  Regnault  (Becherches 
sur  les  chaleurs  specifiques  des  fluides  elastiques;  Compt.  rend., 
tonte  XXXVI).  Endlich  sind  die  Werthe  des  Verhältnisses 
c:c  der  beiden  specifischen  Wärmen  aufgeführt;  wie  sie  sich 
mittelst  der  theoretischen  Formel  aus  den  beobachteten  Schall- 
geschwindigkeiten berechnen. 


Gas: 

Sl 

8 

c:c' 

Atmosphärische  Luft 

Sauerstoff 

Wasserstoff 

Kohlenoxyd     .... 

333,00 

316,54 

1263,30 

338,23 

1,0000 
1,1056 
0,0692 
0,9074 

1,414 
1,413 
1,409 
1,412 

Die  Formel  für  die  Schallgeschwindigkeit  in  einer  un- 
begrenzte^ flüssigen  Masse  lässt  sich  auch  für  eine  tropfbare 
Flüssigkeit;  das  Wasser,  verificiren.  Wir  besitzen  nämlich 
eine  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  in  diesem  Körper 
durch  Versuche,  welche  Co  Iladon  und  Sturm  am  Genfer 
See  anstellten.  Dieselben  bestimmten  die  gedachte  Geschwin- 
digkeit für  die  Temperatur  9^  zu  1435  Metern,  Andererseits 
fand  Grassi  (Note  sur  la  compressibilite  des  liquides;  Compt, 
rend,f  toine  XXVII)  für  die  Corapressibilität  des  Wassers  bei 
0®  und  lOyS  bezüglich  die  Werthe  0,0000506  und  0,0000487, 
wenn  der  Druck  einer  Atmosphäre  gleichkommt.  Für  «9**  ist 
somit  die  Compressibilität  gleich  0,000049  und  folglich 

^ ^ ^980,88.76.13,5-93  .  ^^^^„  ^  ^^3^  ^^^^^ 
r  49 

Die  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  in  tropfbaren 
Flüssigkeiten  mittelst  Pfeifen,  die  in  der  betreffenden  Flüssig- 
keit in  ähnlicher  Weise,  wie  die  gewöhnlichen  Pfeifen  in  der 
Luft,  zum  Tönen  gebracht  werden,  hat  zuerst  Wertheim 
versucht;  die  Ergebnisse  der  Versuche  hat  derselbe  in  dem 
zuletzt  citirten  Memoire  veröffentlicht.  Eine  Zusammenstellung 
seiner  Resultate  ist  in  der  folgenden  Tabelle  enthalten;  es  be- 
deutet wie  früher  L  die  Länge  der  offenen  Pfeifen,  n  die 
Schwingungszahl  des  Grundtones,  so  dass  die  Grösse  2nL :  100 
die  Schallgeschwindigkeit  in  Metern   darstellen  würde,   wenn 


»   • 


/ 


■^A 
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die   Verhältnisse   bei   den   tropfbaren  Flüssigkeiten   dieselben 
wären;  wie  bei  den  gasförmigen. 


Tlttsigkeit: 


Seinewasser 


•   «•••••■• 


>» 


»1 


»» 


» 


Künstliches  Meerwasser 

Ldsnng  Ton  Chlomatrium  .... 
„  schwefelsaurem  Natron 
„  kohlensaurem  Natron  . 
salpetersaurem  Natron 


»» 


jt 


11 


11 


11 


11 


Chlorcalcium 


Gewöhnlicher  Alkohol  von  36^ 

Absoluter  Alkohol 

Terpentinöl 

Schwefeläther 


Tempe- 
ratur: 

Dichte: 

15?0 

0,0996 

30,0 

0,9963 

40,0 

0,9931 

50,0 

0,9893 

60,0 

0,9841 

20,0 

1,0264 

18,0 

1,1920 

20,0 

1,1089 

22,2 

1,1828 

20,9 

1,2066 

22,5 

1,4322 

20,0 

0,8362 

23,0 

0,7960 

24,0 

0,8022 

0,0 

0,7529 

2nL :  100 


1173,4 
1250,9 
1324,8 
1349,0 
1408,2 
1187,0 
1275,0 
1245,0 
1301,8 
1363,5 
1616,3 
1049,9 
947,0 
989,8 
946,3 


Wie  wir  aus  der  obigen  Tabelle  ersehen,  bleibt  der  Aus- 
druck 2wi:  100  beim  Wasser  um  Erhebliches  hinter  dem  di- 
rect  beobachteten  Werthe  der  Schallgeschwindigkeit  in  dieser 
Flüssigkeit  zurück.  Wertheim  glaubt,  es  sei  diese  Differenz 
durch  die  Annahme  zu  heben,  dass  bei  den  Flüssigkeiten  eben 
sowohl,  wie  bei  den  festen  Körpern,  zwischen  den  Grössen  ß 
und  ß'  unterschieden  werden  müsse.  Um  die  Sctallgeschwin- 
digkeit  ß  der  Flüssigkeiten  für  eine  unbegrenzte  Masse  zu 
erbalten,  müssen  die  aus  den  Versuchen  mit  Pfeifen  abgeleite- 
ten Werthe  von  Sl'  mit  der  Grösse 


/ 


(A  +  ^)(A  +  2/i) 


ft(3A-l-2ft) 

multiplicirt  werden,  für  welche  letztere  derselbe  Forscher  in 
Uebereinstimmung  mit  seiner  Annahme  A  =  2fi  den  Werth 
y^  setzt. 

2.   TransversalsclLwingungen  eines  prismatisclieii  Stabes. 

Die  Elasticitätskraft ,  welche  durch  Biegung  eines  an  einem 
Ende  eingeklemmten  Stabes  mit  centrischem  Qaerschnitte  auf 

Beer,  RUslicillt  vnd  CapilUrität.    I.  7 
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einem  Schnitte  entwickelt  wird,  der  zur  gebogenen  Axe  des 
Stabes,  der  elastischen  Curve,  senkrecht  geführt  ist,  besteht, 
wenn  die  Längsflächen  keinen  Druck  erleiden ,  aus  einer  Kraft 
Ty  die  im  Mittelpunkte  des  Schnittes  angreift  und  in  der  Bie- 
gungsebene  liegt,  und  einem  Gegenpaare  6f,  das  in  d^e  Bie- 
gungsebene fällt.  Das  Moment  dieses  G-egenpaares  beträgt  bei 
dem  paralielepipedischen  und  cylindrischen  Stabe  bezügl^P 
nach  IL  4: 

—  ^^7m  und  —  --nr  > 

wenn,  wie  früher,  i?  den  Krümmungshalbmesser  der  elastischen 
Curve  an  der  betrachteten  Stelle,  r  den  Halbmesser  des  cy- 
lindrischen Stabes,  6  und  c  resp.  die  zur  Biegungsebene  pa- 
rallele und  die  zur  Biegungsebene  senkrechte  Kante  des  pa- 
ralielepipedischen Stabes  bedeuten.  Die  Länge  des  Stabes 
werde  durch  l  bezeichnet.  Die  Coordinatenaxen  sollen  die- 
selben bleiben,  wie  oben  (II,  4). 

Es  mögen  unter  den  Kräften,  die  auf  den  gebogenen  Stab 
einwirken,  keine  vorhanden  sein,  die  die  Seitenflächen  an- 
greifen. Es  werde  femer  der  Querschnitt  durch  cd,  die  Com- 
ponenten  der  Kraft  T  durch  ojX,  cdF,  die  Componenten  der 
Kraft,  die  auf  die  einzelnen  Theilchen  einwirkt,  solche  auf 
die  Masseneinheit  bezogen,  durch  X,-,  Z,-  bezeichnet.  Durch 
zwei  zur  gebogenen  Mittelebene  senkrechte  unendlich  nahe 
Querschnitte;  die  den  Bogen  s  und  s  +  ds  entsprechen,  wird 
ein  Element  des  Prismas  bestimmt,  an  dem  folgende  Kräfte 
thtttig  sind.  An  der  einen  Endfläche  wirkt  das  Gegenpaar  6r,, 
in  der  Mitte  derselben  wirkt  die  Kraft  mit  den  Componenten 
oX,,  ioYf,  An  der  zweiten  Endfläche  wirkt  das  Qegenpaar 
—  Gs^ds}  und  im  Mittelpunkte  derselben  wirken  die  Compo- 
nenten —  aXf^fisy  —  (oYs-^ds'  In  dem  Schwerpunkte  des 
körperlichen  Elementes  endlich  lassen  sich  die  an  den  einzelnen 
Theilchen  wfrkonden  Kräfte  vereinigen  und  diese  liefern  die 
Componenten  gcoXids,  QfoYids,  Da  nun  das  Element  im 
Gleichgewichte  sein  muss,  wenn  man  es  frei  macht,  zugleich 
aber  den  Zusammenhang  mit  den  übrigen  Theilen  des  Prismas 
durch  die  erwähnten  Elasticitätskräfte  ersetzt,  so  hat  man: 
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^      dX  ^y.      dY 

Für  die  beiden  ersten  Gleichungen  kann  man ,  wenn ,  wie  unter- 
stellt werden  soll,  an  dem  zweiten  Ende  des  Stabes  keine 
Zug-  oder  Druckkraft  wirkt,  setzen: 

Xids,        Y=-qJ    Yids, 

8  8 

und  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  ersten  Gleichungen  kann 
man  für  die  dritte  Gleichung  schreiben: 


dG 


+  a 


(4: -^2)-»- 


ds 

Wir  beschränken  uns  hier  auf  den  Fall,  wo  die  Transversal- 
Schwingungen  des  Stabes  sehr  kleine  Amplituden  haben  und 
an  dem  Stabe  keine  äusseren  Kräfte  wirken.  Die  verlorenen 
Kräfte  sind  dann: 

wenn  f]  den  dem  Punkte  mit  der  Abscisse  x  entsprechenden 
Ausschlag  der  Axe  des  Stabes  bedeutet.  Es  ist  also  den  oben 
gefundenen  Gleichungen  zufolge,  da  man  noch  den  Bogen  s 
durch  die  Abscisse  x  ersetzen  kann: 

^='>>    ''=^J  1^'-'^  ^■f+"^-«- 

X 

Die  zwei  ersten  Gleichungen  bestimmen  die  Elasticitätskraft, 
die  letztere  liefert  die  Bewegungsgleichung.  Durch  Differen- 
tiation dieser  Gleichungen  findet  man,  wenn  für  G  sein  Werth 

du 
eingesetzt  und  zugleich  das  Quadrat  von  -~  vernachlässigt  wird, 

als  Bewegungsgleichung  folgende: 

d^T]  .     d^rj 

r      * 


m 
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wo  für  m  bei  dem  parallelepipedischen  Stabe  ^  und  bei  einem 

cylindrischen  Stabe  ^  zu  setzen  ist. 

Nehmen  wir,  um  bloss  die  einfache  Bewegung  des  Stabes 
zu  finden: 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  t): 

Die   Integration    dieser   linearen    Differentialgleichung    vierter 
Ordnung  liefert: 

^  =  Cie*i^+  Cge^^^H-  (73^*8*+  (7^6*4* 

wo  h^j  ^2  ^*  '^*  ^-   ^®  verschiedenen  Werthe  von  T/  \~jfj  — 

sind.     Bezeichnen  wir  den    absoluten  Werth    dieser    Wurzel- 
grösse  durch  Icy  so  können  wir  setzen: 

^  =  -4c^*+  ^'e~*'^+  BsinJcx  +  B'  coskx. 

Die  Verhältnisse  der  vier  Integrations- Constanten   bestimmen 
sich  durch  die  Bedingung,  dass  für  x  =  0  sowohl  tjy  wie  auch 

-^  verschwindet,  und  femer  dass  für  x  =  l  das  Gegenpaar  G 

und   Y  oder  -5—  zu  jeder  Zeit  verschwindet,   wonach  für  jene 

Abscisse^-;^  und  -~  verschwinden  müssen.     Den  beiden  er- 
sten Bedingungen  wird  genügt,  wenn  man  setzt: 

X)  =  A  (c^*  —  sin  hx  —  cos  kx)  +  A'  {e-  ^'^  +  sin  kx  —  cos  hx) , 

und  damit  die  beiden  letzten  Bedingungen  erfüllt  werden,  muss 

sein: 

A^  _  ^e-^  ^^  —  si^kl'\-  coskl  ^e^  ^^+  ^i/nkl^  coskl 

A"^      c*'+  sin  kl  +  cos  kl  ~~  e^^—  sin  kl  +  cos  kl 

Hieraus  findet  man  die  Abhängigkeit  zwischen  der  Oscillations- 

dauer  und  den  Constanten  des  Prismas  durch  folgende  Gleichung 

näher  bestimmt: 

2  +  cos(p{e'^  +  e-'P)^0, 

in  welcher  zu  setzen  ist: 
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Für  die  Werthe  von  qp;  welche  der  vorstehenden  transcenden- 
ten  Bedingungsgleichung  genügen,  findet  man  die  Zahlen: 

%  +  0,30431 ,       ^  -  0,01830  u.  s.  w. 

Mit  Ausnahme  des  ersten  kommen  dieselben  den  ungeraden 
Vielfachen  von  —  sehr  nahe.     Für  die  erste,   dem  Grund  tone 

des  Prismas  entsprecheDde  Oscillationsdauer  hat  man  hiemach : 

2«     (1,8751)'  T/m  V    o,^^,t   .Uf 

Durch  Substitution  des   Werthes  von  m   ergibt   sich   hieraus, 

d 
wenn  statt  q  wieder  gesetzt  wird  -,    unter  d  das    spe<}ifische 

Gewicht  verstanden,  für  die  Schwingungszahl  des  Grundtones 
bei  einem  Prisma  mit  rechteckigem  Querschnitte: 

n  =  0,1615^^, 

und  bei  einem  cylindrischen  Stabe: 

«  =  0,2798  ^/f. 

Durch  Vergleichung  der  letzten  Formel  mit  der  für  Longitu- 
dinal- Schwingungen  findet  man,  wenn  w^,  W/  die  Schwingungs- 
zahlen des  Grund tones  bei  Quer-  und  Längsschwingungen  des- 
selben cylindrischen  Stabes  vom  Radius  r  und  der  Länge  l 
sind: 

^=  1,1192  f 

Von  den  Versuchen,  welche  die  im  Obigen  gewonnenen  Resul- 
tate bestätigen,  erwähnen  wir  die  von  Wertheim.  Derselbe 
fand  für  den  Coefficienten  der  zuletzt  aufgeführten  Formel  beim 
Gussstahl  1,12368  und  beim  Messing  1,11948.  Er  bestimmte 
ferner  mittelst  der  für  den  cylindrischen  Stab  aufgeführten 
Formel  den  Werth  von  q  unter  Anderem  für  die  bereits  früher 
aufgeführftn  Metalle.    Aus  jener  Formel  folgt  nämlich; 

l^n^d 


2  = 


(0,2798)2  r2  y 
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Ein  Theil  der  Ergebnisse  seiner  hierauf  bezüglichen  Versuche 
ist  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt;  die  Einheit  ist 
wieder  eine  Million  Gramme. 


MotaU: 


Dicht«: 


Elast!  cltSti- 
coefflcient: 


MetaU: 


Dichte: 


ElMÜCltit«- 

coefflclent: 


Blei  .  .  . 
Gold  .  . 
Silber  .  . 
Zink .  .  . 
Palladium 


11,232 
18,035 
10,304 
7,140 
11,225 


185 
509 
753 
942 
1128 


Kupfer  . 
Platin.  . 
Eisen  .  . 
Gussstahl 


8,930 

21,083 

7,757 

7,710 


1183 
1536 
1941 
1881 


Wir  lassen  auch  noch  das  Schema  eines  Versuches  über 
Querschwingungen  folgen.  Die  Länge  des  in  Querschwingun- 
gen  versetzten;  an  dem  einen  Ende  eingeklemmten  Stahlstabes 
betrug  50  Centimeter,  sein  Radius  1,507  Millimeter,  seine  Dichte 
7,7188.  Die  Schwingungszahl  des  Stabes  wurde  mit  Hülfe 
einer  rotirenden  Scheibe  bestimmt,  die  mit  Lampenruss  über- 
zogen war,  auf  der  eine  am  freien  Ende  des  Stabes  angebrachte 
leichte  Spitze,  während  die  Scheibe  rotirte  und  das  Ende  des 
Stabes  in  der  Richtung  nach  dem  Mittelpunkte  hin  sich  be- 
wegte, eine  aus-  und  eingebogene  Linie  um  das  Centrum  herum- 
zeichnete. Eine  eben  solche  Linie  wurde  gleichzeitig  von  einer 
ebenfalls  mit  einer  leichten  Spitze  versehenen  Stimmgabel  ge- 
zeichnet, deren  Schwingungszahl  mittelst  einer  Sirene  bestimmt 
wurde.  Indem  die  Anzahl  der  in  gleichen  Zeiten  von  dem 
Stabe  und  der  Stimmgabel  gemachten  Ein-  und  Ausbuchtun- 
gen verglichen  wuiden,  ergab  sich  die  Schwingungszahl  des 
ersteren  gleich  8,2457.  Hiemach  ist  zu  setzen:  Z=50,  r=0,1507, 
rf=  7,7188,  n  =  8,2457,  woraus  sich  der  Elasticitätscoefficient 
zu  1881  berechnet. 

Es  mögen  jetzt  noch  die  Werthe  für  die  Geschwindigkeiten 
der  Longitudiual- Schwingungen  oder  der  Schallgeschwindig- 
keiten in  dünnen  prismatischen  Stäben  zusammengestellt  wer- 
den, wie  sie  sich  mittelst  der  Formel: 


«'=/f 


aus   den  drei  Reihen  der  mitgetheilten,    von  Wertheim  be- 
stimmten Elasticitätscoefficienten  berechnen.     Die  Einheit  ist 
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die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  freier  Luft,  welche  nach 
den  Versuchen  von  Moll  zu  332,244  Metern  angenommen  ist. 


ft 

/f 

y'-s 

KetaU: 

berechnet  aus  den 

»«fc-       Longl-      Trans, 
niinjg-    tndlnal-    Tcrsal- 

rer- 
suchen.      Schwingungen. 

Metall: 

bu rechnet  aus  dun 

^^^'       Longl-     Trans- 
nnngs-    tadlnal-    yersal- 

ver- 
snehen.      Schwingungen. 

Blei  .  .   . 

3,607 

4,120 

3,841 

Kupfer    . 

10,703 

11,167 

10,847 

Gold     .   . 

5,245 

5,(503 

5,432 

Platin .   . 

8,087 

8,111 

8,045 

Silber  .   . 

7,847 

7,903 

8,060 

Eisen  .  . 

15,433 

15,108 

14,913 

Zink     •   . 

10,591 

10,774 

10,823 

GuBßstahl 

15,006 

14,961 

14,716 

Palladium 

8,803 

— 

9,450 

3.   Torsionsscilwingnngen  eines  prismatiscben  Stabes. 

Wenn  es  gestattet  ist,  die  Gesetze  oscillatorischer  Tor- 
sionsschwingungen, welche  wir  im  Obigen  kennen  gelernt  ha- 
ben, auf  die  Torsionsschwingungen  eines  cylindrischen  Stabes 
zu  übertragen,  der  an  einem  Ende  eingeklemmt  ist,  so  hat 
man,  wenn  die  ;ef-Axe  in  die  Axe  des  Stabes  und  der  Coordi- 
natenanfangspunkt  in  die  befestigte  Endfläche  gelegt  wird: 

y  .    27t      .   2«  .  .    2jr  •    .    27t  .       ,      . 

t  =  —  cy  stn  —i.  ^szn-srtj     ^  ==  ex  stn  —r.  z  sin~^  t,     g  =^  0. 
^       od  o  (00  0 

Ist  das  zweite  Ende  des  Stabes  frei,  so  tritt  an  demselben  ein 
^  Bauch  auf,  und  somit  hat  man,  wenn  l  die  Länge  des  Sta- 
bes ist: 

41 


ÖO  = 


2i+l 

Es  ergibt  sich  hieraus  für  die  der  grössten  Oscillationsdauer 
entsprechende  Schwingungszahl,  also  die  Schwingungszahl  des 
Grundtones : 


oder: 


C3 


"-hVv 


Da  man  ferner  für  den  Elasticitatscoefiicienten  ^  bei  einer  Di- 
latation ohne  Seitendruck  zu  setzen  hat: 


104        Ezi>crimentelle  PrOfong  der  Theorie  der  oscillatorischen 

2  = J^> 

1  +  - 
H 

80  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Annahme  A  =  j[t  machen: 

Nehmen  wir  dagegen  nach  Wertheim  X  =  2(i,  ßo  kommt: 

Bezeichnen  wir  also  die  Schwingungfizahl  des  Grundtones  bei 
Longitudinal- Schwingungen  durch  n/,  bei  Torsionsschwingun- 
gen durch  fiiy  so  hat  man  für  den  an  dem  einen  Ende  be- 
festigten und  am  anderen  Ende  freien  cylindrischen  Stab  je 
nach  der  einen  oder  anderen  Annahme  über  das  Verhältniss 
zwischen  l  und  (i: 

^  =  ^  =  1,5811  oder— =/f  =  1,6330. 

Dasselbe  Verhältniss  bestimmte  aus  der  Beobachtung  Chladni 
zu  1,5  {Poisson,  Tratte  de  mecan.),  Savart  zu  1,6668  (De 
Saint 'Venant,  Extraü  Sun  memoire  sur  les  vibrations  tour- 
nantes  des  verges  elastiques;  Compt,  risnd.y  tofne  XXVIIT),  Wert- 
heim zu  1,6309 -(JTöfe  sur  la  torsian  des  verges  homogenes; 
Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  3*^  serie,  tome  XXV). 

Bei  den  Torsionsschwingungen  prismatischer  Stäbe  treten 
neben  den  rotatorischen  Verschiebungen  um  eine  Axe  notb- 
wendig  auch  noch  andere  auf,  deren  analytische  Bestimmung 
im  Allgemeinen  mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft  sein 
wird.  Wenn  von  diesen  Verschiebungen  nun  auch  annähernd 
bei  einem  Kreiscylinder  abgesehen  werden  kann,  so  ist  dies 
doch  bei  einem  Stabe  mit  einem  nicht  kreisförmigen ,  aber  cen- 
trischen  Querschnitte  nicht  mehr  zulässig.  Um  die  wichtigsten 
Daten  für  diesen  Fall  wenigstens  annähernd  zu  erhalten,  ver- 
fahren wir  in  ähnlicher  Weise,  wie  in  den  schon  abgehandel- 
ten Fällen.  Es  werde  für  einen  Querschnitt  mit  der  Coordi- 
nate  0  der  Winkel,  welchen  der  auf  der  jer-Axe  des  Prismas 
senkrechte  Radiusvector  eines  Theilchens  mit  der  ursprüng- 
lichen Lage  des  Strahles  bildet,  durch  f(js,t)  bezeichnet;  .als- 


Bewegungen  in  homogenen,  isotropen  Körpern.  105 

dann  ist  -~-  die  Grösse  der  Torsion  (d.  i.  der  auf  die  Längen- 
einheit bezogene  Torsionswinkel)  in  dem  fraglichen  Querschnitte. 
Für  das  Moment  der  auf  dem  Querschnitte  entwickelten  Elasti- 

citätskraft  hat  man  dann  G-^.  wenn  G  das  der  Torsion  Eins 

entsprechende  Moment  für  den  Fall  ist,  wo  keine  Kräfte  auf 
die  Seiten  des  Prismas  wirken. 

Legen  wir  einen  zweiten  Querschnitt  mit  der  Coordinate 
Z'\-dz  durch  das  Prisma^  so  hat  man  als  Torsionsmoment  für 
diesen: 

Andererseits  setzen  sich  die  verlorenen  Kräfte  der  durch  die 
beiden  Querschnitte  bestimmten  Scheibe  zu  dem  Gegenpaare: 


r*  d€Q  du 


zusammen;  wenn  do  das  Element  eines  Querschnittes  bedeutet. 
Ersetzen  wir  nun  die  Wirkung  der  an  der  Scheibe  anliegenden 
Theile  des  Prismas  durch  die  Kräftepaare: 

80  halten  sich  sämmtliche  Kräfte  an  der  jetzt  freien  Scheibe 
das  Gleichgewicht;  so  dass  man;  unter  J  das  Trägheitsmoment 
des  Querschnittes  verstanden;  hat: 

Hieraus  folgt  bei  zweckmässiger  Wahl  des  Anfangspunktes  und 
der  Zeit  für  den  Fall  der  einfachen  Bewegung: 

f  =  c  sin  —r^  e  stn  -^  t, 
'  o  o  o    ' 

wo  zu  setzen  ist: 


-/s 


Der  Ausschlag  eines  TheilchenS;  dessen  Entfernung  von  der 
I?-Axe  gleich  r  ist;  stellt  sich  dar  durch  rf,  und  somit  er- 
geben sich  folgende  Gleichungen  für  die  in  Rede  stehende  Be- 
wegung: 
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g  =  —  cv  sin  -TT  ^  stn  -5- 1, 
^        od  0 

.    23r       .    27C ^ 
71  =  ex  Sin  —r~^  z  stn  -^- 1. 

'  CO  O  0       ' 

S=o. 

Wenden  wir  diese  Formeln  auf  einen  an  einem  Ende  ein- 
geklemmten Stab  mit  quadratischem  Querschnitte  an,  der  durch 
tangentiale,  am  zweiten  freien  Ende  wirkende  Kräfte  in  Tor- 
sionsschwingungen versetzt  wird.  Die  früheren  Gleichungen 
stellen  die  Bewegung  des  Stabes  dar,  wofern  der  Coordinaten- 
Anfangspunkt  in  der  Mitte  der  eingeklemmten  Endfläche  liegt, 
und,  da  am  freien  Ende  ein  Bauch  auftritt,  gesetzt  wird: 

unter  l  die  Länge  des  Stabes  verstanden.  Für  die  Schwingungs- 
zahl n  des  Grundtones  hat  man  also: 

Es  ist  aber  dem  Früheren  zufolge,  wenn  die  Seite  des  Quer- 
schnittes a  ist: 

4 

ff  =  0,1405  aV,     ^=y 

Für  das  Verhältniss  der  Schwingungszahlen  nt  und  W/  bei  dem 
Grundton  der  Longitudinal-  und  Torsionsschwingungen  eines 
an  einem  Ende  eingeklemmten  quadratischen  Stabes  ergibt  sich 
aus  Obigem  bei  der  Annahme  X  =  ii  oder  q  =  ^(i: 

—  =  1,7221. 

Bei  der  Annahme  A  =  2fi  oder  2  =  |ft  ergäbe  sich: 

—  =  1,7785. 
n. 

Aus  den  Beobachtungen  fand  Wertheim  für  das  letzte  Ver- 
hältniss beim  Eisen  die  Zahl  1,6919,  bei  gewöhnlichem  Glas 
1,686a,  bei  Krystallglas  1,6846  {De  Saint- Venant,  Extraü 
d'un  memoire  sur  les  vibraMons  tournantes  des  verges  eUxstiques; 
Convpt  rend,,  tome  XXVIII). 
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ZWEITER  THEIL. 
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THEORIE  DER  CAPILLARITÄT. 


I. 

Einleitende  Bemerkungen.  Bedingung  fttr  das  Gleich- 
gewicht eines  Systemes,  welches  aus  einem  festen 
und  einem  tropfbar  flüssigen  Körper  besteht. 


Die  Ausdrücke ;  welche  im  ersten  Theile  für  die  Elasti- 
citätskraft  gefunden  wurden ,  die  bei  d^r  Deformation  eines 
festen  Körpers  entwickelt  wird,  müssen,  in  ihrer  allgemeinsten 
Form  genommen,  auch  für  eine  tropfbar  flüssige  Masse  gelten, 
die  unter  der  Einwirkung  eines  Eräftesystemes  sich  im  Gleich- 
gewichte befindet,  wofern  über  die  Constitution  der  flüssigen 
Körper  solche  Unterstellungen  gemacht  werden,  die  als  beson- 
derer Fall  der  auf  feste  Körper  bezüglichen  Hypothesen  be- 
trachtet werden  dürfen.  Insbesondere  muss  es  also  gestattet 
sein,  die  Flüssigkeit  als  bis  zur  Oberfläche  homogen  zu  be- 
trachten und  von  den  Vorgängen  abzusehen,  welche  in  Folge 
der  Molecularkräfte  eintreten ,  die  bei  der  Berührung  der  Flüs- 
sigkeit mit  den  sie  umgebenden  Körpern  auftreten.  Da  femer 
das  Wesen  des  flüssigen  Zustandes  auf  der  leichten  Verschieb- 
barkeit  der  Theilchen  beruht,  so  wird,  wenn  diese  eine  voll- 
kommene ist,  die  in  den  Ausdrücken  der  Elasticitätsk^aft  auf- 
tretende Constante  (i  gleich  Null  zu  setzen  sein,  da  nur  unter 
dieser  Annahme  die  Tangentialkräfte  T  verschwinden;  die  bei 
absoluter  Verschiebbarkeit  nicht  auftreten  können.  Dies  unter- 
stellt, erhalten  wir  unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeich- 
nungen, und  indem  wir  noch  setzen: 


110  Einleit.  Bemerk.  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  eineg  System  es, 

folgende  Gleichgewichtsgleichangen  und  Ausdrücke  für  die  Ela- 
sticitätßkräfte: 

Diese  Gleichungen  sind  als  Repräsentanten  der  hydrostatischen 
Phänomene  zu  betrachten.  Die  Grösse  |>,  welche  in  denselben 
auftritt;  ist  der  sogenannte  hydrostatische  Druck,  d.  h.  die 
auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Zug-  oder  Druckkraft ,  durch 
welche  die  Wirkung  der  Flüssigkeit  auf  ein  cubisches  Element 
derselben  ersetzt  werden  kann.  Die  von  der  Natur  der  Flüs- 
sigkeit abhängige  Constante  X  kommt  dem  Quotienten  aus  der 
cubischen  Compression  in  den  Druck  bei  einer  allseitig  gleich 
stark  gedrückten,  sonst  aber  freien  Flüssigkeit  gleich. 

Bekanntlich  treten  bei  den  Flüssigkeiten  gewisse  Ab- 
weichungen von  den  durch  die  vorhergehenden  Gleichungen 
formulirten  Gesetzen  ein,  die  man  unter  dem  Namen  der  Ca- 
pillaritätsphänomene  zusammenfasst.  Es  haben  dieselben  ihren 
Grund  in  der  Wirkung  der  Molecularkräfte,  die  zwischen  den 
Theilchen  der  Flüssigkeit,  sowie  zwischen  den  festen  und 
flüssigen  Körpern  thätig  sind.  Um  einen  Uebergang  zu  den 
Variationsformeln  zu  finden,  durch  welche  die  Capillaritäts- 
phänomene  dargestellt  werden ,  wollen  wir  ein  System  betrach- 
ten, das  aus  einer  Flüssigkeit  und  einem  starren  Körper  be- 
steht, und  auf  dasselbe  das  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten in  Anwendung  bringen.  Es  mögen  auf  die  cubischen 
Elemente  der  Flüssigkeit,  deren  Dichte  q  sei,  Kräfte  wirken, 
die,  auf  die  Masseneinheit  bezogen,  durch  P,-  dargestellt  seien; 
auf  die  freie  Oberfläche  0  der  Flüssigkeit  werde  ferner  ein 
Druck  ausgeübt,  der,  auf  die  Flächeneinheit  bezogen,  durch 
Pq  dargestellt  werde.  Die  analogen  Grössen  für  den  starren 
Körper  seien  q\  Ply  Pq,  0\  Ausser  jenen  Kräften  kommen 
aber  noch  in  Betracht  die  Molecularkräfte.  Man  bemerke  nun, 
dass  die  Arbeit,  welche  von  der  zwischen  den  Theilchen  |l(^,  (i^ 
thätigen  Molecularkraft  ^ift^/^CO  geleistet  wird,  wenn  das  Sy- 
stem, zu  dem  die  Theilchen  gehören,  eine  mit  seiner  Natur 
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verträgliche  Verschiebung  erleidet,    wodurch   die   Entfernung 
der  Theilchen  von  Tq  bis  r  wächst,  den  Werth: 

-  f^i  i^^ffir)  dr  =  (1,(1,  {F(r)  ^  F{r,)  \ 


♦•o 


hat.  Für  jede  unendlich  kleine  Aenderung  unseres  Systemes 
hat  man  hiemach,  wenn  ein  Theilchen  der  Flüssigkeit  durch 
m,  ein  Theilchen  des  festen  Körpers  durch  in  bezeichnet  wird, 
und  wenn  ferner  F  sich  auf  die  wechselseitige  Wirkung  der 
Theilchen  m,  <P  auf  die  Wirkung  zwischen  einem  Theilchen 
m  und  einem  Theilchen  in  bezieht,  folgende  Gleichung,  in 
welcher  die  übrigen  Bezeichnungen  leicht  zu  verstehen  sind: 

CFi8piQdh+jF(Sp!Q'dh'+jT,8p,dO+CF^8p^dO' 

+  { Sm^  Wj  F{f) — Sm^  m,  F{r^ !  + 1  Äm^  m^  0\r) — Sm^  m/  ^{r^  j = 0. 
Aus  der  letzten  Gleichung  lässt  sich  unter  der  Annahme,  dass 
die  Flüssigkeiten  homogene  und  incompressible  Ausfüllungen 
des  Baumes  sind,  eine  Variationsformel  herleiten,  welche  die 
Erscheinungen  der  Capillarität  und  die  gewöhnlichen  hydro- 
statischen Erscheinungen  durchaus  befriedigend  darstellt.  Ge- 
gen  jene  Annahme  lässt  sich  nun  zwar  Manches  erinnern; 
gleichwohl  wollen  wir  uns  derselben  bedienen ,  da  wir  nur  auf 
die  Form  der  resultirenden  Gleichung  Gewicht  legen,  sowie 
wir  auch  im  ersten  Theilo  in  der  Theorie  der  Elasticität  bei 
der  Ableitung  der  Elasticitätsgleichungen  die  Vorstellung  zu 
Hülfe  nahmen,  dass  die  festen  Körper  stetige  Ausfüllungen 
des  Baumes  seien. 

Denken  wir  uns  nun,  um  die  in  der  letzten  Gleichung 
auftretenden  Summen  umzugestalten,  dass  die  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  mit  einer  Schicht  von  derselben  Flüssigkeit  be- 
deckt sei,  deren  Dicke  dem  Actionsradius  der  Molecularkräfte 
zwischen  den  Theilchen  der  Flüssigkeit  gleichkommt.  Bezeich- 
nen wir  femer  die  Summe 

SmF{r)y 
welche  sich  über  alle  Theilchen  einer  Kugel  erstreckt,  die  um 
ein  Theilchen  der  Flüssigkeit  gelegt  ist  und  deren  Badius  der 
Actionsradius  ist,  mit  )k,  so  hat  man: 
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Sm^m^  F(r)  =  i  SmJc-'l  8^mF{r), 
wenn  sich  ^  die  erste  Summe  über  alle  Theilchen  der  ursprüng- 
lichen flüssigen  Masse  erstreckt;  und  wenn  die  zweite  Summe 
sich  auf  je  zwei  Theilchen  f(,  m  bezieht ,  von  denen  jenes  in 
der  fingirten  oberflächlichen  Schicht  liegt,  dies  aber  der  ur- 
sprünglichen flüssigen  Masse  angehört  und  innerhalb  der  Ac- 
tionssphäre  für  ^  liegt.  Das  erste  Glied  des  obigen  Aus- 
druckes ist  dem  Volumen  der  Flüssigkeit  proportional,  übri- 
gens aber  nur  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängig.  Und 
für  das  zweite  Glied  kann  man  in  Rücksicht,  dass  der  Ac- 
tionsradius  gegen  die  übrigen  Dimensionen  verschwindet,  oflFen- 
bar  setzen  pSy  wenn  8  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  und  p 
eine  von  :der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängige  Constante  ist. 
Man  hat  also: 

Sm^m^  F(r)  —  Sm^  m,  F(r^  =  —pdS. 
Was  die  Summe  Sm^m^  9{r)  betrifft,  so  ist  sie  "liegen  der 
Kleinheit  des  Actionsradius  mit  der  Fläche  proportional,  auf 
welcher  der  feste  Körper  von  der  Flüssigkeit  berührt  wird, 
und  übrigens  nur  von  der  Wechselwirkung  der  beiden  Körper 
abhängig.  Ist  daher  g  eine  durch  letztere  bedingte  Constante 
und  Sl  der  Inhalt  der  gedachten  Fläche,  so  hat  man: 

Für  die  Arbeit  der  Molecularkräfte  erhalten  wir  dem  Gesagten 
zufolge,  da  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  mit  0  bezeich- 
net wurde,  wenn  ausserdem  p  =  Oy  p^-q^m  gesetzt  wird: 

Wir  wollen  sogleich  hier  schon  bemerken,  dass  die  Arbeit 
der  Druckkräfte  verschwindet,  so  oft  die  beiden  Körper  einem 
allenthalben  gleichgrossen  £)rucke  ausgesetzt  sind,  ein  Fall, 
auf  den  wir  uns  in  der  Folge  beschränken.  Es  sei  nämlich 
für  irgend  eine  Variation  dn,  dn  die  Entfernung  der  neuen 
Oberfläche  von  der  ursprünglichen  Oberfläche  des  einen  und 
anderen  Körpers,  solche  Entfernungen  in  der  Richtung  der 
von  innen  nach  aussen  gerichteten  Normalen  gerechnet.  Als- 
dann ist,  wenn  Pq  der  constante  Druck  ist: 

fP^dpodO+fP^'dp,'dO'^Po\pndO+fdndO'\. 
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Die  beiden  in  der  Klammer  stehenden  Integrale  sind  aber  offen- 
bar nichts  Anderes,  als  die  Variationen  der  Volumini^,  und 
versehwinden  also. 

Der  in  Wirklichkeit  auftretende  Druck  rührt  allermeist 
von  der  Atmosphäre  oder  einem  anderen  Gase  her,  in  dem  sich 
das  System  befindet.  Nicht  bloss  von  der  Elasticität  dieses 
Oases  kann  nach  Obigem  abgesehen  werden ;  sondern  auch 
von  der  Molecularwirkung;  die  dasselbe  etwa  ausüben  könnte. 

Mit  Rücksicht  auf  das  Vorhergehende  erhalten  wir  für  ein 
System,  das  aus  einem  festen  Körper  und  einer  Flüssigkeit 
besteht  und  sich  unter  den  gewöhnlichen  Umständen  befindet, 
folgende  Variationsformel  für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes : 

fPiQSpidJc+fP/Qdp/d]c-oöO-(X)9Sl  =  0. 

Stellt  man  den  hier  links  stehenden  Ausdruck  als  Variation 
einer  und  derselben  Function  hin ,  so  ist  letztere  der  Gleichung 
zufolge  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  und  zwar,  um  der 
beiden  Hauptfälle  zu  gedenken,  ein  allgemeines  Maximum  für 
den  Fall  des  vollkommen  stabilen,  ein  allgemeines  Minimum 
für  den  Fall  des  vollkommen  labilen  Gleichgewichtes. 
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Erforschung  specieller  Fälle  des  Gleichgewichtes  eines 
Systemes,  das  ans  einem  festen  Körper  und  einer 

Flüssigkeit  besteht. 


1.   AUgemeine  Betrachtungen. 

Bei  einem  Systeme,  welches  aus  einem  festen  Körper 
(dem  Gefässc)  und  einer  damit  in  Berührung  stehenden  Flüs- 
sigkeit besteht,  kann  von  den  an  dem  festen  Körper  wirken- 
den Kräften  abgesehen  werden,  indem  sich  alle  Beziehungen 
aus  Variationen  ableiten  lassen,  die  bloss  an  der  Flüssigkeit 
vorgenommen  werden.  Ferner  kann  auch,  wie  bereits  be- 
merkt, von  dem  Drucke  abgesehen  werden,  den  ein  elastisches 
Gas  ausübt,  sowie  von  den  Molecularkräften,  die  zwischen 
den  Theilchen  des  Gases  und  denen  des  flüssigen  und  des 
feston  Körpers  wirken.  Hiernach  erhalten  wir  für  jede  an  der 
Flüssigkeit  vorgenommene  Variation,  wofern  Gleichgewicht  be- 
steht, folgende  Bedingnngsgleichung: 

QfPiöpidk^oöO-G)öSl  =  0, 

worin  q  die  Masse  der  Volumeneinheit  bedeutet.  Wir  wollen 
unterstellen,  dass  die  Flüssigkeit  keiner  anderen  Kraft  als  nur 
der  Schwere  unterworfen  sei.     Dann  hat  man: 

Pidpi^'-gdz'^ 

hier  bedeutet  </  =  980,88  die  Beschleunigung  der  Schwere,  da- 
bei wie  gewöhnlich  das  Centimeter  als  Längeneinheit  genom- 
men;   als    Einheit   der  Kraft   nehmen  wir  das  Gewicht  eines 
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Gramm  und  stellen  dcmgemäss  die  Masse  dar  durch  den  Quo- 
tienten aus  dem  Gewichte  und  der  Beschleunigung  ^r  der  Schwere. 
Die  Axe  der  z  nehmen  wir  in  der  der  Schwere  entgegengesetz- 
ten Richtung. 

Hiernach  hat  man: 

o80  +  tx}S£l  +gQ  8  Je  dk  =  0. 
Für  g  Q  ist  hierbei  offenbar  das  specifische  Gewicht  s  der  Flüs- 
sigkeit zu  setzen. 

Es  werde  nun  erstlich  die  Flüssigkeit  so  deformirt,  dass 
die  Berührungsfläche  Sl  un geändert  bleibt,  somit  d£l  ver- 
schwindet und  nur  die  freie  Oberfläche  durch  eine  neue  er- 
setzt wird ;  die  aber  allenthalben  der  ursprünglichen  sehr  nahe 
liegt.  Man  denke  sich  in  der  ursprünglichen  Oberfläche 
die  beiden  Systeme  der  Krümmungslinien;  sie  zerfallt  dadurch 
in  rechteckige  Flächenelemente,  welche  wir  für  dO  nehmen. 
Denkt  man  sich  dann  durcb  alle  Punkte  der  Krümmungs- 
linien die  Normalen  der  Fläche,  so  bestimmen  diese  auch  auf 
der  benachbarten  neuen  Oberfläche  zwei  Schaaren  von  Curven, 
wodurch  auch  letztere  in  rechteckige  Elemente  dO'  getheilt 
wird.  Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  beiden  Krümmungs- 
linicn  in  jedem  Punkte  einer  Fläche  die  beiden  Hauptschnitte 
tangiren,  und  dass  die  Normalen  der  Fläche,  welche  durch 
unendlich  nahe  Punkte  einer  Krümmungslinie  gehen,  sich  im 
Krümmungsmittelpunkte  des  tangirenden  Hauptschnittes  schnei- 
den, so  ist  klar,  dass,  wenn  ön  die  Entfernung  der  beiden 
Oberflächen  und  jBi  und  R^  ^^^  Krümmungshalbmesser  der 
beiden  Hauptschnitte  in  dem  betrachteten  Punkte  sind,  und 
wenn  ds  und  dö  die  beiden  Seiten  eines  Elementes  dO  der 
ursprünglichen  Oberfläche,  ds'  und  d0'  die  beiden  Seiten  des 
correspondirenden  Elementes  dO'  der  neuen  Oberfläche  be- 
zeichnen, man  zu  setzen  hat: 

Also  ist: 

woraus  folgt: 

8* 
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Weiter  hat  man  zu  setzen: 

Sfzdk=fzdndO, 
wonach   also  die  Bedingungsgleichung   für  das  Gleichgewicht 
in  folgende  übergeht: 

Da  nun  diese  Gleichung  bestehen  muss,  wie  auch  immer  die 
Deformation  beschaffen  sein  mag;  so  muss  der  in  dem  Inte- 
grale eingeklammerte  Ausdruck  für  alle  Elemente  der  Ober- 
fläche constant  sein,  denn  nur  alsdann  verschwindet  das  In- 
tegral für  jede  zulässige  Annahme  über  dn,  weil  für  letztere 
die  Aenderung  des  Volumens,  welche  durch 

fdndO 
dargestellt  wird,  für  sich  verschwinden  muss.     Für   die  freie 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  hat  man  also,  unter  c  eine  Con- 
staute  verstanden: 

Wir  variiren  jetzt  zweitens  so,  dass  sich  auch  die  Berührungs- 
fläche 1^  ändert.  Die  Grenze  zwischen  den  Theilen  0  und  Sl, 
welches  eine  auf  .dem  festen  Körper  liegende  Linie  ist,  heisse 
S  und  an  ihre  Stelle  trete  durch  die  Deformation  die  Linie  S', 
welche  jener  unendlich  nahe  liegt.  Längs  der  Linie  S  mögen 
auf  der  ursprünglichen,  freien  Oberfläche  0  Normalen  errichtet 
werden.  Diese  schneiden  in  die  neue  freie  Oberfläche  0'  längs 
einer  Curve  ein,  die  £  heissen  möge.  Die  Variation  von  0 
besteht  dann  offenbar  aus  dem  im  Allgemeinen  theils  positiv, 
theils  negativ  zu  nehmenden  Theile  von  0',  der  zwischen  den 
Curven  S'  und  2J  Hegt,  und  femer  aus  dem  Unterschiede  zwi- 
schen dem  durch  2^  umgrenzten  Theile  von  0'  und  der  ur- 
sprünglichen Oberfläche  0.  Was  nun  erstlich  letztere  Differenz 
betrifl*t,  so  hat  man  für  dieselbe  den  Ausdruck: 

wie  aus  dem  Früheren  leicht  gefolgert  werden  kann. 


das  aas  einem  festen  Körper  und  einer  Flüssigkeit  besteht.        117 

Was  ferner  den  ersterwähnten  Theil  der  Variation  von  0 
betriflft,  80  sei  dS  ein  Element  des  ümringes  S,  8v  die  Ent- 
fernung des  letzteren  von  der  neuen  Grenzcurve  5",  diese  Ent- 
fernung in  der  Richtung  der  von  innen  nach  aussen  gerichteten 
Normale  von  S  als  positiv  gerechnet.  Alsdann  ist  dSSv  der 
absolute  Werth  des  Inhaltes  eines  Flächenelementes,  das  von 
dSy  einem '  hiermit  als  parallel  und  gleich  zu  betrachtenden 
Elemente  von  S',  und  den  beiden  in  den  Endpunkten  von  dfiS 
und  in  der  Oberfläche  des  festen  Körpers  errichteten  Normalen 
begrenzt  wird.  Wenn  nun  senkreclit  auf  S  in  den  Endpunkten 
von  dS  zwei  Normalebenen  gelegt  werden,  so  schneiden  diese 
aus  dem  zwischen  2?  und  S'  gelegenen  Theile  von  0'  ein  Ele- 
ment heraus,  das  als  Projection  des  Elementes  dSdv  auf  0' 
anzusehen  ist.  Der  Inhalt  jenes  Elementes  drückt  sich  aber 
aus  durch  den  absoluten  Werth  von  cos  i  Sv  dS,  wenn  i  der 
Winkel  ist,  welchen,  an  der  Stelle  von  dS  die  Normalen  der 
Fläche  0  und  der  Oberfläche  des  Körpers  einschliessen,  beide 
Normalen  in   der  Richtung  von  innen  nach  aussen  gerechnet. 

Da  nun,  wenn  dv  positiv  ist  und  i  zwischen  0  und  —  liegt,  an 

iE 

der  Stelle  von  dS  die  Oberfläche  von  0  zunimmt,  so  drückt 
sich  nach  Obigem  der  fragliche  Theil  der  Variation  von  0  aus 
durch : 

fcosi  Sv  dS. 

Gleichzeitig  ersehen  wir  noch,  dass  die  Variation  von  Sl  dar- 
gestellt wird  durch: 

fdvdS. 

Es  erübrigt  noch,  die  Variation  des  Integrales  Jzdh  zu  be- 
stimmen. Nun  bemerke  man  aber,  dass  der  Inhalt  des  ring- 
förmigen Raumes,  der  von  der  Oberfläche  des  Körpers,  der 
Fläche  0'  und  dem  Complexe  der  in  S  errichteten  Normalen 
von  0  begrenzt  wird,  ein  Unendlich- Kleines  der  zweiten  Ord- 
nung ist.  Hieraus  folgt,  dass  für  die  Variation  des  gedachten 
Integrales  zu  setzen  ist: 

Jz  8n  dO. 

Indem  wir  jetzt  schliesslich  die  gefundenen  Variationen  in  die 
Bedingungsgleichung  für  das  Gleichgewicht  einsetzen  und  die 
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unter  1)  aufgeführte  Relation  und  den  Umstand,  dass  das  Vo- 
lumen constant  bleibt,  berücksichtigen,  finden  wir: 

J(o cos i  +  {o)dv  dS  =  0. 

OflFenbar  wird  dieser  Gleichung  bei  allen  statthaften  Deforma- 
tionen  nur  dann  genügt,  wenn  man  hat: 

II)  ocosi  +  c3  =  0. 

In  Betreflf  der  beiden  Constanten  o  und  o  sind  nun  zwei  Haupt- 
fälle zu  unterscheiden.  Wenn  erstlich  der  absolute  Werth  von 
a  nicht  grösser  ist,  als  der  von  o,  so  gibt  es  einen  reellen 
Werth  für  i,  der  der  Gleichung  II)  genügt,  und  letztere  lehrt, 
dass  alsdann  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  unter  einem 
Constanten  Winkel  in  die  Oberfläche  des  Körpers  einschneidet. 
Dies  steht  mit  der  Beobachtung  insofern  in  Einklang,  als  in 
der  That  jener  sogenannte  Randwinkel  bei  einer  Flüssigkeit 
und  einem  festen  Körper,  der  von. jener  nicht  benetzt  wird, 
unter  regelmässigen  Verhältnissen  an  der  ganzen  Grenze  der 
von  der  Flüssigkeit  berührten  Fläche  constant  erscheint.  Im 
Uebrigen  aber  ändert  sich  der  Randwinkel  nicht  bloss  mit  der 
Flüssigkeit  und  dem  festen  Körper,  sondern  er  zeigt  sich  bei 
derselben  Flüssigkeit  und  demselben  Körper  von  der  augen- 
blicklichen, mannigfach  wechselnden  BeschaflFenheit  der  Ober- 
fläche  abhängig.  So  fand  Quincke  durch  directe  Messungen, 
dass  das  Supplement  des  Winkels  i  bei  demselben  Quecksilber 
und  derselben  Platte  aus  Glas  oder  Gyps  •  zwischen  38®  und 
45*^ schwankte;  vergl.  über  die Capillaritätsconstante  des  Queck- 
silbers, PoggendorflTs  Annalen  Bd.  CV.  Der  Randwinkel  ver- 
schwindet und  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  berührt  die  des 
festen  Körpers,  wenn  die  absoluten  Werthe  der  beiden  Con- 
stanten  gleich  werden.  Ist  o  =  o,  so  findet  offenbar  keine 
Einwirkung  auf  die  Flüssigkeit  von  Seiten  des  festen  Körpers 
statt,  und  es  ist  die  Berührung  eine  solche,  dass  sich  der  ausser- 
halb des  festen  Körpers  und  der  Flüssigkeit  befindliche  Raum 
nach  dem  Berührungsrande  hin  zuschärft,  da  i  =  J80^  wird. 
Ist  aber  c3  =  —  o,  so  wird  i  =  0  und  der  von  der  Flüssigkeit 
erfüllte  Raum  schärft  sich  nach  dem  Berührungsrande  hin  zu. 
In  diesem  Falle  verhalten  sich  die  Sachen  offenbar  genau  so. 
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wie  wenn  die  ganze  Oberfläche  des  festen  Körpers  fnit  einer 
BD  dünnen  Schicht  der  Flüssigkeit  überzogen  wäre,  dass  ihre 
Oberfläche  mit  der  des  Körpers  vertauscht  werden  könnte  und 
die  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte  auf  die  Schicht  durch 
Haften  am  Körper  aufgehoben  wäre. 

Wenn  zweitens  der  absolute  Werth  der  Constante  o  den 
der  Constante  o  übertrifft,  so  kann  der  Gleichung  II)  durch 
reelle  Werthe  von  i  nicht  genügt  werden  und  folglich  ein  Gleich- 
gewicht nicht  stattfinden.  Es  wird  dies  ersichtlich  eintreten, 
so  oft  die  Wirkung  des  festen  Körpers  auf  die  ihm  zunächst 
gelegenen  Theilchen  der  Flüssigkeit  das  Uebergewicht  über 
die  Wirkung  der  Flüssigkeit  auf  dieselben  Theilchen  hat.  Die 
Flüssigkeit  wird  sich  alsdann  über  den  festen  Körper  aus- 
breiten und  man  hat  es  mit  einer  Flüssigkeit  zuthun,  die  den 
festen  Körper  benetzt.  Ueberzieht  man  aber  letzteren  mit 
einer  sehr  dünnen  Schicht  der  Flüssigkeit,  so  werden  dadurch 
die  Verhältnisse  auf  die  des  Falles  zurückgeführt,  wo  der  Rand- 
winkel verschwindet. 

Die  Ausdehnung  der  vorhergehenden  Betrachtungen  auf 
ein  System ,  in  welchem  neben  einer  schweren  Flüssigkeit  mehr 
als  ein  fester  Körper  auftritt,  bietet  keine  Schwierigkeiten  dar. 
In  der  Variationsformel  kommen  dann  zu  dem  Gliede  coJß 
noch  andere  Glieder  derselben  Art,  die  sich  auf  die  Berüh- 
rungsflächen zwischen  der  Flüssigkeit  und  den  betreffenden 
neuen  Körpern  beziehen.  Die  Gleichung  I)  bleibt  ungeändert 
stehen,  und  neben  die  Gleichung  11)  treten  weitere  Gleichungen 
derselben  Art,  denen  an  den  Berührungsstellen  der  Flüssig- 
keit und  der  starren  Körper  einzeln  Genüge  geschehen  muss. 

In  den  Problemen ,  die  wir  zunächst  im  Folgenden  behan- 
deln, ist  z  als  Function  einer  einzigen  Veränderlichen  zu  be- 
trachten. Die  Gleichung  I)  ist  hier  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  einer  unabhängigen  Veränderlichen,  und 
ihre  Integration  liefert  für  z  eine  Function,  in  der  neben  c 
zwei  willkürliche  Constanten  auftreten.  In  dem  einzelnen  Falle 
bestimmen  sich  die  letzteren  durch  die  Bedingungen,  denen 
an  den  Grenzen  der  Oberfläche  genügt  werden  muss.  Die 
Constante   c  hängt   von  der  Wahl  des  Anfangspunktes  der  z 
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ab  und  bestimmt  sich,  nachdem  diese  Wahl  getroffen  ist,  durch 
das  Volumen  der  Flüssigkeit. 


2.   Gapillarerseliemuiigen  bei  einer  schweren  Flüssigkeit  mit  sehr 
grosser  Niveaufläche  und  einer  in  dieselbe  senkrecht  eingetauch- 
ten Platte  von  sehr  grosser  Breite. 

Die  Oberfläche  einer  in  einem  Gefässe  befindlichen  Flüs- 
sigkeit kann  in  der  Gegend  der  Mitte,  sofern  die  horizon- 
talen Dimensionen  des  Gefässes  sehr  gross  sind,  als  eben,  be- 
trachtet werden.  Wird  nun  an  jener  Stelle  in  die  Flüssigkeit 
eine  verticale  Plattö  gebracht,  deren  Breite,  d.  h.  deren  grössere 
horizontale  Dimension  sehr  gross  ist,  so  nimmt  die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  in  der  Gegend  der  Mitte  wegen  der  Capillar- 
wirkung  eine  cylindrische  Form  an,  die  jetzt  bestimmt  werden 
soll.  Die  horizontalen  Seiten  des  die  Flüssigkeit  begrenzen- 
den Cylinjiers  laufen  der  Platte  parallel,  so  dass  die  jer-Coordi- 
nate  der  Oberfläche  als  Function  des  Abstandes  von  der  Platte 
zu  betrachten  ist.  Dieser  Abstand  fällt  mit  der  ^-Coordinate 
zusammen,  wenn  wir  die  y-  und  je^-Axe  eines  räumlichen  recht- 
winkligen Coordinatensystemes  in  die  Platte  legen,  und  zwar 
die  letzte  Axe  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Früheren  der 
Richtung  der  Schwere  entgegen.  Für  die  auf  der  Seite  der 
positiven  x  gelegene  Oberfläche  haben  wir  alsdann,  da  die 
Krümmung  parallel  der  Platte  verschwindet,  in  Folge  der 
Gleichung  I): 


Mm  "■ 


wo   für  die  gebrochene  Potenz  der  positive  Werth  zu  nehmen 

1  6 

und  für  — ^  die  Grösse  —  zu  setzen  ist,  unter  s  das  specifische 

Gewicht  der  Flüssigkeit  verstanden. 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  liefert: 

1 (c  -  z)^ 


Mm 


r2 


T^^ 


» 
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-wo  die  gebrochene  Potenz  positiv  zu  nehmen  und  p  die  In- 
tegrations  -  Constante  ist.  Für  letztere  ist  in  unserem  Falle 
die  Einheit  zu  setzen.  Für  z  =  c  nämlich  und  nur  für  diesen 
Werth  verschwindet  die  zweite  Krümmung  der  Oberfläche,  so 
dass  c  die  Höhe  des   entfernteren  Theiles   der  Oberfläche  ist, 

« 

der  als   eben  und   horizontal  angesehen   werden    muss.     Für 

dz 
lenen  Werth  von  z  muss  also  auch  -7-    verschwinden,    woraixs 

^  dx  ' 

sich  die  In tegrations- Constante  in  der  angegebenen  Weise  be- 
stimmt. Der  absolute  Werth  der  Grösse  c  —  z  kann  den  Werth 
ay2  nicht  übersteigen.  Indem  wir  der  Einfachheit  willen  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Höhe  des  ebenen  Thei- 
les des  Niveaus  legen,   erhalten  wir  für  die  letzte  Gleichung: 

1  =  1  >_  ^'       ' 


/d^yil  2  a« 


[>+G-JT 


Wenn  nun  erstlich  die  Flüssigkeit  die  eingetauchte  Platte  be- 
netzt, so  berührt  ihre  Oberfläche  die  der  Platte  längs  einer 
horizontalen  Linie,  und  wenn  die  Ordinate  der  letzteren  z^^  ist, 
so  hat  man  der  letzten  Gleichung  gemäss: 

^Q^  +  aj/2. 
Dass  das  gewählte  Vorzeichen  das  richtige  ist,  erhellt  aus  1), 
da  an  der  Berührungsstelle  die  Oberfläche  nach  oben  hin  hohl 

d^z 
und  folglich  j-^  in  der  Nähe  jener  Stelle  positiv  ist.     An  der 

Platte  erhebt  sich  hiernach  die  Flüssigkeit  um  die  Höhe  aj/2 
über  den  ebenen  Theil  des  Niveaus. 

Aus  der  letzten  Differentialgleichung  folgt: 

dz  _  —  zj/4a^—z^ 
Tx'^      la^-z^     ' 

wo  für  die  Wurzel  ihr  absoluter  Werth  zu  nehmen  ist,  wenig- 
stens in  der  Nähe  der  Berührungsstelle,  da  hier  der  Dififeren- 
tialquotient  negativ  sein  muss.  Dass  aber  für  die  ganze  Ober- 
fläche jener  Werth  zu  nehmen  sei,  ersieht  man  aus  dem  In- 

dz 
tegrale  der  letzten  Gleichung,  wonach  z  und  folglich  auch  -7- 

nur  für  a;=oo  verschwindet.    Dies  Integral  ist  folgendes; 
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Wenn  zweitens  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  die  Fläche 
der  Platte  einschneidet  und  wenn,  wie  wir  annehmen  wollen 
und  wie  es  bei  Quecksilber  und  Glas  der  Fall  ist,  der  Rand- 
winkel zwischen  90®  und  180^  liegt,  so  hat  man  dem  Früheren 
zufolge  für  die  Höhe  2q  der  Horizontallinie ,  längs  welcher  sich 
die  beiden  erwähnten  Flächen  schneiden: 

2 


-^=1  —siniy 


woraus   sich,   da  die   Oberfläche  nach  oben  hin  in  der  Nähe 

d'js 
der. Schnittlinie  convex  und  folglich  -^  negativ  ist,  mit  Rück- 
sicht auf  1)  ergibt: 

ZQ  =  ^a  }/2  j/l  —  sin  i. 

Es  tritt  also  hier  eine  Depression  unter  den  ebenen  Theil  des 
Niveaus  ein ,  deren  Betrag  a  ^2  //l  —  sin  i  ist.  Die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit,  für  welche  man  dieselbe  Gleichung,  wie  im 
vorhergehenden  Falle  erhält,  erhebt  sich  von  ihrer  tiefsten 
Stelle  Zq  stetig,  um  schliesslich  in  den  ebenen  Theil  des  Ni- 
veaus zu  verlaufen. 

Die  im  Obigen  gewonnenen  Resultate  stimmen  mit  der 
Beobachtung  im  Allgemeinen  überein.  Hagen  (über  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeiten;  Abhandlungen  der  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin,  1845  und  1846)  fand  durch  directe 
Messungen,  dass  die  grösste  Erhebung  über  das  Niveau,  d.i. 

ay^f  beim  Wasser  unabhängig  von  der  Beschaffenheit  der 
eingetauchten  Platte  war,  wofern  letztere  nur  gehörig  benetzt 
war.  Er  erhielt  dieselben  Werthe  für  jene  Grösse  bei  Platten 
aus  Messing,  Glas,  Thonschiefer,  Buxbaum.  Es  ergab  sich 
ferner,  dass  die  im  Obigen  gefundene  Gleichung  der  Ober- 
fläche mit  der  Wirklichkeit  übereinstimmt.  Hiervon  überzeugt 
der  folgende  Auszug  aus  der  Tabelle  Hagen 's  über  die  zu 
einander  gehörigen  Werthe  der  Grössen  z  und  x^  wie  sie  sich 
als  Mittel  aus  fünf  Beobachtungen  ergaben,  und  die  Werthe 
x^  des  Abstandes  von  der  Platte,  wie  sie  mittelst  der  oben 
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angegebenen  Gleichung  aus  der  Grösse  z  sich  berechnen ,  wenn 
für  Zq  die  beobachtete  grösste  Erhebung  an  der  Platte  an- 
genommen wird.     Als  Einheit  ist  die  Pariser  Linie  angenommen. 


X 

Xi 

z 

X 

X, 

1,37 

0,00 

0,00 

0,34 

0,94 

0,96 

0,70 

0,31 

0,33 

0,12 

1,88 

1,95 

0,49 

0,63 

0,63 

0,04 

3,13 

3,01 

Durch  Reduction  auf  das  Centimetor  findet  man  für  das 
Wasser  aus  dem  mitgetheilten  grössten  Werthe  für  0,  da 
4^433  Par.  Linien  einem  Centimeter  gleich  sind: 

0Q=aj/2  =  0,909, 
und: 

a2  =  ~  =  0,0477. 
s        ' 

Die  Werthe  des  Maximums  der  Erhebung  sind  von  der  augen- 
blicklichen Beschaffenheit  der  Oberfläche  des  Wassers  ab- 
hängig. Bei  einer  frisch  hergestellten  Oberfläche  sind  sie  am 
grössten  und  nehmen  alsdann  zunächst  rasch,  dann  immer 
langsamer  an  Grösse  ab.  Bei  Versuchen  an  destillirtem  Was- 
ser, sowie  an  Brunnenwasser,  die  merklich  dieselben  Werthe 
liefern,  fand  Hagen  für  die  erwähnte  Grösse  Werthe,  die  für 
die  Constante  a^  Werthe  lieferten,  welche  von  0,047  bis  0,061 
wechselten. 


3.   Niveau -Aenderung  bei  einer  schweren  Flüssigkeit  durch  ziy^ei 
ebene,  mit  einander  parallele  und  senkrechte  Platten  von  sehr 

grosser  Breite. 

Wir  untersuchen  zunächst  den  Fall ,  wo  beide  Platten  von 
der  Flüssigkeit  benetzt  werden,  und  folglich  letztere  sich  so- 
wohl an  der  äusseren,  wie  auch  an  der  inneren  Seite  eii^cr 
jeden  Platte,  und  zwar  offenbar  an  jeder  Platte  um  bezüglich 
gleich  viel  erhebt.  Die  Gestalt  der  flüssigen  Oberfläche  ausser- 
halb der  Platten  wird  durch  das  Vorhergehende  bestimmt,  wenn 
wir  wieder  annehmen,  dass  die  horizontalen  Dimensionen  der 
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Flüssigkeit,  sowie  die  horizontale  Breite  der  Platten  sehr  gross 
sind. 

Es  werde  der  Anfangspunkt  der  ;e?-Coordinaten  in  die 
Höhe  des  als  eben  zu  betrachtenden  Theiles  der  Oberfläche 
gelegt.  Dann  ist,  wofern  die  Flüssigkeit  ausserhalb  der  Plat- 
ten ,  wie  unterstellt  werden  soll ,  mit  dem  von  den  Platten  ein- 
p^cschlossenen  'J^heile  im  Zusammenhange  steht,  die  früher 
durch  c  bezeichnete  Constante  gleich  Null  zu  setzen,  weil  für 
0  =  0  die  Krümmung  der  als  eine  einzige  zu  betrachtenden 
Oberfläche  verschwindet.    Hiernach  ist: 

da?  z 


['+(ST  " 


Wenn  wir  nun  femer  die  g-Axe  in  die  Mitte  zwischen  beide 
Platten  legen,  so  dass  die  Oberfläche  zwischen  den  Platten  in 
Bezug  auf  die  j/jJ- Ebene  symmetrisch  wird,  und  die  Höhe  der- 
jenigen Punkte  der  Oberfläche,  in  welchen  die  Tangential- 
ebene horizontal  liegt,  durch  /  bezeichnen,  so  finden  wir  durch 
Integration  der  letzten  Gleichung  und  durch  gehörige  Bestim- 
mung der  Integrations- Constante: 

* 

wo,  wie  man  leicht  findet,  die  Wurzel  für  den  auf  der  Seite 
der  positiven  x  gelegenen  Theil  der  Fläche  positiv  zu  nehmen 
ist  und  die  Grösse  0  zwischen  0'  und  j//*  +  2a*  liegt.  Aus 
letzterer  Gleichung  sehen  wir  schon  so  viel,  dass  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  zwischen  den  Platten  von  ihrer  tiefsten 
Stelle  mit  den  Coordinaten  x  =  0,  0  =  0'  an  beiderseits  in  die 
Höhe  steigt,  um  schliesslich  die  Platten  zu  berühren. 

Die  obige  Gleichung  lässt  sich  leicht  durch  Integration 
auf  elliptische  Functionen  zurückführen»  Substituirt  man 
nämlich: 


0  =  0U,         M«  =  y^, 


WO  gesetzt  ist: 
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4a 


2 


so  findet  man  sogleich: 

=  !_- ; du 

2a c  stn q>  cos  (p 

c*  sing)  COS (p 

Durch  Differentiation  der  Gleichung,  welche  u  mit  g>  verbin- 
det, ergibt  sich: 

,  c*        sinw  cos  w  da) 

du  = ,  ..  Z —  ' 

j/l-c"  ^{9) 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  vorige  Gleichung  und  inte- 
grirt  dieselbe ,  wobei  zu  beachten  ist ,  dass  den  Werthen  a?  ==  0 

und  Äf  =  /  der  Werth  9  =  —  entspricht,  so  kommt: 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  beider  Platten  durch  d  und 
die  Höhe  der  Uorizontallinien ,  längs  denen  die  Platten  von 
der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  berührt  werden,  durch  /',   so 

ßinda:=~  und  z=^e"  zu  einander  gehörige  Werthe,   die  der 

gefundenen  Gleichung  genügen  müssen.  Da  aber  in  den  ge- 
dachten Horizontallinien  die  Tangentialebenen  senkrecht  stehen, 
so  hat  man  in  Folge  der  oben  aufgeführten  Differentialgleichung 
erster  Ordnung:  _ 

"  ,/o      2    .       ^2  «  V^  /2-C* 

z  =i/2a^  +  jEr  ^=  — ^ — ^ • 

^  c 

Diesem  Werthe  von  z  entspricht  den  Substitutions- Formeln 
gemäss  der  Werth  -—  von  (p.    Hiernach  erhält  man ,  indem  man 

in  die  gefundene  Gleichung  der  Oberfläche  a:=  — ,  9=-r  setzt, 

eine  Gleichung,  die  dazu  dient,  die  Grössen  a,  d  und  /  in 
ihrer  gegenseitigen   Abhängigkeit   zu   bestimmen.      Wenn   die 
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Entfernung  der  Platten  sehr  klein  ist,  so  wird  /  gegen  a  sehr 
gross,  folglich  erlangt  der  Modulus  c  einen  sehr  kleinen  Werth. 
Für  diesen  Fall  findet  man  durch  Entwickelung  der  elliptischen 
Functionen  bis  zur  4.  Potenz  von  c  inclusive: 

"=•('+ T['  +  f])' 

woraus  sich  annähernd: 


__rf__d»    4  +  Ä 


und  folglich: 


a      a" 


d 


16 

4  — TT 


ergibt. 

Für  solche  Distanzen  der  Platten,  welche,  gegen  a  gehal- 
ten, nicht  sehr  klein  sind,  kann  man  sich  mit  Vortheil  der 
folgenden  von  Hagen  berechneten  Tabelle  bedienen,  in  wel- 
cher zu  einander  gehörige  Werthe  der  Grössen: 


und  -— , 


2 


z 


zusammengestellt  sind. 


c« 

2-c' 

d 

2  z 

2-c2 

d 
2  z' 

C« 
2-c« 

d 
2sf 

c« 
2-c« 

d 

2/ 

•  0,00 
0,01 
0,02  • 
0,03 
0,04 
0,05 
0,00 
0,07 
0,08 
0,09 

0,0000 
0051 
0102 
0154 
0207 
0202 
0317 
0371 
0431 
0489 

0,10 
0,11 
0,12 
0,18 
0,14 
0,15 
0,16 
0,17 
0,18 
0,19 

0,0549 
0610 
0672 
0736 
08(M) 
()8()6 
0934 
1(K)3 
1073 
1115 

0,20 
0,21 
0,22 
0,23 
0,21 
0,25 
0,26 
(»,27 
0,28 
0,29 

0,1219 
1294 
1371 
1450 
1530 
1613 
1697 
1784 
1872 
1963 

0,30 
0,31 
0,32 
0,33 
0,34 
0,35 
0,3(5 
0,37 

o,:38 

0,39 

0,2050 
2152 
2250 
2350 
2453 
2559 
2(>(i9 
2781 
28VH) 
3014 

c» 
2~c' 

d 
2/ 

c« 
2-c« 

d 
2  z 

2-c« 

0,60 
0,61 
0,62 
0,63 
0,()  1 

o,r>5 

0,(i6 
0,(>7 
0,68 
0,69 

d 
2z' 

c« 
2-c« 

d 

2  z' 

0,40 
0,41 
0,42 
0,43 
0,44 
0,45 
0,46 
0,47 
0,48 
0,49 

0,3130 
3201 
3391 
3524 
3062 
3804 
3951 
4103 
4259 
4421 

0,50 
0,51 
0,52 
0,53 
0,54 
0,55 
0,56 
0,57 
0,58 
0,59 

0,1588 
4762 
4942 
5129 
5322 
5523 
5731 
5048 
6175 
IV412 

0,6(560 
6918 
7187 
7469 
7765 
8075 
8401 
8744 
9106 
9488 

0,70 
0,71 
0,72 
0,73 
0,74 
0,75 
0,76 
0,77 
0,78 
•  • 

0,9892 
1,0321 
0776 
1200 
1775 
2:525 
2914 
3548 
4229 
•  •  ■ 
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Au8  den  zahlreichen  Versuchen ,  wodurch  die  vorhergehen- 
den Ergebnisse  verificirt  werden,  heben  wir  einen  von  Hagen 
angestellten  hervor.  Derselbe  fand  für  die  oben  durch  js^o,  /, 
z*  bezeichneten  Grössen  bei  Brunnenwasser  und  für  zwei  Plat-. 
ten,  deren  Entfernung  durch  eine  dritte  dazwischen  befindliche 
Platte  zu  0;2808  bestimmt  wurde,  folgende  Werthe: 

z^  =  0,3 181,      /  =  0,3553 ,      z'  =  0,4748. 

Aus  den  beiden  letzten  Grössen  berechnet  sich: 

o«=  4  (/'«-«' 2)  =  0,0496, 

welcher  Werth  innerhalb  der  früher  angegebenen  von  Hagen 
beobachteten  Grenzen  für  diese  Constante  liegt.  Man  findet 
dann  ferner  unter  Zugrundelegung  jenes  Werth  es: 

jero=af^2  =  0,3149, 

was  von  der  direct  gemessenen  Grösse  nur  wenig  abweicht. 
Der  grösste  Werth,  welchen  Hagen  für  /  bei  der  oben  an- 
gegebenen Distanz  der  Platten  erhielt,  war  0,5121.  Hieraus 
ergibt  sich  mit  Hülfe  obiger  Tafel  für  die  Constante  a^,  die 
beim  Wasser  natürlich  der  Constante  o  gleichkommt,  der  Werth 

0,0759. 

Hagen  dehnte  seine  Untersuchungen  über  die  Erhebung 
zwischen  parallelen  Platten  auch  auf  Alkohol  und  Olivenöl 
aus.  Er  fand,  dass  bei  diesen  beiden  Flüssigkeiten  die  Grösse 
a*  keinen  merklichen  derartigen  Wechsel  darbietet,  wie  es 
beim  Wasser  der  Fall  war.  Für  Alkohol  vom  specifischen  Ge-» 
wichte  0,7967  ergab  sich  bei  der  Entfernung  0,1624  der  beiden 
Platten  aus  vier  Messungen  /=  0,3 174,  woraus  a^  =  0,0296 
und  0  =  0,0236  folgt.  Für  Olivenöl  vom  specifischen  Gewichte 
0,9129  ergab  sich  bei  derselben  Distanz  der  Platten  aus  sechs 
Messungen  y==  0,4473,  woraus  a*  =  0,0377,  o  =  0,0344  folgt. 
Die  beiden  letzten  Bestimmungen  wurden  bei  einer  Tempera- 
tur von  ungefähr  15^  R.  ausgeführt 

*  _ 

•  Neben  den  bisher  erörterten  Fall,  wo  beide  Platten  von 
der  Flüssigkeit  benetzt  worden,  stellt  sich  zweitens  der,  wo 
solches  nicht  stattfindet  und  die  Oberfläche  in  die  Ebenen  bei- 
der Platten  unter  einem  Winkel  einschneidet.     Wir  begnügen 
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uns  hier  damit;  anzunehmen;  dass  der  gedachte  Randwinkel 
an  sämmtlichen  vier  Grenzflächen  der  Platten  den  Werth  180^ 
habe.  Alsdann  ist;  wie  leicht  einzusehen ;  in  der  Differential- 
gleichung erster  Ordnung;  an  die  sich  im  Obigen  die  weitere 
Analyse  anschloss;  das  negative  Vorzeichen  der  Wurzel  zu 
nehmen.  Aus  dieser  Bemerkung  folgt  ohne  Weiteres,  d^es 
sich  jetzt  die  Oberfläche  von  der  im  vorher  betrachteten  Falle 
gefundenen  nur  in  ihrer  Lage  unterscheiden  kann;  und  dasö 
dieselbe  als  das  Spiegelbild  der  letzteren  in  Bezug  auf  die 
Ebene  betrachtet  werden  kanu;  von  welcher  aus  die  Coordi- 
naten  b  gerechnet  werden.  Die  Formeln;  welche  die  jetzt  statt- 
findende Capillardepression  bestimmen ;  unterscheiden  sich  also 
nur  durch  das  Vorzeichen  der  0  von  den  oben  gefundenen. 

Es  mögen  endlich  noch  die  Verhältnisse  bei  zwei  Platten 
besprochen  werden;  von  welchen  die  eine  von  der  Flüssigkeit 
beiderseits  benetzt  wird ,  während  an  den  beiden  Grenzflächen 
der  zweiten  Platte  die  Flüssigkeit  den  Randwinkel  von  180® 
darbietet.  Ausserhalb  der  Platten  erhebt  sich  die  Flüssigkeit 
an  der  ersten  Platte  von  dem  ebenen  Theile  des  Niveaus  aus 
bis  zu  einer  HöhC;  die  dem  Früheren  gemäss  gefunden  wird. 
Ebenso  senkt  sie  sich  an  der  zweiten  Platte  unter  den  ebenen 
Theil  des  Niveaus  und  zwar  ist  das  Maximum  der  Senkung 
dem  Maximum  der  Erhebung  an  der  ersten  Platte  gleich. 
Was  den  Theil  der  Oberfläche  betrifft;  der  von  den  Platten 
eingeschlossen  wird;  so  erhebt  er  sich  an  der  ersten  Platte, 
während  er  in  der  Nähe  der  zweiten  Platte  abwärts  steigt;  so 
dass  dieser  Theil  mindestens  eine  Inflexionslinie  aufweisen 
muss.  Aus  der  allgemeinen  Gleichung  für  die  Oberfläche  folgt 
aber;  dass  eine  solche  Inflexionslinie  stets  in  der  Höhe  des 
ebenen  Theiles  des  Niveaus  liegen  rausS;  wonach  offenbar  nur 
eine  einzige  Inflexion  stattfinden  kann.  Für  die  Gleichung 
des  fraglichen  Theiles  der  Oberfläche  hat  man,  wenn  die 
£?-Coordinaten  von  der  Höhe  des  ebenen  Theiles  des  Niveaus 
an  gerechnet  werden: 


[M'im 


2  a- 


das  aus  einem  festen  Körper  und  einer  Flüsöigkeit  bestellt.         129 

Wenn  nun  s' der  spitze  Winkel  ist,  unter  welchem  die  Ober- 
fläche längs  ihrer  Inflexionslinie  das  allgemeine  Niveau  schnei- 
det, so  ergibt  sich: 

C0S6  =  p, 

und  hiernach  hat  man  für  die  ganze  zwischen  den  Platten  be- 
findliche Fläche: 

, —z^  +  2a^  cos  6  , 

'^j/Aa^  —  {z^  —  2a^  cos  sy  ' 
wo  die  Wurzel  positiv  zu  nehmen  ist,  wenn  die  positiven  x 
von  der  Inflexionslinie  aus  nach  der  benetzten  Platte  hin  ge- 
zählt werden.  Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  in  der  Inflexions- 
linie zusammenstossenden  Theile  der  Fläche  congruent  sind  und 
sich  nur  durch  ihre  Lage  unterscheiden,  indem  der  eine  nach 
oben  concav ,  der  andere  convex  ist.  Es  folgt  ferner,  dass  die 
Inflexionslinie  in  der  Mittelebene  der  Platten  liegt,  und  dass 
die  Erhebung  an  der  einen  Platte  der  Senkung  an  der  anderen 
gleichkommt.  Für  diese  Erhebung  oder  Senkung  /'  findet 
man: 

/'  =  a  y2  j/cos  s. 

Die  Zerlegung  des  Radicanden  in  der  Differentialgleichung  der 

Oberfläche  in  Factoren  zweiten  Grades  führt  auf  die  Substi- 

^tution : 

is=:2acos  ^scosg), 

wodurch  man  nach  der  Integration  und  gehörigen  Bestimmung 

der  Constanten  erhält: 

ff  ff 

,2  ^2 


^y  ^-2«y  ^(<p)dip, 


X 

wp  zu  setzen  ist: 

Für  den  Winkel  9",  welcher  sich  in  dem  hier  betrachteten 
speciellen  Falle  der  Ordinate  /'  oder  der  halben  Entfernung 
x=^\d  der  Platten  zuordnet,  hat  man: 


„     1/4  cos  s 

COSW    —      ^    ■ — 
^  COS^S 

Beer,  Clailiciiäl  und  Capillarilät.  II.  Q 


^ 
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Wir  lassen  hier  einige   Paare  zu  einander  gehöriger  Werthe 


jt 


H  9 

der  Grössen  -—  und  — -=^  folgen, 

2a  o/2 


d 

z" 

c 

2a 

a  Vi 

0,OCM) 

0,000 

90« 

0,196 

0,584 

70  0 

0,579 

0,801 

50  *> 

1,1C)9 

0,930 

300 

2,:i41 

0,992 

10° 

00 

1,000 

00 

Wie  man  sieht;  nehmen  die  Niveau- Aenderungen  /'  an 
den  inneren  Flächen  der  Platten  hier  an  Grösse  zu,  wenn  die 
Distanz  wächst;  während  das  Umgekehrte  in  den  früher  er- 
örterten Fällen  eintrat,  wo  die  gedachten  Flächen  mit  der 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  entweder  beide  den  Winkel  0^  oder 
beide  den  Winkel  180®  bildeten. 


4.   Aenderung  des  Niveaus  einer  sobweren  Flüssigkeit  durch 

einen  senkrechten  hohlen  Kreiscylinder;  Gleichgewicht  einer 

isolirten  Flüssigkeitssäule  in  einer  senkrechten  Röhre. 

Die  Oberfläche  einer  flüssigen  Masse,  deren  horizontale 
Dimensionen  unendlich  gross  seien,  wird  durch  Eintauchen  einer 
senkrechten  Röhre  mit  kreisförmigem  Querschnitte  in  eine  Ro- 
tationsfläche umgestaltet,  deren  Axe  die  Axe  der  Röhre  ist. 
Wir  nehmen  diese  zur  ;s-Axe  und  rechnen  die  j^-Coordinaten 
von  dem  als  eben  zu  betrachtenden  Theile  des  äusseren  Ni- 
veaus an,  in. den  sich  derjenige  Theil  der  Oberfläche  verläuft, 
der  an  die  äussere  Wandung  der  Röhre  anstösst.  Für  den 
von  der  Röhre  eingeschlossenen  Theil  der  Oberfläche  besteht 
alsdann  die  Gleichung: 

1         1  _;& 


jBj      Ri 


2 


a' 


woraus  sich  ergibt,  dass  die  Oberfläche  nach  oben  hin  concav 
und  ganz  über  dem  allgemeinen  Niveau  befindlich  ist,  wenn 
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die  Wand  der  Röhre  von  der  Flüssigkeit  benetzt  wird;  schnei- 
det aber  die  Oberfläche  unter  einem  stumpfen  Winkel  in  die 
Fläche  der  Röhre  ein,  so  ist  ihre  Oberfläche  nach  oben  hin 
convex  und  liegt  ganz  unterhalb  des  allgemeinen  Niveaus. 

Wenn  wir  jetzt  unter  x  die  senkrechte  Entfernung  von 
der  Axe  der  Röhre  verstehen,  so  können  wir,  da  wir  es  mit 
einer  Rotationsfläche  zu  thun  haben,  für  die  letzte  Gleichung 

schreiben : 

d^z  dz 

d3? dx  _  z_^ 


Diese  Formel  ergibt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  bei  einer 
Rotationsfläche  der  Krümmungshalbmesser  des  einen  Haupt- 
schnittes mit  demjenigen  der  MeridiancurVe  zusammenfallt, 
während  der  Krümmungshalbmesser  des  anderen  Hauptschnit- 
tes der  Normale  der  Meridiancurve,  bis  zum  Durclischnitte  mit 
der  Rotationsaxe  gerechnet,  gleich  ist.  Die  vorhergehende 
Differentialgleichung  der  Oberfläche  lässt  sich  so  umgestalten: 


dz         \ 

,,  dx  \  _^^  ;j 


^  +  Vd^. 


Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  z  als  geschlossene  Function 
von  x  nicht  finden;  gleichwohl  ergibt  sich  aus  derselben  leicht 
das  hauptsächlichste  Gesetz  über  die  Capillarhebung  und  Sen- 
kung in  Röhren.  Unter  r  den  Radius  der  Röhre  verstanden, 
integrire  man  die  letzte  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  0 
und  r.     Für  eine  benetzende  Flüssigkeit  kommt  alsdann: 


xz  dx. 
0 

Hierfür  kann  man  aber,  wenn  durch   V  das  Volumen  der  ge- 
hobenen Flüssigkeitssäule  bezeichnet  wird,  setzen: 

Auf  demselben  Wege  findet  man  für  eine  Flüssigkeit,  welche 
mit  der  Wandung  der  Röhre  den  Winkel  i  bildet,  wenn  F 

9* 
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das  Volumen  der  Röhre  ist;  das  einerseits  von  dem  allgemei- 
nen Niveau,  andererseits  von  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
begrenzt  ist: 

Das  in  den  beiden  letzten  Gleichungen  ausgesprochene  Gesetz, 
wonach  das  Volumen  der  durch  eine  cylindrische  Röhre  ge- 
hobenen oder  verdrängten  Flüssigkeit  unter  übrigens  gleichen 
Umständen  dem  Radius  der  Röhre  proportional  ist,  hat  in 
zahlreichen  Versuchen  seine  Bestätigung  gefunden.  Wir  wollen 
von  solchen  nur  einige  wenige  anführen,  die  sich  auf  Röhren 
beziehen,  deren  Durchmesser  die  Grösse  der  Senkung  oder 
Steigung  an  einer  ebenen  Platte  nicht  übersteigt.  Für  solche 
Röhren  kann  beim  Wasser,  dessen  wir  zuerst  erwähnen  wol- 
len, die  Oberfläche  als  eine  Kugelfläche  betrachtet  werden. 
Desains  (Recher ches  sur  les  phAiomenes  capiUaires;  Annales 
de  Chimie  et  de  Physique,  3"**^  seris,  tarne  LI)  fand  nämlich  für 
Röhren  von  verschiedenem  Radius  r  für  den  Unterschied  der 
Erhebung  /'  an  der  Wand  und  der  Erhebung  /  des  tiefsten 
Punktes  der  Fläche,  also  für  den  Pfeil  des  Capillar- Meniscus, 
die  folgenden  Werthe,  aus  denen  hervorgeht,  dass  der  Unter- 
schied zwischen  der  horizontalen  und  verticalen  Halbaxe  der 
gedachten  Fläche  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  gegen 
den  Betrag  von  /  nur  klein  ist.  Dieser  Unterschied  wird 
ausserdem,  wie  man  sieht,  um  so  kleiner,  je  enger  die  Röhre  ist. 


r 

r"-/ 

r 

/'-/ 

r 

/'-/ 

0,0620 
0,2627 

0,0589 
0,2218 

0,4639  • 
0,5960 

0,3024 
0,3577 

0,7830 
1,7500 

0,3858 
0,4120 

Setzen  wir  aber  für  die  Oberfläche  des  Meniscus  bei  einer 
benetzenden  Flüssigkeit  eine  Kugelfläche,  welche  wie  jener  die 
Röhrenwand  berührt  und  deren  tiefster  Punkt  in  derselben 
Höhe  /  wie  der  tiefste  Punkt  des  Meniscus  liegt,  so  ergibt 
sich  aus  der  ersten  der  obigen  Gleichungen  für  die  gehobene 
Flüssigkeitssäule : 

Dass  diese  Beziehung  in  Wirklichkeit  nahe  besteht,   ersehen 
wir  ans  der   folgenden  Tabelle,   deren  Data   den    Versuchen 
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Bade's  über  Capillarerscheinungen  entnommen  sind  (Memoire 
sur  Vascension  de  Veau  et  la  depression  du  mercure  dans  les  tubes 
capiüaires;  Mem,  de  Vacademie  royäle  des  sciences  de  Belgique, 
tarne  XXV).  Bei  den  Versuchen  wurde  das  Wasser  durch 
Saugen  bis  ans  obere  £nde  der  Capillarröhre  gehoben  und  sein 
Stand  nach  24  Stunden  beobachtet. 


r 

/  bei  13?8  C. 

z  bei  13?1  C. 

Mittel.    • 

a« 

r^  .^- 

r.  v-1^— 

0,005U8 

29,740 

29,910 

29,825 

0,0758 

0,0111 

13,710 

13,620 

13,665 

0,0759 

0,0109 

7,520 

7,500 

7,510 

0,0748 

0,0487 

2,990 

2,950 

2,970 

0,0727 

0,0621 

2,270 

2,295 

2,282 

0,0715 

0,J025 

1,215 

1,270 

1,242 

0,0654 

Im  Mittel  ergibt  sich  hieraus  a^  =  0,0727. 

Wir  dürfen  nicht  unterlassen  ^  hier  einer  scheinbaren  Ab- 
weichung von  dem  theoretischen  Gesetze  zu  gedenken.  Durch 
zahlreiche  Versuche  ist  es  festgestellt ,  dass  die  Gapillarerhebung 
bei  benetzenden  Flüssigkeiten  in  einem  stärkeren  Verhältnisse 
zunimmt,  wenn  der  Radius  abnimmt;  als  die  Theorie  es  ver- 
langt. Wahrscheinlich  muss  man  dies  mit  Plateau  jedoch 
dem  Umstände  zuschreiben ,  dass  die  Dicke  der  benetzenden 
Schichte  bei  sehr  engen  Röhren  gegen  den  Radius  der  letz- 
teren nicht  vernachlässigt  werden  kann,  wie  dies  in  den  theo- 
retischen Prämissen  aiigenommen  wird. 

Um  die  Depression  des  Quecksilbers  zu  bestimmen ,  stellte 
Bö  de  über  den  Niveauunterschied  in  einem  Heber  mit  zwei 
senkrechten  cylindrischen  Schenkeln  Messungen  an.  Denken 
wir  uns  einen  solchen  Heber  ursprünglich  mit  einer  flüssigen 
Masse  in  Communication ,  deren  horizontale  Dimensionen  un- 
begrenzt sind,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Flüssigkeit  in  jedem 
Schenkel  dieselbe  Höhe  einnimmt,  wie  wenn  der  cylindrische 
Schenkel  in  die  erwähnte  Masse  für  sich  eingetaucht  wäre. 
Und  da  das  Gleichgewicht  nicht  gestört  wird,  wenn  man  den 
Zusammenhang  zwischen  dem  Heber  und  der  anderen  Flüssig- 
keit aufhebt,  so  folgt,  dass  der  Niveauunterschied  in  den  zwei 
Schenkeln  der  Differenz  der  Diepressionen ,  wie  sie  beiden 
Schenkeln  entsprechen,  gleichkommt.   Bei  den  VersucheUi  deren 
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hier  gedacht  werden  soll,  betrug  der  Radius  des  einen  Schen- 
kels nicht  1  Millimeter,  während  der  des  zweiten  Schenkels 
zwischen  7  und  11  Millimeter  lag.  Um  die  den  letzteren  Ra- 
dien entsprechenden  Depressionen  zu  finden,  bemerke  man, 
dass  die  Depression  gefunden  werden  kann,  wenn  die  Con- 
stante  a^cosi,  der  Radius,  die  Höhe  und  das  Volumen  des 
Meniscus  bekannt  sind.  Es  sei  nämlich  h  die  Höhe  eines  Cy- 
linders,  der  an  Volumen  dem  Meniscus  gleichkommt  und  den 
Radius  r  hat.  Alsdann  ist,  wenn  /,  /'  die  absoluten  Depres- 
sionen in  der  Mitte  und  am  Rande  des  Meniscus  bedeuten, 
und   V  das  Volumen  der  verdrängten  Flüssigkeit  ist: 

F=  r-Ä  (/'  —  Ä)  =  —  2 jra*  cos i ,  r. 
Hieraus  ergibt  sich,  wenn  die  Höhe  z"  —  z    des  Meniscus  die 

Grösse  ä  um  f  übertrifft : 

,          2  c?  cos  i      j. 
^  = f' 

T 

Die  Grösse  f  ist  für  gläserne  Röhren  von  0,1  bis  6  Centimeter 
Durchmesser  von  Danger  (Ännales  de  Chimie  et  de  Physiqtie, 
5*"'  se^-iCy  tome  XXIV:  Note  sur  la  hauteur  des  ^nenisques,  que 
presente  la  surface  du  mercure  contenu  dans  les  vases  en  verre) 
bei  einer  Temperatur  von  15^  C.  direct  beobachtet  worden. 
Für  eine  Röhre  von  6  Centimetern  Durchmesser  ergab  sich 
für  f  der  Werth  0,0178,  und  da  für  einen  solchen  Durchmesser 
/  ohne  merklichen  Fehler  gleich  Null  gesetzt  werden  darf,  so 

ergibt  sich:  _  a« cos i  =  0,0267. 

Mittelst  dieses  Werthes  lässt  sich  nun  die  Depression  /  be- 
rechnen, die  den  übrigen  von  Danger  bestimmten  Werthen 
der  Grösse  /  entspricht.  Wir  erhalten  so  folgende  Reihe  für 
Röhren,  deren  Radius  unter  .einem  Centimeter  liegt.  Bei  noch 
weiteren  Röhren  können  wir  für  unsere  Zwecke  von  der  De- 
pression ganz  absehen. 


r 

f 

z 

r 

f 

/ 

0,1 

0,0310 

0,5030 

0,6 

0,0037 

0,0253 

0,2 

0,0486 

0,2184 

0,7 

0,0610 

0,0153 

0,3 

0,0584 

0,119(5 

0,8 

0,0570 

0,0098 

0,4 

0,0630 

0,0705 

0,9 

0,0530 

0,0063 

0,5 

0,0643 

0,0425   . 

1,0 

0,0495 

0,0039 
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Was  ferner  den  Pfeil  z"  —  z   des  Meniscus,  der  von  Null 

ausgehend  mit  wachsendem  Radius  sich  derQrenze  a  }/2j/l—sini 
nähert;  betrifft;  so  fand  Bede  bei  einigen  Röhren  aus  Glas 
folgende  Werthe: 


r 

z'^z 

r 

/'-/ 

0,0199 
0,0576 
0,1025 

0,015 
0,020 
0,050 

0,1323 
0,1771 
0,2140 

0,070 
0,095 
0,100 

Hiernach  wird  man  für  Röhren  der  hier  erwähnten  Art 
keinen  erheblichen  Fehler  begehen,  wenn  man  bei  Berechnung 
des  Volumens  V  annimmt,  dass.  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
eine  Kugelfläche  sei,  die  in  die  Wandung  der  Röhre  unter 
einem  Winkel  von  135^  einschneidet.  Ja;  man  kann  für  die 
Genauigkeit  der  zu  erörternden  Messungen  von  der  Krümmung 
der  Oberflächen  ganz  absehen  und  demgemäss  setzen: 

—  2a^cosi  =  rz\ 
Diese  Relation  wird  in  der  That  durch  die  Versuche  von  Bedo; 
von  weFchen  wir  einige  hier  folgen  lassen,  verificirt.  Die  Ta^ 
belle  enthält  die  Radien  r,  B  der  beiden  Schenkel,  zwei  Reihen 
von  Bestimmungen  der  Niveaudifferönz  D,  die  Mittelwerthe 
dieser  Differenzen,  welche  im  vorliegenden  Falle  ohne  erheb- 
lichen Fehler  für  die  den  Radien  r  entsprechenden  Depressio- 
nen /  genommen  werden  können,  endlich  die  Werthe  der  Grösse 
—  a^  cos  L 


r 

B 

D  bei  16^8  C. 

Dbeinysc. 

z 

—  a*  cos  i 

0,00492 

0,725 

10,2-25 

10,155 

10,190 

0,0251 

0,00795 

0,875 

6,090 

•  •  ■  • 

6,090 

0,0242 

0,0111 

0,750 

4,425 

4,325 

4,375 

0,0243 

0,0199 

0,700 

2,565 

2,540 

2,553 

0,0254 

0,0466 

1,075 

1,130 

1,075 

1,103 

0,0257 

0,0621 

1,075 

0,800 

0,775 

0,788 

0,0245 

Im  Mittel  ergibt  sich  aus  Obigem  für  die  Constante  —  a*  cosi 
der  Werth  0,0249. 

Wie  oben  bemerkt  wurde,  geht  die  Höhe  des  Meniscus 
von  Null  aus,  indem  sie  mit  dem  Radius  der  Röhre  an  Grösse 


136   Erforschung  specieller  Fälle  des  Gleichgewichtes  eines  Systemes, 

zunimmt  und  schliesslich  sich  einer  festen  Grenze,  nämlich 
a}/2j/l  —siniy  nähert.  Wir  lassen  eine  Reihe  von  Bestim- 
mungen dieser  Höhe,  die  von  Danger  (a.a.O.)  herrühren, 
folgen. 


r 

/'  -  z' 

r 

/'  -  / 

r 

/'  -  / 

0,15 
0,25 
0,50 

0,0779 
0,1102 
0,1543 

1,00 

1,5 

2,0 

0,1685 
0,1670 
0,1663 

2,5 
3,0 

0,1667 
0,1718 

Ohne  erheblichen  Fehler  wird  man  die  der  weitesten  Röhre 
entsprechende  Meniscus  -  Höhe  für  die  erwähnte  Grenze  neh- 
men können,  und  hat  alsdann  unter  Zuziehung  der  bereits 
früher  für  dieselbe  Röhre  aufgestellten  Relation: 

—  a^  cos  i  =  0,0267, 
2a2(l  - 5m  t)  =  0,1718^. 
Hieraus  bestimmt  sich  für  den  Randwinkel  zwischen  Queck- 
silber und  Glas  der  Werth  147®  12'. 

Die  Grösse  a^  cos  i ,  d.  i.  die  auf  den  Radius  Eins  reducirte 
halbe  Capillarhebung  oder  Senkung,  zeigt  sich  von  der  Tem- 
peratur nicht  bloss  insofern  abhängig,  als  durch  letztere  die 
Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  geändert  wird,  es  sind  vielmehr 
auch  die  früher  durch  6  und  oi  bezeichneten  Constanten  als 
Functionen  der  Temperatur  zu  betrachten.  Aus  den  hierüber 
angestellten  Versuchen  ergibt  sich,  dass  man  für  das  Intervall 
von  0®  bis  100®  setzen  kann: 

Sil   ^^Q      {\'-'kt)y 

WO  ß^  und  ssl  die  Hebungen  oder  Senkungen  bedeuten,  die 
bezüglich  den  Temperaturen  0®  und  t^  entsprechen,  Ä  aber  ein 
von  der  Natur  der  Flüssigkeit  oder  von  der  Flüssigkeit  und 
ihrem  Verhältnisse  zum  Stoflfe  der  Röhre  abhängiger  Coef- 
ficient  ist. 

Nach  Brunn  er  (tfntersuchungen  über  die  Cohäsion  der 
Flüssigkeiten ,  PoggendorflPs  Annalen  Bd.  LXX)  ist  h  für  Was- 
ser gleich  0,00187,  für  Schwefeläther  0,00523  und  für  Olivenöl 
0,00141. 

Nach  Frankenheim  (über  die  Veränderungen,  welche 
die  Höhe  des  Quecksilbers  in  Haarröhrchen  mit  der  Tempera- 
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tur  erleidet;  Poggendorffs  Annalen  Bd.  LXXV)  schwankt  der 
Werth  von  Ic  beim  Quecksilber  und  für  sehr  trockenes  Glas 
zwischen  —0,0013  und  —0,0014,  so  dass  bei  diesen  Stoffen 
die  Grösse  —d^  cosi  durch  Zunahme  der  Temperatur  ebenfalls 
zunimmt,  denn  der  Ausdehnungscoefficient  des  Quecksilbers 
beträgt  nur  0,00018. 

£s  möge  hier  noch  der  Gleichgewichtszustand  einer  flüs- 
sigen Masse  betrachtet  werden,  die  sich  in  einer  senkrecht  ge- 
haltenen Röhre  befindet  und  durch  die  blosse  Wirkung  der 
Capillarkraft  am  Fallen  gehindert  wird.  Die  flüssige  Masse 
befindet  sich  am  unteren  Ende  der  Röhre  und  muss  letztere 
benetzen,  da  für  eine  nicht  benetzende  Flüssigkeit  dieser  Gleich- 
gewichtszustand nicht  eintreten  kann. 

Der  obere  Meniscus  der  Flüssigkeit  ist  nach  oben  hin  hohl, 
er  berührt  die  innere  Wand  der  Röhre  und  für  denselben  hat 
man: 

wo  K^  und  e  das  absolute  Krümmungsmaass  und  die  Höhe 
irgend  eines  Punktes  ist,  JT/  und  0^  aber  dieselben  Grössen 
für  den  Scheitel  bedeuten. 

Der  untere  Meniscus  kehrt,  so.  lange  das  Volumen  der 
Flüssigkeit  noch  unterhalb  einer  gewissen  Grösse  liegt,  seine 
Höhlung  nach  unten.  Er  berührt  den  inneren  Rand  des  un- 
teren Endes  der  Röhre,  den  wir  uns  zwar  in  der  Richtung 
eines  Axialschnittes  sehr  stark  gekrümmt  denken,  gleichwohl 
aber  von  einer  stetig  gekrümmten  torusartigen  Fläche  gebildet, 
die  einerseits  in  die  innere  Wandung  der  Röhre  übergeht, 
andererseits  die  ebene  Basis  der  Röhre  berührt.  Für  die  Krüm- 
mung des  unteren  Meniscus  hat  man  bei  ähnlicher  Bezeichnung 
wie  oben: 


-2  —  -"2   "1         7i 


a' 


Wenn  nun  das  Volumen  der  Flüssigkeit  vermehrt  wird,  so 
steigt  der  obere  Meniscus  in  die  Höhe,  während  der  untere 
Meniscus  sich  abflacht  und  den  Kreis,  in  welchem  er  den  un- 
teren Rand  berührt;  hinabdrückt.     Ein  ausgezeichneter  Fall 
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tritt  ein,  wenn  der  untere  Meniscus  in  die  Ebene  übergeht, 
welche  die  untere  Basis  der  Röhre  bildet-  Alsdann  ist  offen- 
bar im  Hinblick  auf  das  Frühere  das  Verhalten  der  in  der 
ßöhre  befindlichen  Säule  genau  dasselbe,  wie  wenn  die  Röhre 
nach  unten  hin  fortgesetzt  und  in  einer  unbegrenzten  flüssigen 
Masse  von  derselben  Natur,  wie  die  betrachtete,  eingetaucht 
wäre,  deren  Niveau  mit  der  ursprünglichen  Basis  der  Röhre 
zusammenfällt.  Die  Höhe  des  oberen  Meniscus  über  das  untere 
Ende  der  Röhre  kommt  also  der  der  Röhre  entsprechenden 
Capillarerhebung  gleich. 

Wird  das  Volumen  der  Flüssigkeit  weiterhin  vermehrt,  so 
steigt  der  obere  Meniscus  auch  ferner  noch.  Der  untere  Me- 
niscus aber  wird  jetzt  nach  unten  hin  convex  und  berührt  den 
äusseren  Rand  des  unteren  Endes,  den  wir  uns  als  ebenso 
beschaffen  denken ,  wie  den  inneren  Rand ,  und  der  einen  steti- 
gen Uebergang  von  der  Basis  zur  äusseren  Wand  der  Röhre 
bildet,  t^ür  die  absolute  Krümmung  des  unteren  Meniscus  hat 
man  jetzt: 

2  —  ^2   +   ~^2~> 

woraus  folgt,  dass  das  Krümmungsmaass  vom  Scheitel  aus 
abnimmt,  umgekehrt,  wie  dies  am  oberen  Meniscus  der  Fall 
ist.  Der  Scheitel  des  unteren  Meniscus  senkt  sich  desto  mehr, 
je  grösser  das  Volumen  der  Flüssigkeit  wird;  zugleich  hebt 
sich  der  Kreis ;  in  dem  er  die  Randfläche  berührt,  und  wächst 
der  Winkel,  den  die  Tangentialebene  des  Meniscus  in  den 
Punkten  jenes  Kreises  mit  dem  Horizonte  bildet. 

Eine  Grenzlage  für  die  hier  erörterten  Gleichgewichts- 
zustände tritt  nun  endlich  ein,  sobald  die  Tangentialebene  am 
Rande  des  Meniscus  senkrecht  zu  stehen  kommt  und  folglich 
die  äussere  Wand  der  Röhre  berührt.  Sobald  diese  Grenze 
erreicht  ist,  wird  eine  Vermehrung  des  Volumens  zur  Folge 
haben,  dass  der  bei  Weitem  grösste  Theil  der  Flüssigkeit  sich 
als  Tropfen  von  der  Röhre  ablöst,  worauf  dann  der  noch  übrig 
bleibende  Theil  in  einen  der  früher  erwähnten  Gleichgewichts- 
zustände zurücktritt. 

Um  über  die  hier  erwähnten  Gleichgewichtszustände  nähe* 
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ren  AufBchluBS  zu  erhalten,  wollen  wir  die  allgemeine  Va- 
riationsformel: 

oiSO  +  (od£l  +  sdfzdJc  =  0, 

in  welcher  hier  0  =  — o  zu  setzen  ist,  auf  den  Fall  anwenden, 
wo  der  untere  Meniscus  noch  den  inneren  Rand  der  Röhre  be- 
rührt und  folglich  nach  unten  hin  concav  ist.  Es  berühre  der- 
selbe die  Fläche  des  stark  gekrümmten  Randes  in  einem  Kreise 
C2  mit  dem  Radius  r^,.  während  der  Kreis,  in  dem  der  obere 
Meniscus  die  innere  Wand  der  Röhre  berührt,  C^  und  sein 
Radius,  d.i.  der  innere  Radius  der  Röhre,  r^  sei.  Endlich 
mögen  die  beiden  Menisken  in  der  Gleichgewichtslage  Jf^  und 
M^  heissen. 

Es  werde  nun,  was  statthaft  ist,  die  Flüssigkeit  so  va- 
riirt,  dass  sie  nach  oben  hin  gerückt  wird  und  jeder  der  neuen 
Menisken  M^'  und  M^  allenthalben  um  gleich  viel  höher,  als 
die  betreffenden  ursprünglichen  Menisken  liegen.  Der  neue 
Meniscus  kann  dann,  abgesehen  von  der  Begrenzung,  durch 
blosse  Verschiebung  in  der  Richtung  des  Lothes  mit  dem  be- 
treffenden ursprünglichen  Meniscus  zur  Deckung  gebracht  wer- 
den. Die  Kreise,  in  denen  die  Wand  der  Röhre  von  den 
Flächen  Jf/,  M^  geschnitten  wird,  seien  Cj',  C/.  Endlich 
werde  noch  durch  den  Kreis  (7/  ein  senkrechter  Cylinder  ge- 
legt und  der  Durchschnitt  desselben  mit  M^  durch  D^  be- 
zeichnet« 

Die  Variation  von  0  besteht  dann  in  dem  negativ  genom- 
menen Inhalte  des  zwischen  C^  und  D^  liegenden  Ringes.  Die 
Variation  von  Sl  besteht  erstlich  aus  dem  positiv  genommenen 
Inhalte  des  zwischen  C^  und  (7/  liegendea  Ringtheiles  der 
Röhren  wand,  und  zweitens  aus  dem  negativ  genommenen  In- 
halte des  zwischen  C^  und  0^'  liegenden  Ringtheiles  derselben 
Wand.  Hiernach  ist,  wenn  wir  die  gedachten  Flächen  durch 
ihre  Grenzkreise  bezeichnen: 

odO  +  (odSl  :=^o  (-  C^D,  +  C,C,' -  C,C,'). 
Bezeichnen  wir  aber  den  Winkel,  welchen  die  Tangentialebene 
des  unteren  Meniscus  am  Rande  desselben  mit  dem  Horizonte 
bildet,  durch  @,  so  ist,  wie  leicht  einzusehen: 


140   Erforschung  ßpecieller  FBlle  des  Gleichgcwichtea  eines  Systemes, 

wenn  durch  C^D^  ^^®  Oberfläche  des  durch  C^  und  Dj  be- 
grenzten Hülfscylinders  bezeichnet  wird.  Drückt  man  nun 
endlich  noch  die  Grössen  C^Cl  und  C^D^  durch  die  Radien 
r^y  r,,  und  die  Entfernungen  d\^  dh^  der  Menisken  Jf^,  Jf/ 
und  Jfj;  M^'  aus,  so  kommt: 

Was  den  dritten  Theil  der  Variationsformel  betrifft,  so  hat 
man,  wie  leicht  einzusehen: 

wenn  Fj,  Fg  die  Volumina  der  beiden  Räume  sind,  welche 
nach  oben  hin  durch  je  einen  der  Menisken,  nach  unten  hin 
durch  die  Ebene  begrenzt  werden,  von  der  aus  die  ;?-Coordi- 
naten  gerechnet  werden ,  und  endlich  als  seitliche  Grenzen  die 
senkrechten  Cylinder  aufweisen,  welche  durch  die  Umringe 
der  beiden  Menisken  gehen.  Bemerken  wir  nun  endlich  noch, 
dass,  weil  das  Volumen  der  Flüssigkeit  durch  die  Variation 
nicht  geändert  werden  soll, 

ist,  so  erhalten  wir  durch  Substitution  der  obigen  Ausdrücke 
in  die  Variationsformel  folgende  Relation: 

27t a^  {r^r^ sin  0  - r^r^)  +  {V^r^^ -  V^r^)  =  0. 
Diese  Gleichung  bleibt,  wie  leicht  zu  ersehen,  auch  noch  gültig 
für  den  Fall,   dass  der  untere  Meniscus  den  äusseren  Rand 
aer  Röhre  berührt,  wenn  dann  B  negativ  genommen  wird, 

Wenn,  wie  dies  meist  der  Fall  ist,  der  Krümmungsradius 
für  die  Meridianlinie  des  unteren  Randes  der  Röhre  gegen  die 
übrigen  Dimensionen  verschwindet,  so  kommt,  wenn  v^  das 
Volumen  der  Röhre  zwischen  der  Basis  und  dem  oberen  Me- 
niscus, v^  das  Volumen  des  unteren  Meniscus  und  v  das  Vo- 
lumen der  Flüssigkeit  ist,  erstlich  für  den  Fall,  dass  letzterer 
nach  unten  hin  hohl  ist  und  folglich  den  inneren  Rand  berührt: 

v  =  v^  —  v^=^27ta?r^  (1  —-sin®), 
wo  r^  den  inneren  Halbmesser  der   Röhre   bezeichnet*     Und 
wenn  zweitens  der  untere  Meniscus  den  Rand   der  äusseren 
Röhrenwand  berührt  und  folglich  nach  unten  hin  convex  ist, 
so  hat  man: 
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wo  jetzt  r^  den  äusseren  Halbmesser  der  Röhre  bezeichnet  und 

0  zwischen  0  und  —  —  liegt.    Aus  letzterer  Gleichung  ersehen 

wir,  dass,  wenn  r^  gegen  r^  verschwindet,  der  Stand  der  Flüs- 
sigkeit im  Inneren  der  Röhre  derselbe  ist,  wie  wenn  letztere 
sich  nach  unten  hin  innerhalb  einer  Flüssigkeit  fortsetzte,  für 
die  der  ebene  Theil  des  Niveaus  in  der  Höhe  der  ursprüng- 
lichen Basis  der  Röhre  liegt.  Femer  etgibt  sich  für  eine 
Röhre,  deren  Wand  so  dünn  ist,  dass  die  Radien  r^  und  r^ 
sieb  nur  um  Unmerkliches  von  einander  unterscheiden: 

v  =  v^  +  V2  =5  23r a^r^  (1  —  sin  &). 
Den  Uebergang  von  dem  ersten  Falle  zu  dem  letzten  bildet 
der,  wo  der  untere  Meniscus  eben  ist  und  mit  der  Basis  der 
Röhre  zusammenfällt.     Alsdann  ist,  wie  die  eine  und  die  an- 
dere der  obigen  Formeln  liefert: 

Eine  vollständige  Bestimmung  ergibt  sich  aus  dem  Obigen  für 
Röhren,  deren  äusserer  Radius  so  klein  ist,  dass  sowohl  der 
obere,  als  auch  der  untere  Meniscus  durch  eine  Sphäre  ersetzt 
werden  darf.     Für  solche  findet  man  insbesondere,  wenn  0 

die  Grenze  — —  erreicht,    die  Höhe  h   des   oberen   Meniscus 

über  der  Basis  der  Röhre,  wie  folgt,  ausgedrückt: 

Wenn  eine  Röhre  in  eine  benetzende  Flüssigkeit  getaucht  und 
hierauf  wieder  senkrecht  herausgehoben  wird,  so  kann  sich 
ein  Theil  der  Flüssigkeit  oberhalb  des  äusseren  oder  inneren 
Randes  in  Gestalt  eines  ringförmigen  Wulstes  anhäufen,  der 
durch  die  Wirkung  der  Capillarität  am  Fallen  gehindert  wird. 
Betrachten  wir  nur  den  an  der  äusseren  Wand  befindlichen 
Wulst,  welcher  auch  an  massiven  Stäben  vorkommen  kann. 
Sein  Meridian  berührt  den  äusseren  Rand  und  erhebt  sich, 
indem  er  diesen  verlässt,  bis  er  an  einer  Stelle  das  Maximum 
der  Entfernung  von  der  Wand  erreicht  hat«     Hierauf  nähert 
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er  sich  wiederum  der  letzteren  und  bleibt  dabei  wie  vorher 
nach  aussen  hin  convex,  bis  zu  einem  Inflexionspunkte.  Ueber 
diesen  Inflexionspunkt  hinaus  ist  der  Meridian  nach  aussen  hin 
concav  bis  zu  dem  Punkte^  in  dem  er  sich  berührend  an  die 
Wand  anschliesst.  Allermeist  tritt  der  gedachte  Wulst  bei  der 
oben  angegebenen  Erzeugung  zugleich  mit  dem  an  der  Basis 
hängenden  convex-convexen  Meniscus  auf^  und  bilden  beide 
Theile  an  dem  Rande ,  wo  sie  sehr  nahe  zusammenkommen, 
mit  dem  Horizonte  merklich  denselben  Winkel,  so  dass  die 
Oberfläche  des  einen  als  Fortsetzung  der  des  anderen  er- 
scheint. Für  das  Volumen  des  Wulstes  findet  man  durch  ähn- 
liche Betrachtungen,  wie  sie  oben  angestellt  wurden: 

V  =  2xa^r  (1  +  sin  &) , 

WO  r  der  Radius  des  Randes,  ®  der  zwischen  0  und  — -—    ge- 

legene  Winkel  ist,  welchen  die  Tangentialebene  des  Wulstes 
mit  dem  Horizonte  bildet.  Zwischen  dem  Wulste  und  dem 
unteren  Meniscus  findet  durch  die  Flüssigkeit,  welche  den 
Rand  benetzt,  ein  Zusammenhang  statt,  und  die  von  der  äusse- 
ren Wand  langsam  herabfiiessende  Flüssigkeit  vermehrt  das 
Volumen  des  Meniscus,  der  absolute  Werth  von  0  wächst,  und 
wenn  er  sein  Maximum  erreicht,  erreicht  auch  das  Volumen 
des  Meniscus  sein  Maximum,  während  zugleich  der  Wulst  ver- 
schwindet. 


5.   Tropfen  einer  schweren  Flüssigkeit  auf  einer  horizontalen 

Unterlage. 

Eine  schwere  Flüssigkeit,  die  sich  auf  einer  horizontalen 
Unterlage  befindet,  welche  von  der  Flüssigkeit  nicht  benetzt 
wird,  nimmt  unter  regelmässigen  Verhältnissen  die  Gestalt 
eines  Tropfens  an,  der  von  einer  convex-convexen  Rotations- 
fläche mit  verticaler  Axe  begrenzt  wird.  Die  Fläche  schneidet 
unter  dem  constanten  Randwinkel  i  in  die  zur  Unterlage  die- 
nende Ebene  ein. 

Rechnen  wir  die  ^-Coordinaten  von  der  Unterlage  an  und 
bezeichnen  die  gross te  x^-Coordinate,  d.  i.  die  des  Scheitels, 
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durch  z  y  sowie  den  Krümmungsradias  im  Scheitel  durch  ^\ 
so  hat  man  dem  Früheren  zufolge: 

1_      JL 2      z  -z 

Indem  wir  diese  Gleichung  in  ähnlicher  Weise  wie  in  dem  vor- 
hergehenden Probleme  behandeln;  finden  wir,  wenn  V  das 
Volumen  des  Tropfens  und  Xq  den  Radius  des  Parallelkreises 
bedeutet;  in  dem  die  Oberfläche  von  der  Unterlage  geschnitten 
wird: 

V:=z'xQ^x  —  2a^7CXQ\sini—  ^A, 
woraus  sich  ergibt: 


2Xq  (^*wi  — ^J 

Diese  Formel  wollen  wir  auf  einen  Versuch  anwenden ,  welchen 
Quincke  (siehe  PoggendorfPs  Annalen  Bd.  CV)  an  einem 
Quecksilbertropfen  machte,  der  in  einem  luftverdünnten  Räume 
auf  einer  horizontalen  Glasplatte  lag.  Der  Versuch  wurde  bei 
ITjl  C.  angestellt.  Das  specifische  Gewicht  des  angewandten 
Quecksilbers  war  bei  0°  gleich  13,595,  also  bei  der  Tempe- 
ratur des  Versuches  gleich  13,593;  der  Tropfen  wog  27,8452 
Gramm.  Sein  Randwinkel  wurde  gleich  128*^  36'  gefunden. 
Ferner  ergab  sich  /==  0,3655,  a:Q=  1,399,  und  für  die  der 
letzteren  Äbscisse  zugehörige  Höhe  /'  des  oberen  Theiles  des 
Tropfens  wurde  der  Werth  0,1799  erhalten.  Ueberdies  wurde 
der  Radius  des  grössten  Parallelkreises,  des  Aequators,  zu 
J,4355  und  seine  Höhe  zu  0,0872  bestimmt.  Was  den  Krüm- 
mungsradius R'  betrifft,  so  leuchtet  ein,  dass  er  grösser  sein 
muss,  als  der  Radius  einer  Kugel,  welche  den  Tropfen  im 
Scheitel  berührt  und  durch  den  in  der  Höhe  /'  liegenden  Pa- 
rallelkreis geht.     Es  hat  aber  der  Radius  dieser  Kugel  den 

Werth   5,458.      Hiemach   liegt   die   Grösse  ^    zwischen  den 

Grenzen  0  und  0,2563.  Diesen  beiden  Grenzen  entsprechend 
bestimmen  sich  mit  Hülfe  der  obigen  Formeln  und  bei  Zu- 
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grandelegung  der  durch  den  Versuch  gelieferten  Data  folgende 
zwei  Werthe  für  die  Grösse  —a^cosi: 

0,0181,      0,0269. 

In  der  That  schliessen  diese  Grenzen  die  Werthe  der  frag- 
lichen Constante  ein,  wie  sie  sich  aus  den  bisher  besprochenen 
Versuchen  bestimmten. 

Die  Höhe  eines  Tropfens  nähert  sich  von  Null  ausgehend 
mit  wachsendem  Volumen  schliesslich  einer  constanten  Grenze. 
Letztere  Grenze  ist  die  Höhe,  in  welcher  der  ebene  Theil  der 
Oberfläche  einer  unendlich  grossen  flüssigen  Masse  liegt,  welche 
auf  einer  horizontalen  Unterlage  so  ausgebreitet  ist,  dass  sie 
diese  Unterlage  im  Endlichen  längs  einer  geraden  Linie  schnei- 
det. Rechnen  wir  wieder  die  jsr-Coordinaten  von  der  Unter- 
lage an  und  legen  wir  die  ic-Axe  senkrecht  zur  Durchschnitts- 
linie der  Oberfläche  und  der  Unterlage,  so  erhält  man  für  die 
Differentialgleichung  jener  cylindrischen  Fläche: 

dx^  z—z 


['+(£)T'  "■  ■ 


WO  z'  die  Höhe  der  Horizontalebene  ist,  der  sich  die  Oberfläche 
asymptotisch  nähert  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Grenze,  wel- 
cher sich  die  Höhe  eines  Tropfens  nähert.  Von  der  gebroche- 
nen Potenz  ist  der  negative  Werth  für  den  nach  oben  hin 
convexen  Theil  der  Oberfläche  zu  nehmen;  das  entgegengesetzte 
Zeichen  tritt  auf  für  denjenigen  Theil  der  Fläche,  welcher 
zwischen  der  Unterlage  und  dem  äussersten  Rande  der  Flüs- 
sigkeit Hegt.  Aus  obiger  Gleichung  ergibt  sich  nach  gehöriger 
Bestimmung  der  Integrations- Constante: 


Cös  9?  =  1  — 


{z-z) 


8 


2a^     ' 

wo  9  von  den  beiden  Winkeln,  die  eine  Tangentialebene  mit 
der  Unterlage  bildet,  denjenigen  bezeichnet,  zwischen  dessen 
Schenkeln  sich  die  Flüssigkeit  befindet.  Aus  letzterer  Glei- 
chung findet  man  für  die  Höhe  des  ebenen  Theiles  des  Niveaus: 
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Ferner  ergibt  sich  für  den  Unterschied  der  Höhen  zwischen 
dem  ebenen  Theile  des  Niveaus  und  dem  äussersten  Rande  der 
Flüssigkeit: 

welcher  Ausdruck  natürlich  mit  der  Grenze  für  den  Pfeil  des 
Capillarmeniscus  in  einer  Röhre  bei  einer  Flüssigkeit  zusam« 
menfällt;  die  mit  der  Röhrenwand  den  Randwinkel  0^  oder 
180^  bildet. 

Die  obigen  Formeln  können  ohne  merklichen  Fehler  bei 
Quecksilbertropfen  in  Anwendung  gebracht  werden,  deren 
Aequatorradius  ein  halbes  Decimeter  übersteigt.  Bei  einem 
Tropfen  von  solcher  Grösse,  der  sich  in  freier  Luft  auf  einer 
Unterlage  aus  Glas  befand,  gelangte  Quincke  (a.  a.  O.)  zu 
den  folgenden  Resultaten: 


Gewicht 
in  Grammen. 

Aequator- 
radius. 

/ 

/«/" 

Temperatur. 

369,18 

5,18 

0,3498 

0,2659 

18?6 

Mittelst  der  obigen  Formeln  berechnet  man  hieraus  für  i 
den  Werth  136^  56'  und  für  die  Constante  —a^cosi  den  Werth 
0,0258.    Endlich  kommt  0  =  0,481. 


Beer,  Elasticiläl  uad  Capillarttät.  11. 
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Modification  des  hydrostatischen  Druckes  durch  Ca- 
pillarwirkung ;  Anziehungs-  und  Abstossungserschei- 
nungen  bei  zwei  in  einer  Flüssigkeit  schwim- 
menden Körpern. 


1.   Modification  des  liydrostatisclien  Druckes  dnrcli 

GapiUarwirkuiig. 

Die  Oberfläche  eines  festen  Körpers,  der  in  eine  schwere 
Flüssigkeit  eingetaucht  ist,  erleidet,  wofern  zwischen  dem 
Körper  und  der  Flüssigkeit  keine  Wirkung  stattfindet,  einen 
vertical  aufwärts  gerichteten  Druck,  welcher  dem  Gewichte 
der  verdrängten  Flüssigkeit  das  Gleichgewicht  halten  würde. 
Dieses  Gesetz  bedarf  einer  Modification,  sobald  zwischen  dem 
Körper  und  der  Flüssigkeit  Capillarkräfte  thätig  sind.  Um 
über  diese  Kräfte  mittelst  der  an  die  Spitze  unserer  Unter- 
suchungen gestellten  Variationsformel  Aufschluss  zu  erhalten, 
betrachten  wir  zunächst  den  Gleichgewichtszustand,  der  unter 
den  im  Folgenden  angegebenen  Verhältnissen  eintritt. 

Ein  fester  Kreiscylinder  werde  senkrecht  in  eine  flüssige, 
jenen  benetzende  Masse,  deren  horizontale  Dimensionen  un- 
endlich gross  sind,  eingetaucht  und  hierauf  senkrecht  wieder 
herausgehoben.  An  der  unteren  Basis  des  Cylinders  bleibt 
alsdann,  selbst  wenn  jene  bereits  über  den  als  eben  zu  be- 
trachtenden Theil  des  Niveaus  gehoben  worden,  jedoch  noch 
nicht  eine  gewisse  Grenzhöhe  erreicht  hat,  Flüssigkeit  hängen, 
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und  durch  die  Wirkung  einer  in  der  Axe  des  Körpers  thäti- 
gen  Kraft  kann  ein  Gleichgewichtszustand  erzielt  werden.  Die 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  ist  eine  Revolutionsfläche;  deren 
Axe  mit  der  des  Cylinders  zusammenfällt.  Ihre  Meridiancurve 
berührt  den  unteren  Rand  des  Cylinders ,  den  wir  uns  als  sehr 
stark  gekrümmt  denken^  und  sie  ist  in  allen  ihren  Punkten 
nach  aussen  hin  hohl.  Ferner  wird  sich  ergeben  ^  dass  die 
Entfernung  der  gedachten  Curve  von  der  Axe  abnimmt,  wenn 
man  von  dem  Rande  des  Cylinders  abwärts  schreitet^  in  einem 
äquatorialen  Einschnürungskreise  ein  Minimum  erreicht;  und 
hierauf  wieder  zunimmt;  indem  die  Curve  sich  asymptotisch 
dem  allgemeinen  Niveau  nähert.  Zur  leichteren  Bezeichnung 
möge  der  obere  Rand  der  Oberfläche;  d.  i.  der  Kreis ;  in  dem 
sie  den  Rand  des  Cylinders  berührt;  K  heisseu;  sein  Radius  r^ 
seine  Höhe  über  dem  allgemeinen  Niveau  %;  6  sei  der  Win- 
kel, den  hier  die  Meridiancurve  mit  der  Horizontalebene  bildet. 
Der  Einschnürungskreis  heisse  Ay  sein  Radius  Xqj  seine  Höhe 
über  dem  Niveau  Zq.  Ein  senkrechter  Cylinder;  der  durch  A 
gelegt  wird;  schneide  die  Ebene  des  Niveaus  im  Kreise  A', 
und  ein  eben  solcher  durch  den  Rand  K  gelegter  Cylinder 
schneide  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  K'y  das  Niveau  in 
K'\  Der  im  Niveau  gelegene  unendlich  grosse  Grenzparallel- 
kreis der  Oberfläche  heisse  J. 

Für  die  Oberfläche  hat  man  dem  Früheren  zufolge;  wenn 
der  Durchschnitt  der  Cylinderaxe  mit  dem  Niveau  zum  Coordi- 
natenanfangspunkte  gemacht  wird: 

dz 

11  dx  f         ,    XZ  , 


['+(£)"]' 


wo  die  gebrochene  Potenz  positiv  zu  nehmen  ist  und  rechts 
das  obere  Vorzeichen  für  die  Fläche  JK'Ay  das  untere  aber 
für  AK  gilt.    Durch  Integration  findet  man: 

Vol.  JA'A 


'—  Xf 


YohA'AKK"  .    n 
^v —  r=x^  —  rstnv. 

JO 
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Hieraus  ergibt  sich  für  das  Volumen  der  gesammten  über  dem 
allgemeinen  Niveau  befindlichen  Flüssigkeit: 

F=  r^h  nr  +  2  a^r  Ä  ^m  6  —  U, 
unter  U  denjenigen  Theil  des  Cy linders  verstanden ^  welcher 
zwischen  der  Ebene  K  und  der  Basis  liegt. 

Wenn  die  Querdimensionen  der  Fläche,  welche  die  Basis 
des  Cylinders  mit  der  Mantelfläche  desselben  verbindet,  gegen 
die  übrigen  Dimensionen  verschwinden,  so  kommt  einfach: 

F= r^hn  +  2a^rx  sin  ö. 

Wenn  der  Radius  des  Cylinders  sehr  gross  ist  und  somit 
die  Krümmung  in  der  Richtung  der  Parallelkreise  gegen  die 
in  der  Meridianebene  vernachlässigt  werden  kann,  ergibt  sich 
natürlich  Für  die  Meridiancurve  wesentlich  dieselbe  Gleichung, 
wie  für  den  Hauptschnitt  der  durch  die  Capillarwirkung  einer 
senkrechten  Platte  erzeugten  Oberfläche,  nämlich: 

wo  ZQ  =  ay2  ist.  Die  durch  letztere  Gleichung  dargestellte 
Curve,  oder  vielmehr  der  über  dem  Niveau  befindliche  Zweig, 
nähert  sich,  wenn  z  von  Null  ausgeht  und  an  Grösse  zunimmt, 
der  Axe,  und  kommt  ihr  im  Punkte  (Xq,  z^  am  nächsten;  hier- 
auf entfernt  sie  sich  wieder  von  derselben  und  erreicht  ihre 
grösste  Entfernung  in  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  fol- 
gende  sind: 

J8r  =  2  ff ,      x=:Xq  +  aly^  —  log  {l  +  yi)]. 

In  diesem  höchsten  Punkte  läuft  die  Tangente  horizontal  und 
bricht  die  Curve  ab.  Die  Werthe  der  Grösse  h  liegen  also 
bei  Platten  oder  Cylindem  von  grossem  Radius  zwischen  a  ^2 
und  2a,  während  die  entsprechenden  Werthe  von  6  zwischen 

—  und  0  liegen. 

Nach  den  über  die  Oberfläche  gewonnenen  Aufschlüssen 
schreiten  wir  jetzt  zur  Bestimmung  der  Kraft  fort,  die  an  dem 
Cylinder  thätig  sein  muss,  wenn  das  Gleichgewicht  bestehen 
soll.  Zu  dem  Ende  müssen  wir  zu  der  Variationsformel  zurück- 
gehen, die  uns  als  Ausgangspunkt  diente,   indem  die  beiden 
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au8  letzterer  gewonnenen  Gleichungen  für  die  Oberfläche  auch 
nur  über  letztere  Aufschluss  zu  geben  im  Stande  sind. 

Die  am  Cylinder  wirkende,  in  die  Axe  fallende  Kraft, 
welche  den  Capillarkräften  das  Gleichgewicht  hält,  werde  durch 
P  bezeichnet  und  als  positive  Grösse  eingeführt,  wenn  sie  in 
der  der  Schwere  entgegengesetzten  Richtung  wirkt.  Man  hat 
alsdann  dem  Früheren  zufolge  im  Falle  des  Gleichgewichtes: 

P  *i)  -  0  *  0  —  o  *  ß  —  s  djif  d  Ä  =  0 . 

Es  werde  aber  das  System  so  varürt,  dass  der  Cylinder  um 
die  Grösse  Öh  nach  unten  hin  verschoben  wird,  die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  aber  um  dh'  nach  oben  hin.  Da  hierdurch 
das  Volumen  der  Flüssigkeit  nicht  geändert  werden  darf,  so 
hat  man  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  zwischen  dh  und 
dh\  wie  man  leicht  einsieht: 

r«Ä  Sh^ifdf  -Jdf")  dh\ 

m 

WO  df  und  df  die  Projectionen  der  Elemente  der  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  auf  die  Niveauebene  bezeichnen  und  das  erste 
Integral  sich  über  die  Elemente  des  zwischen  A'  und  J  ge- 
legenen Theiles  der  Niveauebene  erstreckt,  während  das  zweite 
sich  über  den  Theil  ausdehnt,  der  von  den  Kreisen  A'  und 
K"  begrenzt  wird.  Der  letzte  Ausdruck  lehrt  aber,  dass  die 
lineare  Variation  81i  gegen  8h  verschwindet,  und  daher  kann 
für  die  Bestimmung  der  Variationen  von  0  und  Sl  die  neue 
Oberfläche  als  mit  der  ursprünglichen  zusammenfallend  gedacht 
werden.  Nun  sei  L  der  Kreis ,  in  dem  der  Cylinder  in  seiner 
neuen  Lage  von  der  neuen  Oberfläche  geschnitten  wird,  und 
ein  durch  L  gelegter  senkrechter  Cylinder  schneide  die  Ober- 
fläche des  Cylinders  in  der  ursprünglichen  Lage  im  Kreise  M. 
Es  ist  dann: 

wenn  KL  der  Theil  der  ursprünglichen  oder  neuen  Oberfläche 
ist,  welcher  von  den  Kreisen  K  und  L  begrenzt  wird,  sowie 
KM  denjenigen  Theil  der  Oberfläche  des  Cylinders  in  der  ur- 
sprünglichen Lage  bedeutet,  welcher  zwischen  £'und  M  liegt. 
Man  hat  also: 

oSO  +  GySa^'-oiKL-KM). 
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Lassen  wir  aber  von  den  Punkten  des  Kreises  M  auf  die 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  Perpendikel  herab',  und  bezeichnen 
den  Kreis ,  in  welchem  letztere  von  den  Perpendikeln  getroflfen 
wird,  durch  jV,  so  ist: 

und  folglich: 

odO  +  oj  *Ä  =  — 2rÄö^m0  .dÄ, 

Man  hat  ferner: 

6jz  (?*  =  ^  6\Jz  df+  dh'  [fz  df  --Jz  dr), 

wo  das  erste  Integral  rechts  sich  über  den  unterhalb  K  ge- 
legenen Theil  des  Cy linders  und  die  Projectionen  df  der  Ele- 
mente jenes  Theiles  auf  die  Niveauebene  erstreckt,  während 
die  übrigen  Integrale  dieselben  Grenzen,  wie  die  früher  auf- 
geführten Integrale  mit  df  oder  df"  haben,  und  z  sich  auf 
das  senkrecht  über  df  oder  df  befindliche  Element  der  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  bezieht. 

D^m  über  die  letzte  Oberfläche  früher  Gefundenen  zufolge 
ist  aber  der  Coefficient  von  dh'  gleich  2a^xr&inBy  so  dass 
das   Glied   mit    öh'   gegen   das    mit    dh   verschwindet;    somit 

kommt: 

dfz  dk  =  -  *Ä  {r^n  -  U) , 

wo  U  wie  früher  den  unterhalb  K  gelegenen  Theil  des  Cylin- 
ders  bedeutet.  Bemerkt  man  nun  endlich  noch,  dass  die  vir- 
tuelle Geschwindigkeit  der  Kraft  P  gleich  —  dh  ist,  sowie  dass 
von  der  Äenderung  der  benetzten  Oberfläche  des  Gefässes 
(von  unendlich  grossen  horizontalen  Dimensionen)  abzusehen 
ist,  so  kommt  nach  Substitution  der  gewonnenen  Ausdrücke 
in  die  Variationsformel: 

P=s(r^hn;—  U)  +  2r7CosinB, 
oder,  wenn  wie  früher  durch    V  das  Volumen  der  über  der 
Niveauebene  befindlichen  Flüssigkeit  bezeichnet  wird: 

p=sr, 

oder  in  Worten:  die  Kraft  P  hält  dem  Gewichte  der  gesamm- 
ten  über  der  Niveaufläche  befindlichen  Flüssigkeit  das  Gleich- 
gewicht. Natürlich  muss  zu  dieser  Kraft  noch  das  Gewicht 
des  Cylinders  selbst  addirt  werden. 

Die  letzte  Gleichung  gilt  offenbar  auch  dann  noch,  wenn 


"• 
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der  Cylinder  so  sehr  dem  Niveau  genähert  wird,  dass  die 
Flüssigkeit  über  den  Rand  tritt  und  die  cylindrische  Seiten- 
fläche berührt;  wobei  jedoch  die  Basis  noch  über  dem  Niveau 
liegen  muss.  Wenn  aber  der  Körper  unter  die  Niveauebene 
tritt,  so  hat  man,  unter  V  das  von  der  Niveauebene  ab- 
geschnittene Volumen  des  Körpers,  unter  V  aber  das  der  ge- 
sammtem  über  der  gedachten  Ebene  befindlichen  Flüssigkeit 
verstanden: 

P:=^-^s{y'-  F), 

wo  für  den  Fall,  dass  der  ganze  Band  unter  dem  Niveau  liegt, 

zu  setzen  ist: 

F=2aVÄ. 

Es  ißt  alsdann  sV  die  Grösse  des  hydrostatischen  Druckes, 
der  der  Schwere  entgegen  wirkt,  und  der  in  Folge  der  Capil- 
larltäts Wirkung  um  25a*rÄ  =  2rÄO  vermindert  wird. 
Unter  den  Versuchen,  durch  welche  die  Gleichung: 

P=sF 
ihre  Bestätigung  findet,  gedenken  wir  zuerst  der  von  Hagen 
angestellten.  Derselbe  brachte  einen  ringförmigen  Hohlcylin- 
der  in  Anwendung,  der  aus  Guayakholz  gedreht  war.  Der 
äussere  Radius  r^  betrug  1,563;  der  innere  Radius  r^  1,193 
Centimeter.  Der  Ring  wurde  an  einer  Waage  äquilibrirt; 
hierauf  wurde  demselben  ein  Gefäss  mit  Wasser  von  unten 
her  genähert,  bis  der  Ring  mit  der  Oberfläche  in  Berührung 
kam.  Durch  Hebung  und  Senkung  der  Flüssigkeit  und  durch 
Belasten  der  Waagschale  wurde  nun  erzielt,  dass  der  Waage- 
balken horizontal  zu  stehen  kam,  während  die  Flüssigkeit  am 
Ringe  hing,  und  zwar  so,  dass  ihre  Oberfläche  die  äussere  und 
innere  cylindrische  Fläche  des  Ringes  am  unteren  Rande  be- 
rührte, was  nahe  gleichzeitig  ^attfinden  musste.  Für  diese 
Verhältnisse  wurde  dann  endlich  das  Gewicht  G  bestimmt, 
welches  der  Wirkung  der  Flüssigkeit  auf  den  Ring  das  Gleich- 
gewicht hielt.  Ausserdem  wurde  noch  für  sich  an  einer  kreis- 
förmigen Scheibe  von  dem  Radius  1,563  die  Erhebung  h  der 
Basis  bestimmt,  bei  welcher  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  die 
begrenzende  cylindrische  Fläche  berührt«  Für  frisches  Wasser 
wurde  gefunden: 


.   T 
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h  =  0,2955  Centimeter,     G  =  1,912  Gramm. 
Wenn  wir  nun  aber  den  für  P  früher  gefundenen  Ausdruck 
auf  den  vorliegenden  Fall  ausdehnen  und  berücksichtigen,  dass 
das   mit  U  bezeichnete  Volumen  ohne  merklichen  Fehler  ver- 
nachlässigt werden  darf,  so  kommt: 

Durch  Substitution  der  beobachteten  Werthe  findet  man  Tür  a^ 
den  Werth  0,0557,  welcher  in  der  That  zwischen  den  früher 
aufgeführten  Werthen  jener  Grösse  liegt. 

Eine  weitere  Bestätigung  des  für  P  abgeleiteten  Ausdruckes 
entnehmen  wir  den  Versuchen  Gay-Lussac's  (Poisson,  nour 
veUe  theorie  de  Vaction  capillaire)  über  die  Kraft,  welche  dazu 
erforderlich  ist,  eine  Platte  von  der  daran  haftenden  Flüssig- 
keit abzuziehen.  Diese  Kraft  kommt  offenbar  dem  Maximum 
unter  den  Werthen  von  P  gleich,  die  den  verschiedenen  Wer- 

then  von  0,  welches  alle  Werthe  zwischen  0  und  —  annehmen 

kann,  entsprechen.  Wenn  aber  der  Radius  der  Platte,  gegen 
die  Constante  a  gehalten,  sehr  gross  ist,  so  treten  in  dem  Aus- 
drucke für  V  die  beiden  letzten  Glieder  gegen  das  erste  zu- 
rück, so  dass  das  gedachte  Maximum  sehr  nahe  dann  eintritt, 
wenn  h  seinen  grössten  Werth  2a  erreicht,  was  für  0  =  0 
stattfindet.     Dem  Früheren  zufolge  haben  wir  daher  für  die 

fragliche  Kraft: 

P^2sai^n. 

Gay-Lussac  beobachtete  nun  beim  Wasser,  Alkohol  und 
Terpentinöl  und  bei  einer  Scheibe  von  5,9183*"  Radius  die  in 
der  folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Werthe  für  das  er- 
wähnte Maximum.  Denselben  sind  die  Werthe  der  Constante 
a^  beigefügt,  wie  sie  sich  aus  P  mittelst  der  letzten- Formel 
berechnen. 


Flüssigkeit. 

Spec.  Gewicht. 

P 

a« 

Wasser  .  . 

1,00000 

59,40 

0,0729 

Alkohol .   . 

0,81961 

31,08 

0,0297 

n         •    • 

0,85950 

32,87 

0,0302 

M          •     • 

0,94153 

37,15 

0,0321 

Terpentinöl 

0,86946 

34,104 

0,0318 
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Die  berechneten  Werthe  von  a*  stimmen  in  befriedigender 
Weise  mit  denjenigen  überein,  welche  aus  der  Capillarhöhe 
abgeleitet  werden,  die  Gay-Lussac  bei  den  gedachten  Kör- 
pern in  einer  Röhre  von  0,06472*"  Radius  und  bei  ungefiihr 
ein  und  derselben  Temperatur  wie  bei  den  mitgetheilten  Mes- 
sungen, nämlich  8^5  C.  bestimmt  hat.  Dies  ersieht  man  aus 
folgender  Tabelle. 


Flüssigkeit. 

Spec.  Gewicht. 

Capillai'- 
erhebung. 

a« 

Wasser  ,   . 
Alkohol .   . 

»>      •   • 
»>      •   • 

Terpentinöl 

1,00000 
0,81961 
0,85950 
0,94153 
0,86946 

2,31634 
0,91823 
0,93008 
0,99973 
0,99510 

0,0757 
0,0304 
0,0308 
0,0330 
0,0329 

2.  Anzieliangs-  und  Abstossungserscileinungen  bei  zwei  in  einer 

Flüssigkeit  schwimmenden  Körpern. 

Eine  besonders  interessante  Anwendung  findet  die  Theorie 
der  Capillarität  auf  die  Erklärung  der  Anziehung  und  Ab- 
stossung,  die  man  bei  Körpern  beobachtet,  welche  auf  der 
Oberfläche  einer  und  derselben  Flüssigkeit  schwimmen.  Wir 
wollen  hier  den  speciellen  Fall  betrachten,  wo  die  beiden  Kör- 
per zwei  senkrechte  und  parallele  Platten  von  sehr  grosser 
Breite  sind  und  in  einer  Flüssigkeit  schwimmen,  deren  hori- 
zontale Dimensionen  sehr  gross  sind.  Die  Oberfläche  der  Flüs- 
sigkeit ist  dann  in  dem  grösseren  Theile  der  Breite  der  Platten 
merklich  cylindrisch  und  fällt  nahe  mit  der  Fläche  zusammen, 
die  im  zweiten  Probleme  besprochen  wurde;  von  dem  nicht 
cylindrischen  Theile  der  Flüssigkeit  kann  man  absehen. 

An  der  ersten  Platte  unterscheiden  wir  die  Fläche  F^y 
welche  von  der  ersten  Platte  ab-  und  der  einen  Hälfte  des 
ebenen  Theiles  des  Niveaus  zugekehrt  ist,  und  femer  die 
Fläche  2^1,  welche  der  zweiten  Platte  zugekehrt  ist.  An  der 
ersten  Fläche  steige  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  bis  zur 
Höhe  Zq  über  die  Niveauebene  und  schneide  in  die  Platte  un- 
ter dem  spitzen  Winkel  i^  ein.     Für  die  Fläche  2^^  sei  z^^  die 
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Höhe  der  Oberfläche  und  i^  der  Randwinkel.  Damit  beide 
Platten  im  Gleichgewicht  bleiben,  sind  an  jeder  zwei  Kräfte 
anzubringen ;  die  in  der  zu  den  Breitenkanten  B  senkrechten 
Mittelebene  der  beiden  Platten  liegen.  Wir  wollen  uns  hier 
damit  begnügen ,  die  Summe  der  horizontalen  Componenten 
jener  zwei  Kräfte  für  die  erste  Platte  zu  bestimmen.  Diese 
Summe  sei  P  und  werde  in  der  Richtung  von  der  zweiten 
Platte  zur  ersten  positiv  gerechnet;  sie  wird  gefunden,  wenn 
wir  eine  Variation  an  dem  Systeme  vornehmen,  wodurch  die 
erste  Platte  der  zweiten  genähert  oder  von  ihr  entfernt  wird, 
während  letztere  ungeändert  bleibt.  Für  eine  solche  Variation 
ist,  wenn  dx  die  Grösse  bedeutet,  um  welche  die  Distanz  der 
Platten  vermindert  wird: 

Pdx  +  I]odO  +  Z<odSl+  UGi'dSl'+sdfzdk^O, 
wo  sich  C3  und  £1  auf  die  erste,    o'  und  Sl'  auf  die  zweite 
Platte  beziehen. 

Was  die  Variation  der  flüssigen  Masse  betriflft,  so  werde 
die  neue  Oberfläche  zwischen  den  Platten  dadurch  erhalten, 
dass  man  die  ursprüngliche  Oberfläche  senkrecht  nach  oben 
um  dh  verschiebt.  Die  auf  der  Seite  von  Fq  gelegene  Flüssig- 
keit werde  durch  die  ursprüngliche  Oberfläche  und  ausserdem 
durch  das  unendlich  schmale  Band  begrenzt,  welches  erhalten 
wird,  wenn  man  die  ursprüngliche  Oberfläche  nach  der  Fläche 
Fq  in  ihrer  neuen  Lage  hin  in  der  Richtung  der  Tangential- 
ebene ihres  höchstgelegenen  Randes  verlängert.  Die  jenseits 
der  zweiten  Platte  gelegene  Flüssigkeit  bleibe  ungeändert/ 

Wie  man  leicht  findet,  ist  alsdann  für  die  auf  der  Seite 
der  ersten  Platte  befindliche  äussere  Flüssigkeit: 

stniQ  simQ        ' 

für  die  von  den  Platten  eingeschlossene  Flüssigkeit  hat  man: 

60  =  - -^dx,      S£l=:-^^^dx  +  Bdh, 

dSl'^Bdh, 
und  für  die  ausserhalb  der  Platten  auf  der  Seite  der  zweiten 
befindliche  Oberfläche  der  Flüssigkeit  verschwinden  die 'Va- 
riationen, 
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Es  ergibt  sich  ferner  für  den  auf  der  Seite  von  F^  ge- 
legenen Theil  der  äusseren  Flüssigkeit,  wenn  die  j8f-Coordina- 
ten  von  der  Niveauebene  aufwärts  gerechnet  werden: 

*  /  zdh=^B8x  I  zd0=^BzQ^8x. 

0 
Für  den  Tbeil  der  Flüssigkeit  zwischen  den  beiden  Platten 
hat  man: 

zdh^dh  I  zdf-B8x  j  z  dz=^V8h'-\Bz^8x, 

0  0 

wenn  df  die  Projection  eines  Elementes  der  Oberfläche  der 
zwischen  den  Platten  befindlichen  Flüssigkeit  auf  die  Niveau- 
ebene  und  V  das  Volumen  der  zwischen  den  Platten  über  der 
Niveauebene  gelegenen  Flüssigkeit  bezeichnet.  Im  Falle  einer 
Depression  der  Flüssigkeit  ist  für  V  das  negativ  genommene 
Volumen  des  Raumes  zu  nehmen  ^  der  nach  oben  durch  die 
Niveauebene,  nach  unten  durch  den  unter  dem  Niveau  gelege- 
nen Theil  der  Flüssigkeits  -  Oberfläche  begrenzt  wird. 

Für  den  dritten  Theil  der  Flüssigkeit  verschwindet  die 
Variation  des  Schwerpunktsmomentes  Jz  dh. 

Die  Grössen  8x  und  8h  sind  von  einander  abhängig,  da 
das  Volumen  der  Flüssigkeit  durch  die  Variation  nicht  ge- 
ändert werden  darf,  und  zwar  hat  man,  unter  d  die  Entfer^ 
nung  der  Platten  verstanden: 

{z^  —  Zq)  8x  =  d8h. 

Man  bemerke  noch,  dass  dem  Früheren  zufolge  für  die  Flächen 
Fq  und  F^  folgende  Relationen  bestehen: 

0  cos  iß  +  ©  =3  0 ,       0  cos  ij  +  Ol  =  0. 
Nach  allem  Vorhergehenden  findet  man  jetzt  durch  Substitu- 
tion in  die  Variationsformel: 

P=  \sB  [z^^  —  Zq^  +  2a^  (sin i^  —  sin Iq)] 

Das  letzte  Glied  dieser  Formel  verschwindet  in  allen  Fällen, 
weil  sein  letzter  Factor  verschwindet.    Hiervon  kann  man  sich 
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überzeugen,  indem  man  mit  Hülfe  der  Diflferehtialgleichung 
erster  Ordnung  für  die  Oberfläche  zwischen  den  Platten  die 
Grösse  F  berechnet.  Unmittelbarer  ergibt  sich  jene  Beziehung, 
wenn  man  bemerkt,  dass  der  Ausdruck: 

-  [s  r+  (o  +  «')  B]  sh 

die  Summe  der  virtuellen  Momente  für  eine  Variation  ist,  wo- 
bei die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  zwischen  den  Platten  um 
öh  gehoben  wird,  während  die  Oberfläche  ausserhalb  der  Plat- 
ten dem  entsprechend  gesenkt  wird.  Jene  Summe  muss  aber 
verschwinden.    Es  ist  also: 

P=1^sB  [jE?!*  —  0Q^  +  2a*  (sin i^  —  sin Iq)]. 

Wir  wollen  jetzt  diese  Formel  auf  einige  einfachere  Fälle 
anwenden. 

Hat  man  es  erstlich  mit  einer  einzelnen  Platte  zu  thun, 
so  verschwindet  P,  weil  sein  letzter  Factor  in  Folge  der  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung  für  die  Capillarfläche  ver- 
schwindet. Die  Wirkung  der  Capillarkräfte  auf  eine  einzelne 
senkrecht  eingetauchte  Platte  lässt  sich  hiernach  durch  ein 
Gegenpaar  ersetzen,  dessen  Ebene  auf  den  Breitenkanten  senk- 
recht steht;  es  erleidet  aber  die  Platte  keinen  horizontalen 
Zug.  Das  Moment  des  gedachten  Gegenpaares  lässt  sich  durch 
eine  Variation  bestimmen ,  wobei  die  Platte  um  eine  den  Brei- 
tenkanten parallele  Axe  gedreht  wird. 

Bei  zwei  Platten,  deren  Flächen  sämmtlich  von  der  Flüs- 
sigkeit benetzt  werden,  hat  man  zu  setzen: 

CO  =  o'  s=:  —  0    und    i^  =  ij  =  0. 
Femer  findet  man  dem  Früheren  zufolge: 

wo  /  die  Erhebung  der  tiefsten  Seite  der  cylindrischen  Fläche 
über  das  Niveau  bedeutet,  welche  die  Flüssigkeit  zwischen 
den  beiden  Platten  nach  oben  begrenzt.    Hiemach  hat  man: 

P=lsB0K 

Jede  der  Platten  erleidet  hiernach  in  Folge  der  Capillarkräfte 
dieselbe  Wirkung  in  horizontaler  Richtung,  wie  wenn  auf  die- 
selbe eine  auf  ihr  senkrechte  Kraft  wirkte,  die  sie  der  anderen 
Platte  zu  nähern  strebt.     Die   Grösse   dieser  Kraft   ist   dem 
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Quadrate  der  Capillarerhebung  zwischen  den  Platten  propor- 
tional ^  folglich,  wenn  die  Entfernung  der  Platten  sehr  klein 
ist,  umgekehrt  proportional  mit  dem  Quadrate  dieser  Ent- 
fernung. 

Dieselbe  Art  der  Wirkung,  wie  die  im  vorhergehenden 

Falle  erörterte,  findet  statt,  wenn  keine  Fläche  der  Platten 

von  der  Flüssigkeit  benetzt  wird.     Auch  ist  die  Grösse  der 

i  Horizontalkraft  dieselbe,  wofern  sämmtliche  Flächen  von  der 

Flüssigkeit  berührt  werden.    Man  hat  alsdann  nämlich: 

©  £=  o'  =  0,      i^  =  i^  =  180^ 

Nehmen  wir  endlich  noch  an,  dass  der  Randwinkel  für 
die  Flächen  der  ersten  :Platten  0  und  für  die  der  zweiten  180*^ 
betrage,  so  dass  alsdann  die  erste  Platte  benetzt  wird,  die 
zweite  aber  von  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  zwar  berührt, 
aber  von  letzterer  nicht  benetzt  wird.  Alsdann  [ist  für  die 
erste  Platte: 

wonach  man ,  unter  s  den  Winkel  verstanden ,  welchen  die  von 
den  Platten  eingeschlossene  Oberfläche  in  ihrer  Inflexionslinie 
mit  dem  Horizonte  bildet,  findet: 

P=  —  sB{\—cos6)a^. 

Die  Capillarwirkung  sucht  also  die  erste  Platte  von  der  zwei- 
ten zu  entfernen ,  und  ein  Gleiches  ergibt  sich  für  die  Wirkung 
auf  die  zweite  Platte.  Die  Grösse  der  Kraft,  welche  die  eine 
und  andere  Platte  in  horizontaler  Richtung  zu  bewegen  sucht, 
nähert  sich,  wie  das  Frühere  ersehen  lässt,  dem  Maximum 
sBa\  wenn  die  Entfernung  abnimmt,  während  sie  «ich  mit 
wachsender  Entfernung  der  Platten  der  Grenze  Null  nähert. 


IV. 

Gleichgewicht  eines  Systemes,  das  aus  zwei 
Flüssigkeiten  nnd  einem  festen  Körper  zu- 
sammengesetzt ist. 


1.  AUgemeine  BetraclitimgeiL. 

Die  Variationsformel,  welche  wir  zu  Anfang  für  das  Gleich- 
gewicht einer  Flüssigkeit  und  eines  festen  Körpers  aufgestellt 
haben,  lässt  sich  leicht  für  den  Fall  verallgemeinern,  dass  eine 
zweite  Flüssigkeit  zu  jenen  beiden  Körpern  hinzutritt,  von  der 
natürlich  vorausgesetzt  wird ,  dass  sie  sich  mit  der  ersten  Flüs- 
sigkeit nicht  mischt.  An  den  Oberflächen  der  Flüssigkeiten 
sind  alsdann  drei  verschiedene  Theile  zu  unterscheiden.  Die 
freien  Theile  der  Oberflächen  seien  0  und  0',  die  Flächen, 
auf  denen  der  feste  Körper  von  der  einen  und  anderen  Flüs- 
sigkeit berührt  wird,  Ä  und  £l\  und  die  Fläche,  auf  welcher 
sich  die  beiden  Flüssigkeiten  berühren,  werde  durch  T  be- 
zeichnet. Es  seien  ferner  P,-  und  P/  die  äusseren  Kräfte,  q 
und  q'  die  Dichtigkeiten,  s  und  s  die  specifischen  Gewichte 
für  die  eine  und  andere  Flüssigkeit,  o  und  o'  zwei  Constanten, 
die  von  der  Natur  der  Flüssigkeiten,  o  und  co'  zwei  Constan- 
ten,  die  von  der  molecularen  Wechselwirkung  des  festen  Kör- 
pers und  der  Flüssigkeiten  abhängen,  endlich  r  eine  Constante, 
die  sich  durch  die  Molecularwirkung  bestimmt,  welche  an  der 
Berübrungsstelle  der  Flüssigkeiten  eintritt.  Man  hat  alsdann, 
wenn  von  dem  äusseren  Drucke  abgesehen  wird: 
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fPi  dpi .  Q  dk  +fP;  dp{  .Q'dk'-oSO^  oSO' 

Wir  werden  uns  hier  zunächst  auf  die  Betrachtang  solcher 
Fälle  beschränken;  wo  die  eine  Flüssigkeit,  wir  wollen  an- 
nehmen die  erste,  ganz  von  der  anderen  umschlossen  ist,  und 
wo  überdies  beide  Flüssigkeiten  nur  der  Wirkung  der  Schwer- 
kraft ausgesetzt  sind.  Die  Flächen  0  und  Sl  treten  alsdann 
nicht  auf  und  für  die  Oberfläche  der  zweiten  Flüssigkeit  gel- 
ten genau  dieselben  Gesetze,  als  ob  sie  keine  andere  Flüssig- 
keit einschlösse,  die  sich  durch  Variationen  ableiten  lassen, 
wobei  die  eingeschlossene  Flüssigkeit  ungeändert  bleibt.  Hier- 
nach haben,  wir  bloss  auf  die  erste  Flüssigkeit  unser  Augen- 
merk zu  richten,  und  folglich  hat  man  für  solche  Variationen, 
wobei  die  Oberfläche  der  zweiten  Flüssigkeit  ungeändert  bleibt, 
wie  sich  sogleich  aus  II.  1  ergibt: 

8  {  sfzdTc  +  sJz  dÄ' )  -  r  (JT=0. 
In  Betreff  der  Constante  r  bemerke  man,  dass  sie  verschwin- 
det, wenn  sich  die  zweite  Flüssigkeit  von  der  ersten  nicht 
unterscheidet,  und  dass  sie  den  Werth  o  +  o'  annimmt,  wenn 
beide  Flüssigkeiten  an  ihrer  Berührungsstelle  sich  ganz  in- 
different verhalten. 

Mit  einem  Systeme  der  oben  besprochenen  Art  hat  man 
es  bei  einem  Quecksilbertropfen  zu  thun,  der  im  Innern  einer 
flüssigen  Masse  auf  einer  festen  horizontalen  Unterlage  ruht, 
die  von  der  Flüssigkeit  ganz  benetzt  wird. 

Der  Variationsformel  zufolge  muss  die  Tropfenoberfläche 
die  Unterlage  im  Umfange  des  Kreises,  auf  dem  der  Tropfen 
ruht,  berühren,  was  auch  durch  die  Beobachtung  für  den  Fall, 
dass  der  Tropfen  in  Wasser  sich  befindet,  bestätigt  wird. 

Für  die  Oberfläche  des  Tropfens  ergibt  sich  eine  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung,  die  sich  nur  durch  den  Werth 
der  früher  durch  a^  bezeichneten  Constante  von  derjenigen 
unterscheidet,  welche  für  den  Fall  gilt,  wo  der  Tropfen  sich 
in  einem  Gase  befindet.  An  die  Stelle  von  a^  tritt  jetzt  der 
Ausdruck: 

,  —  v  • 
S  —  S 
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Wenn  der  Aequatorradius  des  Tropfens  immer  grösser  und 
grösser  wird,  so  wird  sich  hiemach  die  Meridiancurve  dem 
Querschnitte  der  cylindrischen  Capillarfläche  mit  der  Constante 
t^  nähern.  Als  Grenzen  für  die  Höhe  /  des  Scheitels  und  die 
Höhe  /"  des  Aequators  ergeben  sich  bezüglich: 

Für  die  Grössen  /  und  /"  fand  Quincke  (vergl.  PoggendorflPs 
Annalen  Bd.  CV)  an  einem  Quecksilbertropfen  von  etwa  3*" 
Radius  unter  Wasser  und  bei  einer  Temperatur  von  15?1  C. 
folgende  Werthe  durch  Messungen ,  die  um  etwa  10  Minuten 
aus  einander  lagen: 


z 

/" 

0,3492 
0,3370 

0,0979 
0,0977 

Die  beobachteten  Werthe  können  ohne  erheblichen  Fehler 
für  die  Qrenzwerthe  der  betreffenden  Grössen  genomnijBn  wer- 
den; wie  solches  auch  dadurch  bestätigt  wird;  dass  sie  sich 
annähernd  wie  2  zu  2  —  ]/2  verhalten.  Alsdanrf  findet  man 
bei  Zugrundelegung  der  Werthe  von  /  —  /"  für  die  Constante 
t^  die  Werthe  0,0316  und  0,0286,  ferner  t  =  0,398  und  0,361. 
Derselbe  Beobachter  fand  für  /  bei  einem  Quecksilbertropfen 
vom  Radius  3;94  unter  Salzsäure  unmittelbar  nach  dem  Auf- 
legen und  neun  Stunden  später  bei  einer  Temperatur  von  26;2  C. 
die  Werthe  0,3514  und  0,3338. 

Des  Folgenden  wegen  bemerken  wir  noch  ausdrücklich, 
dass  in  dem  hier  in  Rede  stehenden  Falle,  wo  die  beiden 
Flüssigkeiten  sich  nicht  mischen,  die  Constante  f^,  und  also 
auch  T,  wie  sich  aus  obigen  Formeln  sogleich  ergibt,  noth- 
wendig  stets  positiv  ist. 


2.  Gleicligewiclitsfläclien  einer  ruhenden,  der  Schwerkraft 

entzogenen  Flüssigkeit. 

Für  die  in  der  letzten  allgemeinen  Variationsformel  auf- 
tretende Arbeit  der  Schwerkraft  kann  man  das  Product  aus 
dem  Gewichte  in  die  virtuelle  Geschwindigkeit   des  Schwer- 
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punktes  der  als  ein  Ganzes  genommenen  Flüssigkeiten  in  der 
Richtung  des  Lothes  setzen.  Dies  Product  verschwindet,  so 
oft  die  beiden  Flüssigkeiten  dasselbe  specifische  Gewicht  haben 
und  bei  der  vorgenommenen  Variation  in  der  Oberfläche  der 
umschliessenden  Flüssigkeit  keine  Aenderung  stattfindet.  Hier- 
nach verhält  sich  die  eingeschlossene  Flüssigkeit  gerade  so, 
als  ob  sie  der  Schwere  ganz  entzogen  wäre,  Ihre  Oberfläche 
kann 'hierbei  ganz  frei  oder  aber  zum  Theil  mit  einem  Kör- 
per in  Berührung  sein,  der  mit  einer  dünnen  Schicht  derselben 
Flüssigkeit  überzogen  ist.  Die  freien  Theile  derselben  müssen 
der  Gleichung  genügen: 

woraus  sich  sogleich  ergibt: 

1    ,    1  _ 

Die  Flächen;  welche  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  ge- 
nügen ^  sind  entweder  Flächen  maxinme,  oder  minimae  areae. 
Wie  bekannt;  lehrt  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte,  dass 
das  Gleichgewicht  stabil  oder  labil  ist,  je  nachdem  bei  jeder 
unendlich  kleinen  Versetzung  die  Arbeit  der  auf  das  System 
wirkenden  Kräfte,  die  im  Falle  des  Gleichgewichtes  ein  Un- 
endlich-Kleines der  zweiten  Ordnung  ist,  negativ  oder  positiv 
ausfällt.  In  unserem  Falle  ist  demnach  das  Gleichgewicht  der 
eingeschlossenen  Flüssigkeit  stabil  oder  labil,  je  nachdem  die 
Arbeit  der  Molecularkräfte,  —  rdT,  negativ  oder  positiv  ist, 
oder  auch,  da  x  positiv  ist,  je  nachdem  ÖT  positiv  oder  ne- 
gativ, die  Oberfläche  der  eingeschlossenen  Flüssigkeit  also 
eine  Fläche  minimae  oder  maximae  areae  ist. 

Ein  System  von  zwei  Flüssigkeiten  der  hier  betrachteten 
Art  hat  Plateau  zuerst  hergestellt,  indem  er  eine  Oelmasse 
in  ein  Gemisch  von  Alkohol  und  Wasser  brachte,  welches 
dasselbe  specifische  Gewicht  wie  das  Oel  hatte  (Rcclierches 
X  experimentales  et  theoriques  sur  les  figures  d'equilihre  d'une  masse 
liquide  Sans  pesanteur;  M&moires  de  Vacademie  royale  de  Bel- 
gique,  tomes  XVI,  XXIII,  XXX,  XXXI). 

Wenn  die  eingeschlossene  Flüssigkeit,  also  Oel,  ganz  frei 
ist,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  einer  Kugel  an,  die  in  der  That 

Beer,  Elaslicität  and  CapillariUlt.  U.  H 
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obiger  Differentialgleichung  genügt.  Wird  aber  in  die  ein- 
geschlossene Flüssigkeit  ein  fester  Körper  gebracht,  der  von 
einer  Rotationsfläche  begrenzt  nnd  mit  einer  dünnen  Oelschicht 
überzogen  ist,  so  nimmt  auch  die  eingeschlossene  Flüssigkeit 
unter  regelmässigen  Verhältnissen  die  Gestalt  einer  Rotations- 
fläche an,  deren  Axe  mit  der  des  festen  Körpers  zusammen- 
fallt. Ein  Gleiches  gilt  auch  dann,  wenn  mehrere  feste  Kör- 
per der  angegebenen  Art  mit  der  Flüssigkeit  in  Berührung 
gebracht  werden,  sobald  nur  die  Axen  der  verschiedenen  Kör- 
per zusammenfallen. 

Die  Rotationsflächen ,  welche  der  oben  erwähnten  Differen- 
tialgleichung genügen,  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  finden. 
Wir  denken  uns  zu  dem  Ende  die  Axe  der  j^-Coordinaten  in 
der  Axe  des  festen  Körpers  befindlich.  Die  Entfernung  von 
dieser  Axe  bezeichnen  wir  durch  x]  alsdann  schreibt  sich  die 
Differentialgleichung  wie  folgt  (vergl.  IL  4) : 

dz 

d  { ri-Tr=n  >  =  ^^  »^« 

[■+(£)]' 

Durch  eine  erste  Integration  findet  man: 

ciis  =       (cx^^c)dx 

f/4x^  —  {cx^  +  cf 

wo  c  und  c   zwei  willkürliche  Constanten  sind,   die  aber  reell 

11  X  dz 

sein  müssen,    weil  die  Grössen   Tr  +  -n-   und  r  es 

li,  ^  M,  (dx'  +  dz^)i 

sind.     Für  die  letzte  Differentialgleichung  kann  man  setzen: 

y{x' — Wi)  (Mg — x^) 

wo  1*1  und  Mg  die  Wurzeln  folgender  quadratischen  Gleichung 
sind: 

Da  wir  aber  offenbar  nur  solche  Fälle  zu  berücksichtigen  ha- 
ben,  in  denen  x  und  zugleich  der  Differentialquotient -7^   reell 

(fr  X 

ist.  so  kann  man,  unter  a^  und  a^  zwei  positive  Grössen  ver- 


rrr 
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standen^  von  denen  diese  letzte  die  grössere  ist,  setzen:  u^  =  ai^, 
u^=za^y  und  man  hat  dann: 

y{x*  -  a,*)  (V  -  x^ 
Mittelst  der  Substitution: 

a?  =  a^  sin^q>  +  a^cos^(py 
welche  folgende  Gleichungen  liefert: 

x^cc^/d  (c,  (p) , 

,            a^c?  sinq>  cosw  , 
dx  = ^r       \        äq>y 


findet  man  jetzt  durch  Integration: 

^"V^  (c,<)p)  dtp  +  a^J  j^c,q>y 


0 
wo  zu  setzen  ist: 


J  (c,(p)  =  ^l  _  c^  ^n^q>,       c»  =  ?^**     "^* 


«2^ 


Die  hier  gefundenen  Gleichgewichtsflächen  theilen  sich  je  nach 
dem  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  in  dem  Ausdrucke  für  z 
in  zwei  Hauptgruppen ^  nämlich  in  solche;  bei  denen  die  Vor- 
zeichen von  a^  und  a^  gleich  sind;  und  in  solche;  bei  denen 
diese  Grössen  entgegengesetzte  Vorzeichen  aufweisen.  Den 
Uebergang  von  der  einen  dieser  Gruppen  zur  anderen  bildet 
die  Fläche,  welche  zum  Vorschein  kommt;  wenn  eine  der  ge- 
dachten Grössen  verschwindet.  Es  ist  dies  die  Kugel;  welche 
noch  als  besonderen  Fall  die  Ebene  in  sich  begreift;  die  er- 
halten wird;  wenn  die  nicht  verschwindende  Grösse  über  alle 
Grenzen  wächst.  Hiernach  gewinnen  wir  über  alle  Flächen; 
mit  Ausschluss  der  erwähnten  besonderen  Gestalten;  einen  Uebcr- 
blick;  wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  für  0  der  Grösse  cc^  einen 
bestimmten  von  Null  verschiedenen  Werth  beilegen;  und  die 
Grösse  a^  von  jenem  Werthe  an  bis  ins  Unendliche  wachsen 
lassen. 

Nehmen  wir  erstlich  die  beiden  Integrale  mit  gleichen  Vor- 
zeichen. Bei  gehöriger  Wahl  des  Coordinatenanfangspunktes 
hat  man  dann  für  eine  Fläche  der  Gruppe  die  beiden  folgen- 

11* 
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den  Gleichungen,  in  denen  F  und  E  wie  gewöhnlich  die  ellip- 
tischen Integrale  der  ersten  und  zweiten  Art  bedeuten: 

0  =  a^F(e,  (f)  +  a^E{c,  9), 
x^  =  a^  sin  ^(p  +  a^^  cos  ^q) , 

und  man  erhält  sämmtlicbe  Punkte  der  Fläche,  indem  man  den 
Winkel  9  von  —  oo  bis  +  c»  variirt. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt,  dass  die  auf 
der  einen  Seite  der  Axe  gelegene  Hälfte  des  Meridianes  zwi- 
schen zwei  jener  Linie  parallelen  und  in  den  Abständen  «^ 
und  «2  gelegenen  geraden  Linien  hin-  und  herläuft,  abwechselnd 
die  eine  und  die  andere  der  Geraden  berührend.  Es  leuchtet 
ferner  ein,  dass  eine  solche  Hälfte  aus  lauter  congruenten  In- 
tervallen besteht,  deren  Länge  den  Werth: 

2{a,r  +  a,E') 

hat,  wo  F'  und  E'  die  vollständigen  elliptischen  Integrale  be- 
zeichnen (deren  Amplitude  ^7t  ist).  Hiemach  wird  es  ge- 
nügen, von  einer  der  gedachten  Hälften  ein  solches  Intervall 
näher  zu  betrachten.  Da  aber  der  Meridian  auch  in  Bezug 
auf  die  rrj/- Ebene  symmetrisch  ist,  so  genügt  es,  dasjenige 
Stück  desselben  zu  betrachten,   dessen  Grenzen  den  Werthen 


7t 


9  =  0,  9  =  ;r  entsprechen.    Für  9=0  ist  auch  jg=0  und  x=a 


2 


22 


welches  die  grösste  Entfernung  von  der  Axe  ist.  Mit  wach- 
sendem 9  nähert  sich  die  Curve  der  Axe  und  zwar  hat  man 
für  diese  Annäherung,  wenn  das  betrachtete  Stück  auf  der 
Seite  der  positiven  e  liegt: 

dz  __      x^  +  «j  «2       d^^  __  («1  +  cc%y  («i  «a "~  •'^^)  ^' 


wo  R  der  absolute  Werth  der  Wurzel  j/(x^  —  «/)  («/  —  x^) 
ist.  Die  Curve  kehrt  also  anfänglich  der  Axe  ihre  hohle  Seite 
zu,  und  die  Tangente,  welche  im  Ausgangspunkte  jener  Linie 
parallel  ist,  bildet,  während  sich  die  Curve  von  der  a:j/- Ebene 
entfernt,  immer  grössere  Winkel  mit  derselben  Linie.  Dies 
geht  so  fort  bis  zur  Entfernung  j/a^cc^  von  der  Axe,  wo  eine 
Inflexion  eintritt  und  von  wo  ab  die  Curve  nach  der  Axe  hin 
ihre  convexe  Seite  kehrt,  während  die  Neigung  der  Tangente 
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gegen  die  Axe  wieder  abnimmt.     Es  kommt  endlich  die  Curve 

der  Axe  am  nächsten  für  9  =  ^  odera;=ai,  wo  die  Tangente 

mit  der  Axe  wiederum  parallel  läuft.  Die  hier  besprochenen 
Flächen  nennt  Plateau  mit  Rücksicht  auf  die  Gestalt  ihrer 
Meridiancurve  Unduloi'de.        Tä^-^- 

Da  wir  gleich  nachher  von  den  betreffenden  Formeln  Ge- 
brauch machen  werden,  wollen  wir  auch  noch  das  Volumen 
und  die  Oberfläche  eines  Intervalles  eines  Unduloi'des  suchen. 
Für  das  Volumen  hat  man: 

«I 

Mittelst  der  schon  oben  benutzten  Substitution: 

Ol?  =  a^  sin  tp^  +  a,^  cos  9?^ 
erhält  man  hieraus  folgende  Formel: 


6 

worin  der  Modulus  c  den  früheren  Werth  hat  und  q  den  Quo- 
tienten «1 :  «3  bedeutet.    Nun  hat  man  aber  weiter : 

0  0  0  0 


0 

Das  letzte  rechts  auftretende  Integral  findet  man  durch  Dif- 
ferentiation des  Ausdruckes  sin(p  cos(p  ^(c,(p).    Diese  gibt: 

d  [sin  (p  cos<p  J  {c,  (p)  ] 

I     ^Zn  €D    cos  CD    dcD 

=  cos  ^(p  ^(c,ip)  dg)  —  sin  ^9  J(c,  q>)  dq> ^ ?- 

dg>         o/,  ,  ^2\  5tV^  qp*  rf^  ,  ^  ggmy^  d(p 


-2(1  +  0^)^^-^— f +  3c^ 


Hieraus  folgt: 


_  I 
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sinq)^  d(p_^2{\+(^)   1  sin  fp^  dq> j_    /      d(p 


0  0  0 

Darnach  hat  man  also: 


<p)dq>  =  ^[ii-2(^)E'+(c^^l)F'] 

Somit  kann  man  endlich  folgende  Formel  für  das  gesuchte  Vo- 
lumen aufstellen: 

In  ähnlicher  Weise  finden  wir  für  die  Oberfläche  eines  Un- 
duloid  -  Intervalles : 

Als  Grenzformen  für  die  Flächen;  welche  sich  einem  ge- 
gebenen Werthe  von  a^  zuordnen ;  erhält  man  einerseits,  näm- 
lich für  «2  =  ^^,  den  Cy linder,  dargestellt  durch  die  Gleichung: 

Und  andererseits,  nämlich  für  ^2=00,  erhält  man  die  Fläche, 
deren  Gleichung  die  folgende  ist: 

Diese  Gleichung  findet  sich  leicht  aus  der  obigen  Differential- 
gleichung zwischen  x  und  Zy  die  «jetzt  durch  einen  Logarith- 
mus integrirt  werden  kann.  Der  Meridian  der  in  Rede  stehen- 
den Fläche  ist,  wie  man  sieht,  eine  Kettenlinie,  deren  Sym- 
metrieaxe  auf  der  Revolutionsaxe  senkrecht  steht,  und  welche 
sich  der  letzten  Axe  bis  auf  die  Entfernung  a^  nähert.  Pla- 
teau nennt  die  Fläche  selbst  ein  Katenoid. 

Für  die  zweite  Hauptgruppe  von  Flächen  hat  man  bei 
gehöriger  Wahl  des  Ooordinatenanfangspunktes: 
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x^  =  a^  sin  -9?  +  a^^  cos  ^9. 

Auch  diese  Flächen  bestehen  aus  Intervallen,  die  einander  con- 
gruent  sind  und  von  denen  ein  jedes  wiederum  aus  zwei  con- 
gruenten  Hälften  besteht.  Sämmtliche  Punkte  einer  solchen 
Hälfte  erhalten  wir,  wenn  wir  in  den  obigen  Gleichungen  der 

Amplitude  q)  nach  und  nach  alle  Werthe  von  0  bis  —  beilegen. 

In  einer  Meridiancurve  entspricht  dem  ersten  Werthe  jS?  =  0 
und  x  =  a2y  welches  die  grösste  Entfernung  von  der  Axe  ist. 
Schreiten  wir  von  dem  durch  jene  Coordinaten  bestimmten 
Punkte,  in  welchem  die  Tangente  der  Axjb  parallel  ist,  auf 
dem  Theile  der  Curve  fort,  der  auf  der  Seite  der  positiven  0 
liegt,  so  nähern  wir  uns  fortwährend  der  Revolutionsaxe,  und 
die  Art  der  Näherung  wird  durch  die  folgenden  Diflferential- 
quotienten  bestimmt: 

Aus  letzterem  Ausdrucke  ersehen  wir,  dass  der  Winkel  zwi- 
schen der  Tangente  und  der  Axe  stetig  wächst.    In  der  Entfer- 


Ä 


nung  j/a^ a^  beträgt  er  90 ^  und  für  9=rt'>  ^=«1;  ^2^=«! -F'—  «2 E' 

wird  er  180^.  Der  Theil  der  Curve,  dessen  Endpunkte  um 
Ojj  und  y^ä[cc^  von  der  Axe  entfernt  sind,  ist  nach  der  Axe 
hin  concav.  Der  Theil,  welcher  sich  an  jenen  in  der  letzt- 
genannten Entfernung  anschliesst  und  an  seinem  anderen  Ende 
einen  um  die  Axe  mit  dem  Radius  a^  beschriebenen  Cylinder 
berührt,  ist  nach  jener  Linie  hin  convex.  Wegen  der  Gestalt 
des  Meridianes  einer  vollständigen.  Fläche  der  .erörterten  Art, 
welcher  mit  einer  verschlungenen  Cycloide  Aehnlichkeit  hat 
und  somit  in  gleichen  Intervallen  Schleifen  mit  Doppelpunkten 
aufweist,  hat  Plateau  diese  Flächen  Nodoi'de  genannt.  Das 
oben  betrachtete  Intervall  nähert  sich,  wenn  man  «g  der  Grösse 
CK}  nähert,  schliesslich  einem  verschwindenden  Kreise,  und 
wenn  man  a^  über  alle  Grenzen  wachsen  lässt,  so  nähert  sich 
der  im  Endlichen  bleibende  Theil  eines  Intervalles  der  Me- 
ridiancurve einer  Kettenlinie. 


T 
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Aus  den  zahlreichen  Versuchen,  welche  Plateau  (I.e.) 
über  die  Gleichgewichtsflächen  einer  der  Schwerkraft  entzoge- 
nen Flüssigkeit  angestellt  hat,,  heben  wir  die  folgenden  als 
Bestätigungen  der  vorhergehenden  Betrachtungen  hervor. 

Der  gedachte  Forscher  stellte  die  cylindrische  Oberfläche 
her ,  indem  er  zunächst  im  Inneren  einer  Mischung  aus  Alkohol 
und  Wasser  eine  Masse  Olivenöl  von  demselben  specifischen 
Gewichte  mit  zwei  gleichgrossen  Metallringen  von  kreisförmi- 
gem Querschnitte  und  mit  gemeinschaftlicher  Axe  zur  Adhärenz 
brachte.  Die  Oberfläche  bietet  alsdann,  von  den  Stellen  ab- 
gesehen, an  denen  die  Ringe  anliegen,  drei  verschiedene  Theile 
dar.  Auf  den  beiden  Ringen  nämlich  sitzen  zwei  congruente, 
nach  aussen  convexe  Kugelabschnitte  auf,  und  von  dem  einen 
Ringe  zum  anderen  wird  die  Flüssigkeit  durch  eine  nach  aussen 
convexe  Revolutionsfläche  begrenzt,  deren  Axe  durch  die  Mit- 
telpunkte der  Ringe  geht  und  welche  in  Bezug  auf  eine  in 
der  Mitte  zwischen  den  Ringen  auf  der  Axe  senkrecht  stehende 
Ebene  symmetrisch  ist.  Es  wurde  hierauf  der  eine  Ring  längs 
der  Axe  verschoben.  In  Folge  dessen  nimmt  die  Convexität 
der  Oberfläche  ab ,  bis  schliesslich  der  mittlere  Theil  derselben 
vollkommen  cylindrisch  erscheint.  Es  muss  aber  bemerkt  wer- 
den, dass  sich  nur  dann  ein  solcher  Cylinder  herstellen  lässt, 
wenn  die  Entfernung  der  Ringe  ihren  Umfang  nicht  übertrifft, 
indem  bei  grösserer  Länge  des  Cylinders  nach  Plateau's 
Beobachtungen  das  Gleichgewicht  ein  labiles  ist.  Durch  An- 
wendung zweier  Ringe,  deren  äusserer  Radius  3,57*"  betrug 
und  deren  Querschnitt  den  Radius  0,037*"  hatte ,^  stellte  Pla- 
teau einen  Cylinder  her,  bei  dem  die  Entfernung  der  nach 
aussen  gekehrten  Grundflächen  der  Ringe  5,779*"  betrug,  wie 
sich  im  Mittel  aus  mehreren  mit  dem  Kathetometer  angestell- 
ten Messungen  ergab.  Mit  Hülfe  desselben  Instrumentes  wurde 
die  Entfernung  der  Scheitel  der  beiden  sphärischen  Menisken 
zuerst  zu  7,679*"  und  hierauf,  nachdem  das  Gemisch  aus  Al- 
kohol und  Wasser  umgerührt  worden,  zu  7,702*"  bestimmt. 
Um  die  Bestätigung ,  welche  die  Theorie  durch  die  mitgetheil- 
ten  Messungen  findet,  zu  erkennen,  bemerke  man,  dass  die 
Summe  der  Hauptkrümmungen  an  den  Theilen  der  Ol)erfläche, 
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welche  nicht  feste  Körper  bedecken,  constant  bleiben  muss, 
und  somit  der  Radius  der  beiden  Menisken,  welche  die  Ringe 
ausserhalb  berühren,  gleichkommen  muss  dem  Doppelten  des 
Radius  des  Cylinders  oder  des  äusseren  Radius  der  Ringe, 
welche  von  dem  Cylinder  längs  ihres  äusseren  Aequators  be- 
rührt werden.  Nun  findet  man  aber  leicht  unter  Zugrunde- 
legung der  angegebenen  Dimensionen  eines  Ringes  für  die  Höhe 
eines  sphärischen  Meniscus,  der  den  letztgenannten  Bedingun- 
gen genügt,  über  den  Aequator  des  Ringes  den  Werth  0,941*"". 
Für  dieselbe  Grösse  ergeben  sich  aber  aus  den  Daten  der  zwei 
Beobachtungen  die  Werthe  0,950**™  und  0,961"". 

Ein  vollständiges  Intervall  einer  Fläche  der  ersten  Gruppe, 
begrenzt  von  zwei  auf  einander  folgenden  Einschnürungskrei- 
sen, wurde  von  Plateau  hergestellt,  indem  er  um  einen  mit 
einer  Oelschicht  überzogenen  Eisenstab  eine  Masse  Oel  goss. 
Sie  legte  sich  um  denselben  in  Gestalt  eines  Ringes  an,  der 
nach  aussen  von  dem  gedachten  Intervalle  begrenzt  wird ,  und 
es  berührt  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  die  des  Cylinders 
längs  der  beiden  Einschnürungskreise. 

Ein  Theil  einer  Fläche  derselben  Art,  in  dessen  Mitte 
sich  aber  nicht  eine  Ausbuchtung,  sondern  eine  Einschnürung 
befindet,  wurde  von  Plateau  wie  folgt  hergestellt.  Er  er- 
zeugte zuerst  zwischen  zwei  Ringen  von  7*^"  Durchmesser,  die 
um  IT"  von  einander  abstanden,  einen  Oelcylinder.  Hierauf 
wurde  das  Oel  theilweise  durch  Aufsaugen  mittelst  einer  Pi- 
pette entfernt.  Der  Cylinder  schnürt  sich  in  der  Mitte  ein 
und  das  Oel  ist  hier  in  der  Ebene  des  Meridians  nach  aussen 
hin  hohl,  während  es  in  der  Nähe  der  Ringe  convex  ist.  Die 
Einschnürung  konnte  so  weit  getrieben  werden,  dass  der  Durch- 
messer in  der  Mitte  nur  mehr  2,7^  betrug.  Solche  Stücke  der 
Flächen  erster  Art,  deren  Symmetrie -Ebene  in  eine  Ein- 
schnürung oder  Ausbuchtung  fällt,  sind,  wenn  sie  zwischen 
dünnen  Scheiben  oder  Ringen  hergestellt  werden,  der  Beobach- 
tung zufolge  nur  so  lange  stabil,  als  die  Entfernung  der  letz- 
terem ein  Intervall  der  Fläche  nicht  übertriflFt;  von  dieser  Re- 
gel ist  das  Gesetz  über  die  Stabilität  des  Cylinders  ein  be- 
sonderer Fall,  indem  für  die  Grenze  1  des  Verhältnisses  «^ :  a.. 
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die  Länge  jenes  Intervalles  dem  Umfange  eines  Kreises  vom 
Radius  «^  gleichkommt,  da  dann  c  =  0,  F'=E'={7t  werden. 

Um  einen  Theil  eines  Nodoi'des  zu  erhalten;  dessen  Sym- 
metrie-Ebene mit  der  Mittelebene  eines  der  oben  betrachteten 
Intervalle  zusammenfällt;  hat  man  nach  Plateau  wie  folgt  zu 
verfahren.  Zwischen  zwei  gleichen,  auf  derselben  Axe  senk- 
recht stehenden  Scheiben  stellt  man  zuerst  einen  Cylinder  her. 
Hierauf  nähert  man  die  Scheiben  einander.  An  die  Stelle  der 
Cylinderfläche  treten  zunächst  Theile  von  Unduloiden,  die 
nach  aussen  hin  convex-convex  sind.  Für  eine  gewisse  Ent- 
fernung der  Scheiben  ist  die  ihre  Ränder  berührende  Ober- 
fläche eine  Kugelzone.  Die  ebenfalls  convex-convexen  Flächen, 
welche  auftreten ,  wenn  die  Entfernung  noch  weiter  vermindert 
wird,  sind  Theile  des  Nodoides.  Die  Flächen  sind  nur  so 
lange  stabil,  als  die  Tangentialebene  der  Fläche  da,  wo  sie 
die  Ränder  der  Scheiben  berührt,  einen  Winkel  mit  der  Ro- 
tationsaxe  bildet,  der  kleiner  als  90^  ist. 

Man  bringe  femer  zwei  Scheiben  auf  die  angegebene  Weise 
in  eine  Entfernung,  die  ungefähr  dem  dritten  Theile  ihres 
Durchmessers  gleichkommt.  Alsdann  kann  man  durch  Ent- 
fernung eines  Theiles  der  Flüssigkeit  es  bewirken,  dass  die 
Oberfläche  derselben  beide  Scheiben  nicht  mehr  an  den  Rän- 
dern^ sondern  längs  Kreisen  berührt,  die  den  Rändern  con- 
centrisch  sind  und  auf  je  einer  der  nach  innen  gekehrten 
Flächen  der  Scheiben  liegen.  Die  concav-convexe  Oberfläche 
ist  alsdann  ein  Theil  des  Nodoides  und  die  Symmetrie -Ebene 
derselben  geht  durch  eine  der  Doppellinien  des  Nodoides,  von 
dem  sie  einen  Theil  ausmacht. 

Endlich  möge  noch  erwähnt  werden,  wie  Plateau  das 
Katenoi'd  herzustellen  gelehrt  hat.  Zwischen  zwei  Ringen, 
deren  äusserer  Durchmesser  7,r"  und  deren  Entfernung  4,5*" 
betrug,  wurde  zuvörderst  ein  Cylinder  hergestellt  und  hierauf 
die  Masse  der  Flüssigkeit  durch  Aufsaugen  vermindert.  Die 
auf  den  Ringen  aufsitzenden  Kugelabschnitte  verlieren  in  dem 
Maasse,  als  sich  der  Cylinder  einschnürt,  ihre  Convexität, 
werden  flach  und  schliesslich  werden  die  Basen  nach  aussen 
bin  hohl.    In  dem  Falle,  wo  die  Basen  beim  Uebergange  aus 
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der  Convexität  in  die  Concavität  eben«ind^  muss  die  concav- 
convexe  Fläche ;  weiche  die  flüssige  Masse  seitlich  begrenzt, 
ein  Katenoid  sein,  da  letzteres  die  einzige  concav-convexe 
Revolutionsfläche  ist,  bei  der  die  Summe  der  Hauptkrümmun- 
gen verschwindet. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  in  Folge  einer  Er- 
schütterung eintretenden  Bewegungen  und  Gestaltveränderun- 
gen,  welche  Plateau  an  einem  künstlich  hergestellten  flüssi- 
gen Cylinder  beobachtet  hat ;  dessen  Länge  vielmal  grösser  ist 
als  sein  Umfang,  dessen  Gleichgewicht  also  nach  dem  Obigen 
nur  labil  ist.  Der  Hergang  ist  folgender.  Bei  einer  möglichst 
schwachen  und  regelmässigen  Erschütterung  beginnt  der  Cy- 
linder an  gewissen  Punkten  sich  einzuschnüren,  deren  Ent- 
fernung von  einander  seinem  Umfange  gleichkommt;  an  den 
Stellen,  welche  in  der  Mitte  zwischen  je  zwei  Einschnürungen 
liegen,  entstehen  zu  gleicher  Zeit  Ausbuchtungen.  Indem  der 
horizontale  Durchmesser  dieser  Bäuche  wächst,  bildet  sich  an 
jeder  Einschnürungsstelle  als  Verbindungsglied  je  zweier  auf 
einander  folgenden  Bäuche  ein  Cylinder,  dessen  Länge  fort- 
während zunimmt  und  dessen  Durchmesser  stetig  kleiner  wird. 
Dabei  nähert  sich  die  Gestalt  der  Bäuche,  je  mehr  dieselben 
sich  in  verticaler  Richtung  zusammenziehen,  mehr  und  mehr 
der  Kugelform.  Wenn  die  Gestalt  Veränderung  so  weit  fort- 
geschritten ist,  dass  die  Länge  der  die  Bäuche  verbindenden 
Cylinder  gleich  ihrem  Umfange  geworden  ist,  mithin  die  Sta- 
bilität derselben  aufhört,  so  kann  zweierlei  eintreten.  Ent- 
weder zerreissen  die  Cylinder  und  es  bilden  sich  aus  den 
Bäuchen  gleich  grosse,  kugelförmige  Tropfen,  deren  Abstand 
gleich  ist  dem  Umfange  des  ursprünglichen  Cylinders;  oder 
aber,  wenn  der  Hergang  möglichst  regelmässig  verläuft  und 
die  Verbindungscylinder  den  Erschütterungen  widerstehen,  bau- 
chen sich  diese  in  ihrer  Mitte  von  Neuem  aus,  und  die  Flüs- 
sigkeit zeigt  also  jetzt  die  grösseren  primären  und  mit  diesen 
abwechselnd  die  kleineren  secundären  Bäuche,  welche  sämmt- 
lieh  durch  Cylinder  von  gleichem  Durchmesser  verbunden  sind. 
Beim  weiteren  Verlaufe  nimmt  der  Horizontal -Durchmesser 
aller  Bäuche,  sowie  die  Länge  der  Verbindungscylinder  wieder 
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zu ,  der  Durchmesser  <fcr  letzteren  dagegen  ab ,  und  wenn  dann 
ihre  Länge  von  Neuem  ihrem  Umfange  gleich  geworden  ist, 
ihre  Stabilität  also  aufhört,  so  zerreissen  dieselben  meist  und 
es  entstehen  aus  den  Bäuchen  daher  abwechselnd  grössere  und 
kleinere  kugelförmige  Tropfen,  wobei  die  kleineren  jedesmal 
in  der  Mitte  zwischen  zwei  grösseren  liegen  und  der  Abstand 
der  letzteren  von  einander  gleich  dem  Umfange  des  ursprüng- 
lichen Cylinders  ist.  Es  kann  aber  auch  bei  sehr  regelmässi- 
gem Hergange  geschehen,  dass  die  Verbindungscylinder  in  dem 
zuletzt  beschriebenen  Stadium  den  Erschütterungen  Wider- 
stand  leisten  und  noch  einmal  in  der  Mitte  sich  ausbuchten, 
wobei  dann  also  grössere,  mittlere  und  kleinere  Bäuche  sich 
zeigen,  die  beim  endlichen  Zerreissen  der  Verbindungsfaden 
grössere,  mittlere  und  kleinere,  in  regelmässiger  Folge  ab- 
wechselnde, kugelförmige  Tropfen  erzeugen. 

Um  nun  den  theoretischen  Zusammenhang  der  hier  be- 
schriebenen Vorgänge  zu  erkennen,  erinnern  wir  zuerst  daran, 
dass,  falls  eine  der  Schwere  entzogene  Flüssigkeit  sich  in  la- 
bilem Gleichgewichte  befindet,  die  von  den  Molecularkräften 
bei  einer  unendlich  kleinen  Gestalt  Veränderung  geleistete  Ar- 
beit —  o8T  im  ersten  Augenblicke  positiv  ist  und  auch  im 
weiteren  Verlaufe  positiv  bleibt,  so  lange  nicht  die  Flüssig- 
keit durch  eine  stabile  Gleichgewichtslage  hindurchgeht.  Falls 
also  dieselbe  sich  ursprünglich  nicht  in  der  Lage  des  stabilen 
Gleichgewichtes  befand,  so  muss  bei  allen  durch  di^,  Mole- 
cularkräfte  bewirkten  Gestaltveränderungen  ST  negativ  sein, 
d.  h.  die  Flüssigkeit  strebt,  indem  sie  ihre  Oberfläche  fort- 
während verkleinert,  mehr  und  mehr  der  Fläche  minhnae 
areae  zu.  Wird  nun  der  bei  den  in  Rede  stehenden  Ver- 
suchen vorausgesetzte  ursprüngliche  Cy linder,  dessen  Halb- 
messer a  sei,  unendlich  wenig  und  möglichst  regelmässig  er- 
schüttert, so  wird  derselbe  die  Gestalt  eines  Unduloides  an- 
nehmen, für  welches  die  Halbmesser  der  Einschnürungen  und 
Ausbuchtungen  resp.  a  — ft  und  a  +  v  sind,  unter  fi  und  v 
zwei  unendlich  kleine  Grössen  verstanden.  Die  Länge  eines 
Intervalles  dieser  Fläche  ist  aber  nach  dem  Obigen  2a3r,  gleich 
dem  Umfange  des  ursprünglichen  Cylinders,  woraus  sich  also 
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die  erste  Bildung  der  Einschnürungen  und  Ausbuchtungen  er- 
klärt. Es  ist  nun  ganz  natürlich^  dass  bei  regelmässigem  Ver- 
laufe die  Mittelebenen  der  Einschnürungen  ihre  Lage  unver- 
ändert behalten  und  die  Oberflächen  der  einzelnen  Theile, 
worin  die  Flüssigkeit  zerfällt;  solche  Gestalten  zeigen ^  die 
stetig  in  einander  verlaufen  und,  wenn  ihre  Grenzen  befestigt 
würden,  für  die  von  ihnen  umschlossene  Flüssigkeit  stabile 
GleichgewichtsfigureÄ  darstellen  würden.  Der  Theil  der  Flüs- 
sigkeit, welcher  zwischen  zwei  Einschnürungsebenen  enthalten 
ist,  besteht  im  weiteren  Verlaufe  aus  einer  mittleren  Ausbuch- 
tung, die  nach  dem  eben  Gesagten  nur  von  einem  Intervall 
eines  Unduloides  begrenzt  sein  kann,  an  welche  sich  zwei  Cy- 
linder  ansetzen.  Bezeichnen  wir  wie  früher  den  Einschnürungs- 
und Ausbuchtungshalbmesser  des  Unduloides  mit  a^  und  a^, 
sowie  das  Verhältniss  derselben  a^ :  a^  mit  q,  so  ist  die  Länge 
des  Bauches  nach  dem  Früheren: 

2  {a,F'+  a,E')  =  2a,  (£'+  qF'), 

und  also  die  Länge  der  beiden  Ansatzcylinder  zusammen- 
genommen : 

2[a7t-a,{E'+qr)], 

wobei  die  auftretenden  vollständigen  elliptischen  Integrale  sich 
wieder  auf  den  zu  q  complementären  Modulus  c  beziehen.  Da 
nun  nach  dem  Obigen  der  Radius  der  Verbindungscylinder 
gleich  a^  sein  muss,  so  findet  man  n*ch  den  früher  (S.  165) 
abgeleiteten  Formeln  für  das  Volumen  W  und  die  Oberfläche 
T  der  ganzen  zwischen  zwei  Einschnürungsebenen  enthaltenen 
Flüssigkeit: 

W==2a,^q^7t[a7t--a,{E'+qr)]  +  ^a,^7t[{2  +  dq+2q')E'--q^F^^ 
=  ^a,'7t\daq':t  +  a,[{2  +  ^q-q')E'-{q^+df)r]\, 

T==ia^x[aq7t  +  a^(E'-q^F')]. 

Da  nun  nach  dem  Obigen  das  Volumen  W  constant  bleiben 
muss ,  so  haben  wir  als  Bedingungsgleichung  für  alle  in  Frage 
kommenden,  den  Variationen  da^  und  dq  entsprechenden  Ge- 
staltveränderungen : 

welche,  unter  Berücksichtigung  der  bekannten  Formeln: 
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dq  (^q       ' 

dq  ~^         & 
gehörig  entwickelt,  liefert: 

•   2«g»^  +  «J(2  +  3g-g^).E-(g'+3g»)Fq 
''^-  a,[2«««  +  «,[(l-2)£'-2<z«F']|         ""*• 

Aus  der  Formel  für  T  findet  man: 
dT=  43r  { [agfÄ  +  1a^  {E' -  tF')\  Sa^  +  a^  {an:  -  cc^qF')  Sq  | ; 

setzt  man  nun  in  diese  Gleichung  für  dq  seinen  vorhin  an- 
gegebenen Werth  ein,  so  findet  man  nach  einigen  Umfor- 
mungen : 

_  4  «or,  (1  -  g)  (q^F'-  iE')  [a«-a,  (E'+  qF')] 

cc,{l  +  q)E'+2q[an-a,{E'+qF')]         °"*- 

Der  Coefficient  von  da^  in  dieser  Formel  ist  negativ,  denn  der 

Factor 

q^F'^2E' 

des  Zählers  ist  negativ  und  der  Ausdruck: 

a7t-a^(E'+qF') 

ist  seiner  Bedeutung  nach  stets  positiv.    Es  folgt  das  Erstere 

dF' 
aus  der  oben  angeführten  Formel  für  -5 — ;   da  nämlich  dieser 

DifFerentialquotient  negativ  ist,  muss 

•     q^F'-^E', 

also  um  so  mehr  der  in  Rede  stehende  Ausdruck  negativ  sein. 
Einem  positiven  Sa^  entspricht  somit  ein  negatives  dT,  woraus 
folgt,  dass  bei  den  Gestaltveränderungen  des  flüssigen  Cy lin- 
ders, wie  sie  oben  beschrieben  wurden,  bei  denen  «^  stetig 
wächst,  die  Oberfläche  in  der  That  sich  fortwährend  verklei- 
nert, wie  es  nach  unserer  Theorie  erforderlich  ist.  Es  folgt 
hieraus  auch,  was  oben  schon  vorausgesetzt  wurde,  dass  der 
Cy  linder,  dessen  Länge  seinen  Umfang  übertrügt,  eine  Fläche 
maximae  areae  ist,  sowie  dass  keine  der  folgenden  Gestalten 
der  Flüssigkeit  eine  Gleichgewichtsfiäche  ist,  obschon  sie  alle 
aus  Theilen  bestehen ,  welche  für  sich  allein  betrachtet  Gleich- 
gewichtsfiächen  sind.     Das  Letztere   geht   indess    auch    ohne 
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Weiteres  daraus  hervor,  dass  in  jedem  der  Verbindungseylin- 
der  die  Summe  der  Hauptkrümmungen  kleiner  ist,  wie  in  den 
Ausbüchtungen.  Auch  erhellt  jetzt,  warum  die  Verbindungs- 
cylinder,  wenn  sie  eine  bestimmte  Länge  erreicht  haben  und 
nicht  zerreissen,  sich  von  Neuem  ausbuchten  müssen. 

Dass,  während  der  Ausbuchtungshalbmesser  cc^  wächst, 
die  Länge  der  Bäuche  abnehmen,  also  die  Länge  der  Verbin- 
dungscylinder  zunehmen  muss,  folgt  ebenso  aus  unseren  For- 
meln. Denn  bezeichnen  wir  die  Länge  der  Bäuche  mit  L, 
so  ist: 

woraus  folgt: 

i^  <Ji  =  (1  -  q)  iE'+  qF')  Sa,  +  a,  {F'-  E')  Sq. 

Setzen  wir  auch  hier  für  dq  seinen  oben  angegebenen  Werth, 
so  kommt  nach  einigen  Umformungen: 

2 

2aqn-^a^l{\-q)E'-'Zq^F']  «" 

Der  Factor: 

im  Zähler  dieses  Ausdruckes  ist  stets  negativ,  da  für  jedes  q, 
wie  man  sich  mittelst  der  elliptischen  Tafeln  überzeugt,  der 
Coefficient  von  a  kleiner  ist,  wie  derjenige  von  «g,  und  zudem 
der  Natur  der  Sache  nach  «g  stets  grösser  ist,  als  «.  Ebenso 
überzeugt  man  sich  mittelst  der  elliptischen  Tafeln,  dass  der 
Ausdruck: 

von  0  bis  oo  stetig  wächst,  wenn  q  von  1  bis  0  abnimmt. 
Daraus  folgt,  dass  der  Coefficient  von  da^  in  vorstehender 
Formel  stets  negativ  ist,  woraus  sich  also  die  Verkürzung 
der  Bäuche  und  somit  »owohl  die  anfangliche  Bildung  als  nach- 
herige Verlängerung  der  Verbindungscylinder  als  nothwendig 
ergibt. 

Nachdem  wir  so  die  in  Rede  stehenden  Vorgänge  im  All- 
gemeinen als  mit  unserer  Theorie  in  Uebereinstimmung  nach- 
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gewiesen  haben ^  ist  es  auch  leicht^  dieselben  im  Einzelnen  mit 
der  Rechnung,  zu  verfolgen.  Bedenkt  man^  dass  das  oben  mit 
W  bezeichnete  Volumen  constant  und  zwar  gleich  2a^3r*  sein 
musS;  so  hat  man  folgende  für  a^  cubische  und  für  q  trans- 
scendente  Gleichung: 

aus  welcher  für  ein  gegebenes  a^  oder  q  resp.  das  zugehörige 
q  oder  a^  berechnet  werden  muss.  Fasst  man  den  Moment  ins 
Auge,  wo  die  Länge  der  Verbindungscylinder  gleich  ihrem 
Umfange  geworden  ist,  so  muss  man  zu  vorstehender  Glei- 
chung noch  folgende  hinzufügen: 

Eliminirt  .man  aus  beiden  Gleichungen  a^^  so  erhält  man  für 
q  leicht  folgende  transscendente  Gleichung: 

3  {E'+qr+qTty-^  %^  [3;rg3+(2+3g+232)  E'^q^F'\^{S. 

Die  Auflösung  derselben  liefert  2  =  0,1563.  Mittelst  dieses 
Werthes  erhalten  wir  dann  weiter: 

«2  =  1,545,       «1  =  0,2414. 

Für  die  Länge  und  das  Volumen  einer  Ausbuchtung  in  diesem 
Grenzfalle  findet  sich  resp.  4,766  und  19,48,  für  die  Länge 
und  das  Volumen  eines  der  Verbindungscylinder  dagegen  1,517 
und  0,278.  Wenn  die  Verbindungscylinder  zerreissen,  sich 
also  nur  Tropfen  von  einerlei  Art  bilden,  so  wird  das  Vo- 
lumen eines  Tropfens  19,76  und  sein  Halbmesser  demnach 
1,677;  der  Abstand  zweier  Tropfen  ist  6,283.  In  dem  Falle 
dagegen,  dass  die  Verbindungscylinder  sich  von  Neuem  aus- 
buchten, sich  also  Tropfen  von  zweierlei  Art  bilden,  wird  d4s 
Volumen  eines  grossen  Tropfens  wenigstens  nahe  gleich  dem 
oben  gefundenen  Volumen  19,48  einer  primären  Ausbuchtung 
sein,  während  das  Volumen  eines  kleinen  Tropfens  nahe  dem 
Volumen  0,278  eines  Verbindungscylinders  gleichkommen  wird, 
woraus  sich  die  Halbmesser  der  grossen  und  kleinen  Tropfen 
resp.  gleich  1,669  und  0,410  ergeben;  ihr  Abstand  ist  3,142. 
Dasselbe  Verhältniss  endlich  wie  zwischen  «j  und  a^  wird  an- 
nähernd auch  zwischen  den  Halbmessern  der  secundären  Aus- 
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buchtungen  und   der  die  grossen  und  kleinen  Ausbuchtungen 
verbindenden  Flüssigkeitsfäden  bestehen. 


3.   GleicIigewiclitsfläclLen  einer  gleichförmig  rotirenden,  der 
Schwerkraft  entzogenen  Flüssigkeit. 

Wir  wollen  jetzt  ein  aus  einer  umschlossenen  und  einer 
umschliessenden  Flüssigkeit  bestehendes  System  betrachten  und 
annehmen;  dass  jede  der  specifisch  gleichschweren  Flüssig- 
keiten um  eine  und  dieselbe,  in  die  Richtung  des  Lothes  fal- 
lende Axe  mit  einer  constanten  Winkelgeschwindigkeit  rotire, 
was  die  weitere  Annahme  involvirt,  dass  die  Oberfläche  der 
umschlossenen  Flüssigkeit,  sowie  das  Gefäss ,  welches  die  ein- 
schliessende  Flüssigkeit  enthält,  die  Gestalt  einer  Rotations- 
fläche habe,  deren  Axe  mit  der  Rotationsaxe  zusammenfallt. 
Von  der  Reibung  zwischen  den  Theilchen  des  festen  Gefässes 
und  den  TKeilchen  der  äusseren  Flüssigkeit,  sowie  von  der 
Reibung  an  der  Grenzfläche  beider  Flüssigkeiten  soll  ganz  ab- 
gesehen werden.  Die  theoretischen  Ergebnisse,  zu  denen  wir 
gelangen  werden,  müssen  uns  auf  die  Gestaltveränderungen 
fuhren,  welche  Plateau  in  seinen  bekannten  Versuchen  an 
einem  in  einer  Mischung  von  Alkohol  imd  Wasser  rotirenden 
Oeltropfen  zuerst  beobachtet  hat. 

Dem  d'Alemb  er  tischen  Principe  zufolge  halten  sich  die 
verlorenen  Kräfte  an  dem  Systeme  der  Flüssigkeit,  solches 
ruhend  gedacht,  das  Gleichgewicht.  Es  bestehen  aber  die  ver- 
lorenen Kräfte  aus  den  Molecularkräften ,  aus  den  Schwerkräf- 
ten und  aus  den  Centrifugalkräften.  Da  uns  nur  die  Bestim- 
mung der  Oberfläche  der  eingeschlossenen  Flüssigkeit  beschäf- 
tigen soll,  so  werden  wir  nur  solche  Variationen  zu  betrachten 
haben,  wobei  die  äussere  Oberfläche  der  äusseren  Flüssigkeit 
ungeändert  bleibt.  Die  Glieder  der  allgemeinen  Variations- 
formel für  ein  aus  zwei  Flüssigkeiten  von  gleichem  specifischen 
Gewichte  bestehendes  System,  die  sich  auf  die  Schwerkraft 
und  auf  die  äussere  Oberfläche  der  umschliessenden  Flüssig- 
keit beziehen,  verschwinden  aber  für  die  gedachten  Variatio- 
nen, und  als  äussere  Kräfte  sind  mithin  nur  die  Centrifugal- 

Beer,  filosticilal  und  Capillarität.  IL  12 
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kräfte  aufzuführen.  Legen  wir  die  z-Axe  in  die  Rotationsaxe 
und  bezeichnen  wieder  die  Entfernung  von  derselben  durch  x, 
so  hat  man  für  die  Arbeit  der  Centrifugalkräfte  bei  einer  Va- 
riation der  gedachten  Art: 

fPi  dpi .  Q  dh  +fP{  dp!  .  Q  die 
=fx  e^Q  dx  dk  +fx  e'2p  dx  dVy 

wenn  0  und  0'  die  Winkelgeschwindigkeiten,  q  die  gemein- 
same Dichtigkeit  der  eingeschlossenen  und  der  umschliessen- 
den  Flüssigkeit  bezeichnen.  Für  obigen  Ausdruck  kann  man 
femer  setzen: 

1  8  I  %^Jx^  dk  +  e'^fx'^  dk  \ , 

oder,  wenn  dT  das  Oberflächenelement  für  die  eingeschlossene 
Flüssigkeit;  ön  die  Variation  der  von  innen  nach  aussen  ge- 
rechneten Normale  derselben  Fläche  ist: 

lQ{ß^^e'^)fx^dndT. 

Man  hat  aber  weiterhin,  wenn  B^  und  R^  ^^^  Hauptkrüm- 
mungsradien der  Fläche  T  sind,  solche  in  der  früher  angege- 
benen Weise  gerechnet: 


"7  \r+b) 


Mit  Rücksicht  auf  die  beiden  letzten  Resultate  und  die  all- 
gemeine Variationsformel  ergibt  sich  nun  für  die  Trennungs- 
fläche der  rotirenden  Flüssigkeit  die  folgende  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung: 

wo  C  eine  willkürliche  Constante  ist.  Da  die  Trennungsfläcbe 
der  Unterstellung  gemäss  eine  Rotationsfläche  ist,  so  lässt  sich 
die  Integration  der  obigen  Gleichung  ausführen;  man  findet 
zunächst,  wenn  noch 

p   (ßi  _  0'2) 

--8F— « 

gesetzt  wii'd  und  durch  b  und  c  zwei  willkürliche  Constanten 
bezeichnet  werden  (vergl.  II.  4) : 
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^aa^  +  bx^  +  c* 

Eine  zweite  Integration  liefert  alsdann: 

+  hx^  +  c 


dx. 


Dieses  Integral  ist  ein  hjperelliptisches  und  die  vollständige 
Discussion  aller  in  der  vorstehenden  Gleichung  enthaltenen 
Arten  von  Flächen  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden. 

In  den  folgenden  Betrachtungen  soll  darum  nur  auf  die- 
jenigen Flächen  Rücksicht  genommen  werden,  welche  in  der 
Rotationsaxe  Scheitel  aufweisen,  und  deren  Meridian  eine  in 
sich  geschlossene  Curve  ist.  Solche  aber  können  offenbar  nur 
auftreten,  wenn  c  =  0  ist.  Der  Zähler  des  Integranden  zieht 
sich  alsdann  auf  eine  Function  dritten  Grades  von  Xy  der  Ra- 
dicand  im  Integrale  auf  eine  Function  dritten  Grades  in  Bezug 
auf  x^  zurück  und  das  Integral  wird  ein  elliptisches.  Der 
Radicandus  hat,  wegen  der  gemachten  Unterstellung,  minde- 
stens ein  und  höchstens  drei  Paare  reeller,  entgegengesetzt 
gleicher  Wurzeln.  In  dem  ersten  Falle  möge  der  absolute 
Werth  der  reellen  Wurzeln,  im  zweiten  Falle  der  grösste  der 
absoluten  Werthe  durch  x^  bezeichnet  werden.  Es  ist  dann, 
wenn  noch  der  Coordinatenanfangspunkt  in  einen  der  gedach- 
ten Scheitel  gelegt  und  6:a=j9  gesetzt  wird: 

,^   I   - ^+^^     rl.^ 

'   y(x^^-x^){x^-\-ccx^  +  ß) 


wo  zu  setzen  ist: 


«-2i)  +  a;,S      ß  =  J-„ 


a^x^ 


und  wo  ferner  wegen  der  Bedeutung  von  x<^^ 

ax^^  +  6iCi=  1 
ist. 

Durch  die  Substitution: 

x^  —  Ql?^=  x^  u^ 
findet  man,  wenn  man  zur  Abkürzung 
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1 


ax{^ 


=:k 


setzt  und  die  aufgeführten  Relationen  beachtet: 

1 


Zur  weiteren  Umformung  setzen  wir: 
dadurch  erhalten  wir: 

9o 


k  —  m^  tang^  l  tp  dq> 


—  1 


?i^i  /  ./    .  tang^^tp-  (1  +  2*)  tang^^fp  +  w« '  coä^  ^g? 

w?  sin'*'  ^(p —  sin^  <p  +  m^  cos*^  \q> 

_i^.    / k--m^tang^\q> 


m^ 


(l-cos(py     1  +  2A.2     ,      «n  +  cos^V 


9 


m^ 


/w^  ,  l+2*\    .  2 


9 


^90  /»9o 

_kxi  I         dq)  mXi  j         dq> 


mXi  I 


'imi  j/i-c^s^in'fp       2    /  f/i^c^sin^fp 

mxj^  I  (tang^  \q>  —  1)  dq> 
2    /       yiL  —  c^sin^q> 

9 

9o  x»9o 


_^(kXi     mxÄ  I  dq) 

9  9 

WO  gesetzt  wurde: 


+CÖ59?)  j/i—c^sin^q) 
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^  ==  S  +  -wiir-  y      rntang\q>^^l. 


Das  erste  Integral  kaon  man  sofort  durch  zwei  elliptische  In- 
tegrale der  ersten  Art  ausdrücken;  das  letzte  findet  man  z.  B. 
durch  Diflferentiation  des  Ausdruckes  fang  \ip  j/l  — c^sin^q). 
Man  hat  nämlich: 

l-i-cos(p  yi—c^sin^q> 

_  1  —  c^  sin^  ip^c^  sin^  ipcosq>  ^ 

(1  +  cosfp)  j/l—c^ sin^q> 
Addirt  und  subtrahirt   man   im    Zähler   des    letzten    Bruches 
cosfpy  so  findet  man  sogleich: 

d  (tang  |  (p  j/l  —  c^  sin^  (p) 

cosq)dq)  .  ,/- ^    .  «        , 

(1  +  cosq>)  yi  —  c^  sin^  tp 
hieraus  folgt  endlich: 

/'^^        cos  y  d<p 
(1  +  cos  q))j/l—€^  siv?  q> 
9 

="  I  ]/l--(^9in^(p  d<p  —  Uang^q>  yi—c^sin^(p\  • 

9 
Nach  allem  Vorhergehenden  ergibt  sich  jetzt  folgender  Aus- 
druck für  die  ;e(-Coordinate: 

0-=mxAE{c,q>)^\(^l-—^F{c,q))^tang^(p^{^ 

in  welcher  Formel  die  bei  den  elliptischen  Integralen  üblichen 
Bezeichnungen  angewandt  worden  sind  und  für  den  Modulus 
c  und  die  Amplituden  q>  und  tp^  nach  dem  Obigen  zu  sedbzen  ist : 


^^'^-^TZ^y    9  =  2arc#aw5f 


/'-C9' 


9q  =  2  arctang  — 

Die  obigen  Resultate  wollen  wir  auf  den  Fall  anwenden ;  wo 
a  und  folglich  auch  h  positiv  ist;  wo  also  die  eingeschlossene 
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Flüssigkeit  rascher  rotirt,  wie  die  äussere,  und  sich  genau  so 
verhält,  wie  eine  einzige,  absolut  freie  flüssige  Massei  die  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  j/0^  —  0'-  rotirt.  Es  sind  alsdann, 
wofern  wir  nur  Massen  mit  endlichen  Dimensionen  im  Äuge 
haben,  nur  solche  Werthe  von  Ä  zu  berücksichtigen,  die  zwi- 
schen den  Grenzen  ^  und  oo  liegen,  von  welchen  die  letztere 
dem  Falle  der  Ruhe  und  einer  sphärischen  Gleichgewichts- 
fläche entspricht,  wie  sich  dieses  aus  dem  Integrale  in  u  er- 
gibt, dessen  Radicandus  für  Ä<^  reelle  Wurzeln  besitzt. 

Bezeichnen  wir  die  dem  Werthe  a?!  entsprechende  j2?-Coor- 
dinate,  also  die  Entfernung  eines  Scheitels  von  der  Aequator- 
ebene  oder  die  halbe  Axe  durch  a^,  so  ist: 


0 
oder  auch  nach  dem  Obigen: 

und  es  sind  nur  solche  Werthe  von  k  zu  berücksichtigen,  für 
welche  der  letzte  Ausdruck  positiv  wird.  Dies  ergibt  sich, 
wenn  wir  den  Verlauf  eines  der  beiden  aus  dem  Coordinaten- 
anfangspunkt  entspringenden  Meridianquadranten  untersuchen. 
Bedeutet  aber  JB  den  absoluten  Werth  der  Wurzel: 

so  ist: 

dz  _ax^+  bx_ax[x^  —  {l  —k)x^^] 

Tx~^       B       ~  R  ' 

d^z_^aoi?  +  6_a  [^x^  -  (1  -  fc)  x^] 

So  lange  die  Grösse  X:  zwischen  \  und  1  liegt,  senkt  sich,  wie 
die  letzten  Ausdrücke  lehren,  die  Meridiancurve  von  dem  im 
Anfangspunkte  liegenden  Scheitel  unter  die  Ebene  ;8f  =  0,  d.h. 
nach  der  Seite  der  negativen  z  hin.  Anfänglich  kehrt  sie  die- 
ser Ebene  ihre  Convexität  zu,  bis  zu  dem  Punkte,  dessen 
Entfernung  von  der  Axe  den  Werth  Xi}/\{l—k)  hat;  hier 
kehrt  sich  nämlich  die  Krümmung  um.  Es  fährt  aber  die 
Curve  fort;  auch  über  den  Inflexionspunkt  hinaus  sich  von  der 


I 
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Ebene  ^  =  0  zu  entfernen;  die  grösste  Entfernung  erreicht  sie, 
wenn  x  den  Werth  x^j/l —Je  hat  und  die  Tangente  zur  Re- 
volutionsaxe  senkrecht  steht.  Weiter  hinaus  nähert  sich  wie- 
derum die  Curve  der  Ebene  ;ef  =  0.  Das  Ende  des  Quadran- 
ten, das  auf  den  Äequator  der  Fläche  zu  liegen  kommt,  bleibt 
auf  der  Seite  der  negativen  0,  wenn  die  der  Entfernung  x^ 
entsprechende  Coordinate  0^  negativ  ist;  dies  findet,  wie  wir 
sehen  werden,  für  solche  Werthe  von  k  statt,  die  zwischen  ^ 
und  einem  ausgezeichneten  Werthe  Ä'  liegen,  der  kleiner  als  1 
ist  und  für  welchen  0^  verschwindet,  so  dass  bei  der  durch 
diesen  Werth  bestimmten  Fläche  die  Aequatorebene  die  zwei 
Hälften  der  Fläche  in  ihren  Scheiteln  berührt.  Von  den  Flä- 
chen, für  die  Z*  <  i'  ist,  kann  nach  Obigem  Abstand  genom- 
men werden,  da  ihr  Meridian  Doppelpunkte  aufweist.  Wenn 
k  zwischen  k'  und  1  liegt,  so  wird  0^^  positiv  und  es  geht  folg- 
lich die  Meridiancurve  durch  die  Ebene  0  =  0  hindurch,  um 
sich  bis  zur  Höhe  0^  zu  erheben.  Die  beiden  Inflexionspunkte, 
welche  auf  einer  Hälfte  des  Meridianes  auftreten,  so  lange  k 
zwischen  ^  und  1  liegt,  fallen  zusammen,  wenn  jene  Grösse 
die  letzte  Grenze  erreicht.  Bei  allen  Flächen,  für  welche  Ä  >  1 
ist,  steigt  der  Meridian,  von  dem  im  Anfangspunkte  liegenden 
Scheitel  ausgehend,  über  die  Ebene  0  =  0  empor,  bis  er  für 
x  =  x^y  0  =  0j^  den  Äequator  der  Fläche  erreicht. 

Aus   dem  früher  aufgeführten  Integrale  in  u  ergibt  sich 

jg 
für  das  Verhältniss  — ,   dessen  Werth  über  die  Verlängerung 

der  Fläche  in  der  Richtung  der  Revolutionsaxe  Aufschluss 
gibt: 

0 

wenn  der  absolute  Werth  der  in  dem  ursprünglichen  Integrale 
in  u  auftretenden  Wurzel  durch  N  bezeichnet  wird.  Aus  der 
letzten  Differentialgleichung  ersehen  wir  aber,  dass  bei  den 
zu  betrachtenden  Flächen,  für  die  ä:>ä:'  ist,  das  Verhältniss 
0i:Xi  von  seinem  Maximalwerthe  1,  den  es  für  &=qo  auf- 
weist, stetig  abnimmt,  wenn  k  stetig  abnimmt,  um  schliesslich 
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für  A;  =  fc'  zu  verschwinäen.  Hiernach  erscheinen  die  sämmt- 
lichen  Flächen  in  der  Richtung  der  Rotationsaxe  abgeplattet; 
und  zwar  um  so  mehr,  je  kleiner  Tc  ist.  Gehen  wir  von  der 
sphärischen  Grenzfläche  aus,  so  treten  zunächst,  wenn  Tc  klei- 
ner wird,  Flächen  auf,  welche  abgeplätteten  Rotationsellipsoi- 
den ähnlich  sehen.  Die  Reihe  dieser  Flächen  wird  abgeschlos- 
sen mit  der  Fläche,  die  dem  Werthe  Ä=:l  entspricht.  Für 
diese  Fläche  wird  der  Krümmungshalbmesser  in  den  beiden 
Scheiteln  unendlich,   wie  sogleich  aus   der  obigen  Formel  für 

-j3  folgt.      Das  Verhältniss  der  halben  Axe  zum  Aequator- 

halbmesser  lässt  sich  für  dieselbe  in  einfacher  Weise  durch 
Gammafunctionen  berechnen.    Da  nämlich 

Ä-— 3  =  1 

ist,  so  liefert  die  Gleichung: 

jetzt  6  =  0.  Die  ursprüngliche  Integralformel  liefert  daher  für 
die  halbe  Axe  der  Fläche: 


£fi  =  /  z  ax. 

0 


1  x 

Setzt  man  hierin  a  =  — «  und  dann  für  —  eine  neue  Variabele 


ify  so  kommt: 

dy. 


^1    J/1-. 


0 

Mittelst  der  Substitution  ^:=»  findet  sich  daraus: 


^==^/i*"Ul-^)*-^  = 


0 

Drückt  man  die   hier  auftretende  Betafunction  in  bekannter 
Weise  durch  Gammafunctionen  aus,  so  erhält  man: 


r 
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Nach  bekannten  Relationen  der  Gammafunctionen  kann  man 
zur  numerischen  Berechnung  diesen  Ausdruck  auch  in  folgen- 
den umgestalten: 

^~9/3r(ij)r(ii)' 

Hieraus  endlich  findet  sich:   —  =  0.4312. 

Nimmt  Ä  weiterhin  an  Grösse  ab,  so  treten  für  l^h>k' 
Flächen  auf,  welche  in  der  Gegend  der  Scheitel  eingedrückt 
sind  und  zwei  Inflexions- Parallelkreise  aufweisen.  Die  Grenz- 
form für  diese  Reihe  ist  die  dem  "Werthe  t  =  ifc'  entsprechende 
schüsseiförmige  Fläche,  deren  beide  Hälften  sich  in  den  zu- 
sammenfallenden Scheiteln  berühren.  Was  das  Volumen  der 
Flächen  betrifft,  die  uns  hier  beschäftigen,  so  hat  man: 

X 


=  2^  I  x^  dßy 


ö 
oder,  wenn  aa^  +  bx  =  i  gesetzt  wird,  und  da 


ist: 


^""S^irfS'V' 


dz  =   ,  dx 


0      '  0 


oder: 


1 

1 

1- 

a      ' 

oder,   da   6  = 

*  1 

X\Kf 

ist: 

2. 

aW—\- 

«1 

Hieraus 

lolgt 

weiter 

noch: 

\ 

W 

X^' 

-h- 

■(*-!) 

«1 
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Aus  den  vorstehenden  Formeln  ersieht  man  die  Richtigkeit  des 

folgenden   Satzes:     Wenn    das    Verhältniss  —  für   zwei 

rotirende  flüssige  Massen  dasselbe  ist,  die  Gleich- 
gewichtsfiguren derselben  also  einander  ähnlich 
sind;  so  verhalten  sich  die  Volumina  derselben  um- 
gekehrt wie  die  Werthe  der  Constanten  a.  Sind  die 
Flüssigkeiten  beide  Mal  von  derselben  Natur,  so  kann  die 
Aenderung  der  Constante  a  nur  durch  eine  Veränderung  der 
Rotationsgeschwindigkeit  bewirkt  werden;  sind  also  z.B.  beide 
flüssige  Massen  vollkommen  frei  und  beträgt  das  Volumen  der 
einen  nur  ein  Viertel  des  Volumens  der  anderen,  so  muss  die 
kleinere  zweimal  rascher  rotiren,  damit  die  Gestalten  beider 
einander  ähnlich  werden,  was  durch  die  Plateau 'sehen  Ver- 
suche bestätigt  worden  ist.  Hat  man  für  eine  flüssige  Masse 
vom  Volumen  |  jt  und  für  ein  bestimmtes  k  nach  Gleichung  1) 

das  Verhältniss-^,    nach  Gleichung  2)    (für  W^l)   die  Con- 

VT 
staute  a  und  endlich  Xj^  =  J/  —j   berechnet,  so  erhält  man  für 

eine  flüssige  Masse  vom  Volumen  JäX  die  Grössen  x^  und  0^, 
indem  man  die  vorhin  gefundenen  Werthe  mit  ]/X  multiplicirt 
imd  ebenso  die  Constante  a,  indem  man  den  vorigen  Werth 

mit  -=-,   oder   im  Falle   vollkommen  freier  Flüssigkeiten  von 

gleicher  Natur  die  Rotationsgeschwindigkeit,  indem  man  die 

für  die  erstere  Flüssigkeit  geltende  mit  j/  j  multiplicirt.    Man 

bemerke  noch,  dass,  wenn  das  Flüssigkeitsvolumen  f^  ist, 
die  schüsseiförmige  Fläche  (bei  welcher  iS^^O  ist)  für  den 
Werth  Eins  der  Constante  a  auftritt. 

Wir  lassen  nun  eine  Tabelle  folgen,  in  welcher  die  Werthe 
der  Grössen  —,  aW  und  x^:  Wi  aufgeführt  sind,  wie  sie 
sich  aus  den  angenommenen  Werthen  von  k  mittelst  der  For- 


und  einem  festen  Körper  zusammengesetzt  ist. 
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mein  1 ,  2  und  3  berechnen.    Die  Genauigkeit  der  Zahlen  geht 
im  Allgemeinen  nur  bis  zu  der  zweiten  Decimalstelle  inclusive. 


k 

jEfj :  a.-i 

aW 

x^ :  W^ 

k 

-e, :  Xt 

aW 

aJi!  W^ 

0,4295 

0,000 

1,000 

1,325 

0,9 

0,390 

1,043 

1,021 

0,45 

0,033 

1,040 

1,287 

1 

0,431 

1,000 

1,000 

0,5 

0,102 

1,102 

1,21^ 

2 

0,649 

0,675 

0,904 

0,6 

0,205 

1,137 

1,136 

5 

0,831 

0,334 

0,824 

0,7 

0,282 

1,121 

1,084 

10 

0,^K)8 

0,182 

0,818 

0,8 

0,341 

1,085 

1,048 

00 

1,000 

0,000 

0,793 

Wie  die  obige  Tabelle  ersehen  iässt,  wächst  der  Werth 
von  aW  anfänglich  von  der  Einheit  ausgehend;  wenn  Ä,  von 
der  mit  Je  bezeichneten  Grenze,  die  der  Zahl  0,4295  nahe 
liegt,  ausgehend,  wächst.  Es  erreicht  die  Grösse  a TT  für  einen 
gewissen  Werth  von  fc,  der  mit  f  nahe  zusammenfällt,  ein 
Maximum,  um  hierauf  wieder  bis  zum  Werthe  1  abzunehmen, 
den  sie  für  ifc=l  erreicht.  Indem  k  weiterhin  wächst,  nähert 
sich  die  gedachte  Grösse  der  Grenze  0.  Es  folgt  aber  hier- 
aus, dass  für  gegebene  Werthe  der  Cons tauten  q  und  t  nur 
80  lange  Gleichgewichtsflächen  mit  Scheiteln  auftreten ,  als  die 
Grösse  d^  —  0'^  einen  gewissen  Grenzwerth  nicht  übersteigt. 
Dieser  Grenzwerth  ergibt  sich  nahezu  aus  der  Gleichung: 

(e-2-e'2)  F=  V^r.  1,137.  ^• 

So  lange  die  Grösse  0^  —  6'^  so  klein  ist,  dass  aW  zwischen 
0  und  1  zu  liegen  kommt,  tritt  nur  eine  einzige  ellipsoid- 
artige  Gleichgewichtsfläche  auf,  deren  Abplattung  um  so  grösser 
ist,  je  grösser  der  Ueberschuss  der  Rotationsgeschwindigkeit 
der  eingeschlossenen  Flüssigkeit  über  die  der  äusseren  Flüs- 
sigkeit ist.  Wenn  aber  dieser  Ueberschuss  eine  solche  Grösse 
hat,  dass  aW  zwischen  1  und  den  Grenzwerth  1,137  zu  lie- 
gen kommt,  so  sind  zwei  Gleichgewichtsflächen  möglich,  welche 
beide  zu  den  Flächen  mit  Inflexionslinien  gehören.  Für  eine 
isolirte  flüssige  Masse,  auf  die  wir  uns  von  hier  ab  beschrän- 
ken wollen,  ergibt  sich  aus  Obigem,  dass  sie,  wenn  ihre  Ro- 
tationsgeschwindigkeit von  Null  ausgehend  stufenweise  grösser 
wird,   von   der   Sphäre  ausgehend  der  Reihe  nach  die  ellip- 
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soidenartigen  Oberflächen  zeigt.  Wenn  aber  das  Quadrat  der 
Rotationsgeschwindigkeit  den  Werth      '        übersteigt,   jedoch 

kleiner  als  — ^-^r-  bleibt,  so  ist  ihre  Oberfläche  die  eine  oder 

qV  ' 

die  andere  von  zwei  bestimmten  Flächen  aus  der  Reihe  der 
eingedrückten  Flächen.  Welche  von  diesen  zwei  Flächen  auf- 
trete, wird  durch  das  Rotationsmoment  der  rotirenden  Flüssig- 
keit bestimmt.  In  Bezug  auf  diese  Grösse  sind  nämlich  die 
beiden  gedachten  Flächen  verschieden,  indem  das  Rotations- 
moment stetig  zunimmt,  wenn  k  von  oo  ausgehend  stetig  abnimmt. 
Nimmt  dann  die  Rotationsgeschwindigkeit  noch  mehr  zu,  so 
treten  als  Gleichgewichtsflächen  ringförmige  Flächen  auf,  die 
nur  noch  durch  hyperelliptische  Functionen  darstellbar  sind. 

Um  uns  von  obiger  Behauptung  hinsichtlich  des  Rotations- 
momentes zu  überzeugen,  stellen  wir  die  folgenden  Betrach- 
tungen an.  Bezeichnen  wir  das  Rotationsmoment  der  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  0  rotirenden  Flüssigkeit  durch  M,  so 
hat  man,  wofern  letztere  von  einer  der  Gleichgewichtsflächen 
begrenzt  ist,  die  in  der  Äxe  zwei  Scheitel  besitzen  und  oben 
näher  erörtert  wurden: 

0 
woraus  sich  durch  theilweise  Integration  ergibt: 

2  =  M'=  I  x^  dz. 

0 
Ferner  findet  man,  indem  man  wie  früher  die  Substitution: 

in  Anwendung  bringt,  und  zugleich  für  dz  seinen  Ausdruck 

in  te  Bubstituirt: 

1 


0 


du. 


Letztere  Gleichung  geht  aber  durch  die  Substitution: 


nnd  einem  festen  Körper  zuBanunengeeetzt  ist. 
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wo  m  die  früher  angegebene  Bedeutung  hat;  in  die  folgende 
über: 


X. 


►9o 

2M'     k  I     dg) 

0 


+w8(2+i) 


-w(l+2Ä) 


9o 


dq)—wfi 


^0 


0  0 

wo  c  und  9q  die  frühere  Bedeutung  behalten.  Um  den  letz- 
ten Ausdruck  so  umzugestalten;  dass  er  sich  mit  Hülfe  der 
elliptischen  Integrale  berechnen  lasse ;  setzen  wir: 

tang"*  ^  (p 


^{c,g)) 


d(p  =  Tn, 


0 


/ 


9o 


0 


cos(p  d(p 


sin  9?"  z/  {c,  q>) 


=  S^.; 


dann  wenden  wir  die  Formel  : 

,       ,-         1—cosw         2         2cosw 

tang^  iqp  =  -— r^__^ :— ^r^  —  1 

■  ^      l  +  costp     sin  ^g)      stn  ^<p 

an  und  erhalten: 

i;  =  2Z-2-^o-2S-.2, 

i;  =  8Z_4  -  8Z«2  +  ^0-  8S_4  +  4/Sf^2, 

re  =  32Z>6- 48^-4 +  18Z^2-^o-32S-6  +  32Ä-.4- 65^2. 
Zur  Berechnung  der  Grössen  Z  hat  man  folgende  Reductions- 
formel: 

(2W-3)  Z2„-4  -  (1  +  C2)  (2W-2)  Z2n^2+  (2w-l)  C«Z2« 

=  cos  tp^  sin  9o^»-  3  ^ (c,  9o) ; 


j 
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welche  sich  leicht  durch  Differentiation  des  Ausdruckes 

cos  (p  sin  q>^'*^^/J(c,q>) 
ergibt;  dieselbe  liefert  der  Reihe  nach: 

*  ^         ^  *  *  Sin  9o 

Ferner  hat  man  zur  Berechnung  der  Grössen  S  folgende  Re- 
ductionsformel: 

wie  sich  sofort  durch  Differentiation  des  Ausdruckes 

ergibt;  dieselbe  gibt  folgende  Beziehungen: 

D  ^  (g;  yp) 

Sin  (Pq 

5  sm  q)Q^       5 

Wenn  man  nun  die  beiden  letzten  Gruppen  von  Formeln  bei 
den  Ausdrücken  T  in  Anwendung  bringt,  so  kommt: 

T  =  F(c.,  9,0) , 

^2  =  F(p>  fo)  -2E(c, 9o)  +  2  fang  ^tp^J {c, (p^ , 

T,^l\ii2c^-  1)  T,  -  Fic,.p,)  +  2  '"^^Jj;^!^'"^'^ 
^6  =iV  j  [23  -  128  c*  (1  -  c^)]  T,  -  8  (2c*  -  1) 


[n...)-=-^«^J*^] 


+  6 


Die  Substitution  der  letzteren  Ausdrücke  in  die  für  die  Grösse 
M'  abgeleitete  Formel  liefert  nun  endlich: 
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+  2{l-k)(m^+h)J(c,(po) 
Was  das  Rotationsmoment  selbst  betrifft,  so  kommt;  da 

and 

ahx^=  1 
ist: 


WO  zu  setzen  ist: 
P==  -^  J2  (l-lcfmE(c,q>^)  +  ^ '-^ ^ ^  F{c,q>^ 

+  2(l->*)(m2+Ä)^(c,9o)  !• 

Hierbei  mag  noch  bemerkt  werden ,  dass  für  k=^\  sich  auch 
das  Rotationsmoment  der  entsprechenden  Fläche  durch  Gamma- 
fnnctionen  darstellen  lässt;  nach  dem  Früheren  hat  man  näm- 
lich für  diesen  Fall: 


0 


J  yi^a'xf^ 


0 

Verwandelt  man  durch  die  Substitution  y^  =  jef  vorstehendes 
Integral  in  eine  Betafunction  und  drückt  diese  dann  durch 
Gammafunctionen  aus,  so  kommt: 

jtf'=j5Lr(i^)r(H). 

byTC 

Mittelst  der  obigen  Formeln  sind  die  Werthe  der  Grösse 
P:  Wi  berechnet,  die  in  der  folgenden  Tabelle  neben  die 
auch  in  der  ersten  Tabelle  zu  Grunde  gelegte  Reihe  von  Wer- 
then  der  Grösse  1c  gestellt  sind. 
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3 


k 

P:  yy^ 

k 

P:Wi 

k 

P:  Jf  « 

0,4295 

0,348 

0,7 

3,600 

2 

1,820 

0,45 

5,887 

0,8 

3,293 

5 

1,097 

0,5 

5,109 

0,9 

3,019 

10 

0,753 

0,6 

4,198 

1,0 

2,804 

QO 

0,000 

In  der  That  bedingt,  wie  wir  aus  der  letzten  Tabelle 
Bchliessen  und  wie  oben  behauptet  wurde ,  ein  stetiges  Wachs-* 
thum  des  Rotationsmomentes  eine  stetige  Abnahme  der  Grösse 
Jcy  wenigstens  innerhalb  der  hier  ins  Auge  gefassten  Grenzen. 
Die  entsprechende  Folge  von  Gestalten  ist  aber  nach  dem 
Obigen  wesentlich  dieselbe,  wie  sie  in  den  bekannten  Ver- 
suchen Plateau 's  über  die  Rotation  einer  der  Schwerkraft 
entzogenen  Flüssigkeit  uns  entgegentritt,  wenn  die  Drehungs- 
geschwindigkeit wächst  und  alle  Verhältnisse  möglichst  regel- 
mässig sind.  Denn  dadurch,  dass  man  die  Umdrehungs- 
geschwindigkeit der  Axe,  deren  Rotation  sich  dem  Oeltropfen 
in  Folge  der  Adhäsion  mittheilt ^  continuirlich  steigen  lässt, 
brauchen  nicht  gerade  die  in  der  Oberfläche  gelegenen  Mole- 
cüle  des  Tropfens  dieselbe  fortwährend  wachsende  Rotations- 
geschwindigkeit wie  die  Axe  zu  haben,  wohl  aber  wird  das 
Rotationsmoment  des  Tropfens  continuirlich  zunehmen  und  die 
Folge  der  Gestalten  also  die  sein,  welche  bei  den  Plate au- 
schen Versuchen  wirklich  auftritt:  Kugel,  abgeplattete  ellip- 
soidartige  Flächen,  an  den  Polen  ausgehöhlte  Flächen,  die 
tellerförmige  Fläche,  ringförmige  Flächen. 

Dass  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  in  der  Oberfläche 
der  flüssigen  Masse  bedeutend  kleiner  ist  wie  die  der  festen 
Axe,  geht  auch  aus  der  Anzahl  der  Umdrehungen  hervor,  die 
letztere  in  den  Versuchen  Plateau's  machen  musste,  damit 
der  Oeltropfen  die  Gestalt  der  tellerförmigen  Fläche  annahm. 
Bei  einer  Olivenölkugel  (specifisches  Gewicht  0,919)  von  3*" 
Radius ,  welche  in  einer  Mischung  von  Wasser  und  Weingeist 
von  demselben  specifischen  Gewichte  0,919  schwebte ,  trat  dies 
nämlich  ein,  wenn  die  feste  Axe  in  der  Secunde  2  —  3  Um- 
drehungen machte.  Gemäss  den  beobachteten  Capillarerhebun- 
gen  können  wir  aber  für  die  Capillaritätsconstanten  o  und  o' 
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beider  Flüssigkeiten  resp.  0^0335  und  0,0295 ;  demnach  also, 
wenn  wir  von  der  Einwirkung  beider  Flüssigkeiten  auf  ein- 
ander absehen  und  mithin  t  =  ö  +  ö'  setzen,  für  t  annähernd 
den  Werth  0,063  nehmen.  Hiernach  ergeben  unsere  Formeln 
für  die  höchste  zulässige  Umdrehungszahl  in  der  Secunde, 
wenn  die  Gleichgewichtsfiäehe  nicht  ringförmig  sein  soll,  etwa 
0,5.  .  Die  wirklich  beobachtete  Umdrehungszahl  der  festen  Axe 
ißt  also  4  bis  6  mal  grösser,  als  die  von  der  Tl  eorie  für  die 
Oberfläche  geforderte.  Diese  Verlangsamung  der  Umdrehung 
der  Oberfläche  hat  wohl  zum  grossen  Theile  ihren  Grund  in 
der  Reibung  der  beiden  Flüssigkeiten  gegen  einander;  dann 
aber  beachte  man  auch ,  dass  durch  die  Rotation  der  Oelmasse 
die  angrenzenden  Theilchen  der  umschliessenden  Flüssigkeit 
jedenfalls  auch  in  eine,  wenn  auch  viel  langsamere,  Rotation 
versetzt  werden.  Da  aber  die  Gestalt  des  Oeltropfens  von  der 
DiflFerenz  0^  —  0'*  abhängt,  so  hat  der  erwähnte  Umstand  die- 
selbe Wirkung,  als  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Tropfens 
kleiner  wäre,  als  sie  wirklich  ist. 

Es  liegt  nahe,  die  hier  gewonnenen  Resultate  über  die 
Gestalt  der  Oberfläche  einer  unter  dem  Einflüsse  der  Molecu- 
larkräfte  rotirenden  Flüssigkeit  mit  den  Gesetzen  zu  verglei- 
chen, welche  die  Gestalt  der  Oberfläche  in  Folge  der  gegen- 
seitigen Anziehung  der  Flüssigkeitstheilchen  bedingen.  Im  letz- 
ten Falle  genügt  bekanntlich  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid 
der  hydrostatischen  Gleichgewichtsbedingung,  so  lange  die 
Winkelgeschwindigkeit  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschrei- 
tet, aber  so,  dass  sich  einer  jeden  unter  dieser  Grenze  liegen- 
den Winkelgeschwindigkeit  zwei  mögliche  Gleichgewichtsflächen 
mit  ungleicher  Abplattung  zuordnen,  die  auch  hier  durch  ihr 
Rotationsmoment  verschieden  sind.  Die  Gestalt  der  auftreten- 
den Gleichgewichtsfläche  hängt  hier  aber  nur  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit und  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  ab,  nicht 
vom  Volumen  und  der  sonstigen  Natur  derselben,  wie  es  in 
dem  von  uns  behandelten  Falle  der  Molecularkräfte  der  Fall  ist. 

Fragen  wir  uns  endlich  noch,  wie  sich  die  Verhältnisse 
in  dem  Falle  gestalten,  wo  eine  rotirende,  vollkommen  freie 
Flüssigkeit  sowohl  unter  dem  Einflüsse  der  allgemeinen  Massen- 

Beer,  Elaslicii&t  and  Ctpiliarit&t.   11.  |3 
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anziehung,  als  der  Molecu larkräfte  steht.  Unter  Beibehaltung 
der  früheren  Bezeichnungen  können  wir  die  Gleichung,  der  die 
Oberfläche  jetzt  genügen  muss,  folgendermasaen  schreiben: 

WO  f  die  Attractionsconstante  und  V  das  Potential  der  rotiren- 
den  Masse  bedeutet.  Wenn  nun  die  Rotationsgeschwindigkeit 
klein  ist  und  demnach  die  Oberfläche  nicht  stark  von  der 
Kugelgestal  abweicht,  so  kann  man,  unter  R  den  mittleren 
Halbmesser  derselben  verstanden,  annähernd  setzen: 

Ebenso  können  wir  in  erster  Annäherung  setzen,  unter  E  den 
mittleren  Halbmesser  und  unter  ü  die  mittlere  Dichtigkeit  der 
Erde  verstanden: 

'      AnaE 

Daraus  aber  erhellt,  dass  in  der  obigen  allgemeinen  Gleichung 
für  die  Oberfläche  das  von  der  Attraction  herrührende  Glied: 

* 

desto  mehr  zurücktritt,  je  kleiner  ü  wird;  je  grösser  dagegen 
ü  wird,  desto  mehr  verschwindet  das  auf  die  Molecularkräfte 
sich  beziehende  Glied: 


fJL+JLU2o. 


Nur  bei  mittelgrossen  rotirenden  Massen  sind  daher  sowohl 
die  Molecularkräfte,  als  auch  die  allgemeine  Massenanziehung 
der  Flüssigkeitstheilchen  auf  die  Gestalt  der  Oberfläche  von 
Einfluss;  bei  sehr  grossen  Massen  verschwindet  der  Einfluss 
der  Molecularkräfte  und  die  Gestalt  der  Oberfläche  ist  nur 
durch  die  Gravitation  bedingt;  bei  sehr  kleinen  Massen  da- 
gegen verschwindet  umgekehrt  der  Einfluss  der  Attraction  und 
die  Gestalt  der  Oberfläche  hängt  nur  von  den  Molecularkräf- 
ten  ab. 


^    ^-  ^     ^     ^   **-x^    •   .*■ 


Bemerkungen  zu  den  Figurentafeln. 


Tab.  I  Fig.  1  stellt  die  Meridiancorve  eines  Unduloides  für  das  Verhält- 


niss  ^  =  0,175  dar  (s.  S.  164  u.  f.). 


„    ,y  Fig.  2  zeigt  die  Meridiancnrve  eines  Nodoides  itlr  dasselbe  Yer- 


hältniss  — ^  =  0,175. 
«1 


Tab.  II  Fig.  3  zeigt  die  Meridiancurve  eines  unduloides  fSr  das  Verh&li- 
niss  -i-  =  ^. 


«t 


„    „  Fig.  4  stellt  in  grösserem  Massstabe  die  eine  Hälfte  der  Meridian- 
curve  eines  Nodoides  für  dasselbe  Verhältniss  -^  =  ^  dar. 


«t 


Tab.  III  dient  zur  Erläuterung  der  Tropfenbildung  bei  einem  im  labilen 
Gleichgewichte  befindlichen  scliwerlosen  Flüssigkeitscylinder  (s. 
S.  171  u.  f.). 

,,    „  Fig.  5  zeigt  den  ursprünglichen  Flüssigkeitscylinder. 

„  „  Fig.  6  zeigt  die  Gestalt  der  Flüssigkeit,  wenn  die  Bildung  der 
Ausbuchtungen  soweit  fortgeschritten  ist,  dass  die  Länge  der 
Yerbindungscylinder  ihrem  umfange  gleich  geworden  ist,  deren 
Stabilität  also  aufhört. 

„  „  Fig.  7  zeigt  die  grösseren  und  kleineren  Tropfen,  welche  ent- 
stehen, wenn  die  flüssige  Masse  in  dem  in  Fig.  2  dargestellten 
Stadium  der  Gestaltveränderungen  zerreisst. 

Tab  ly  zeigt  die  Meridiancurven  der  bei  einer  rotirenden  schwerlosen 
Flüssigkeit  auftretenden  Gleichgewichtsflächen  (s.  S  177  u.  f.). 

„  „  Fig.  8  stellt  die  kugelft^rmige  Gestalt  der  Flüssigkeit  in  ruhen- 
dem Zustande  dar. 


i 
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Tab.  IV  Fig.  9  zeigt  die  Grenzfläche,  bei  welcher  die  abgeplatteten  Gleich- 
gewichtsflächen  in  die  ausgehöhlten  übergehen  (för  A;  =  1). 

„  „  Fig.  10  zeigt  die  mittlere  der  um  die  Axe  ausgehöhlten  Flächen 
(fOr  Ä  =  0,6). 

„  „  Fig.  11  zeig^  endlich  die  schüsselförmige  Grenzfläche,  welche  den 
üebergang  bildet  von  den  die  Botationsaze  durchschneidenden 
Flächen  zu  den  ringförmigen  Gestalten  (für  A;  =  0,4295). 


•v 


Beriohtigangen. 
S.  30  Z.  3  y.  0.  muss  —  43sr  stehen  statt  t. 

S.  30  Z.  17  v.o.  muss  es  heissen:  N=  XQ-i-^u-j-^- 
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VORREDE. 


li ach  einer  kurzen  aber  glänzenden  wissenschaftlichen 
Laufbahn  starb  Professor  Dr.  August  Beer  hier  zu  Bonn 
am  18.  November  1863.  Der  Tod  unterbrach  seine  rast- 
lose Thätigkeit  Ihm  war  es  nicht  beschieden,  was  er  in 
anspruchsloser  Bescheidenheit  geschaffen,  der  Oeffentlich- 
keit  zu  übergeben;  er  sollte  nicht  mit  eigenen  Augen  se- 
hen, wie  die  Arbeit,  auf  welche  sich  während  eines  De- 
cenniums  die  geistige  Kraft  seines  Lebens  concentrirt  hatte, 
eine  lohnende  Anerkennung  fände  und  zur  Hebung  der 
Wissenschaft  beitrüge.  Nur  die.  eine  hohe  Befriedigung, 
welche  im  Schaffen  selbst  liegt,  ward  ihm  zu  TheiL 

Beer  wurde  am  1.  August  1825  zu  Trier  geboren. 
Unter  der  Leitung  seines  Vaters,  der  die  Beschäftigung 
mit  dem  klassischen  Alterthume,  in  idealer  Lebensauffas- 
sung, mit  dem  alltäglichen  Geschäftsverkehre  zu  verbin- 
den verstand,  machte  er  die  Realschule  und  dann  die  hö- 
heren Klassen  des  Gymnasiums  seiner  Vaterstadt  durch. 
Mit  vielseitigen  und  gründlichen  Kenntnissen  ausgerüstet, 
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besuchte  er  im  Herbste  1845  die  hiesige  Universität,  wo 
er  das  Studium  der  Mathematik  und  der  Naturwissen- 
schaften zu  seinem  Lebensberufe  wählte.  Seitdem  gehörte 
er  unserer  Universität  im  vollen  Sinne  des  Wortes  an. 
Die  Universalität  seines  Geistes  gab  sich  hier  darin  kund, 
dass  er  die  sämmtlichen  Naturwissenschaften  mit  Li^be 
umfasste  und  in  jeder  derselben  ein  eingehendes  Wisseö, 
sich  erwarb.  Bald  aber  concentrirte  er  seine  Thätigkeit 
auf  Mathematik  und  Physik.  Nach  dem  ersten  Jahre  sei- 
ner akademischen  Studien  trat  er  mit  mir  dadurch  in  ein 
näheres  Verhältniss,  dass  er  auf  dem  physikalischen  Cabi- 
nette  Assistent  wurde.  In  dieser  Stellung  leistete  er  mir 
hülfreiche  Hand  bei  meinen  -eigenen  Arbeiten  und  wurde 
bald  mein  gleichberechtigter  Mitarbeiter,  was  er  auch  nach 
vollendeten  Studien  längere  Zeit  noch  blieb.  Er  docto- 
rirte  im  Jahre  1848  auf  Grund  emer  Abhandlung  „de 
situ  axium  opticorum  in  crystallis  biaxibus",  die  früher 
den  Preis  bei  der  philosophischen  Facultät  erhalten  hatte, 
bestand  gleich  nachher  die  Prüfung  pro  facultate  docendi 
und  habilitirte  sich  im  Herbste  1850  bei  der  Universität 
als  Privatdocent.  Zwei  Jahre  hindurch  ertheilte  er  als 
Candidat  des  höheren  Schulamtes  an  dem  hiesigen  Gym- 
nasium mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unter- 
richt, dem  er  seine  ganze  Liebe  widmete.  Aber  dann  erst 
erhielt  seine  Lehrthätigkeit  ihre  angemessene  Entwick- 
lung,  als  er  ganz  zur  Universität  übertrat,  wo  er  sowohl 
durch  die  Klarheit  und  Bestimmtheit  seines  Vortrages  als 
durch  die  Freundlichkeit  seines  ganzen  Wesens  eine  im- 
mer grössere  Anzahl  von  Schülern  an  sich  fesselte.  Im 
Jahre   1855  wurde   er  auf  den  einstimmigen   und  nach- 
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drücklichen  Vorschlag  der  Facultät  zum  ausserordent- 
liehen,  zwei  Jahre  später  zum  ordentlichen  Professor  er- 
nannt. 

Meine  Aufgabe  ist  es  nicht,  seine  in  Zeitschriften  zer- 
streute Abhandlungen  einzeln  hier  aufzuzählen  und  zu 
würdigen.  Ebenso  erwähne  ich  bloss  die  im  Geiste  der 
neueren  analytischen  Geometrie  abgefassten,  1852  in  Bonn 
bei  Marcus  erschienenen:  „Tabulae  curvarum  quarti  or- 
dinis  symmetricarum  asymptotis  rectis  et  linea  fundamcn* 
tali  recta  praeditarum, "  Seine  litterarische  Thätigkeit 
wendete  sich  bald  vorzugsweise  der  Optik  zu.  Im  Jahre 
1853  erschien  -  seine  „Einleitung  in  die  höhere  Optik" 
(ßraunschweig  bei  Fr.  Vieweg  und  Sohn)  und  bald 
nachher  eine  französische  Uebersetzung  derselben  von 
Herrn  Forthomme.  Die  mathematische  Theorie  des  Lich- 
tes ist  einer  der  schönsten  wissenschaftlichen  Triumphe, 
welche  der  menschliche  Geist  während  der  ersten  Hälfte 
c^eses  Jahrhunderts  feierte.  Aber  es  war  eine  mühsame 
Arbeit,  die  verschiedenen  Abhandlungen,  welche  zur  Aus- 
bildung derselben  beitrugen  und  mehrfach  unter  dem  Sie- 
gel der  Originalität  ihrer  Verfasser  noch  ungelöste  Räth- 
sel  enthielten,  auf  ihren  einfachsten  Ausdruck  zurückzu- 
führen und  einem  allgemeinen  Gesichtspunkte  unterzuord- 
nen. Das  that  Beer  in  seiner  „Einleitung"  und  erwarb 
sich  dadurch  den  Dank  Vieler,  denen  er  die  abstracten 
Lehren  zugänglich  machte.  Ich  erwähne  hier  noch  eine 
im  folgenden  Jahre  ebenfalls  in  Braunschweig  erschie- 
nene Schrift:  „Grundriss  des  photometrischen  Calcüls" 
die  sich  enge  an  die  „Photometria",  welche  Lambert 
1790   veröflTentlichte ,   anschliesst.    Sie  ist  ein   Tribut  der 
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Verehrung  für  diesen  grossen  Mathematiker  und  mehr 
als  eine  Episode  in  den  litterarischen  Arbeiten  Beer 's 
anzusehen«  Durch  die  Einleitung  in  die  höher.e  Optik  war 
die  specielle  Richtung  seiner  wissenschaftlichen  Thätigkeit 
bestimmt  worden;  gleich  nach  Vollendung  des  Werkes 
fasste  er  den  Gedanken,  unter  demselben  Gesichtspunkte 
die  mathematische  Theorie  aller  Theile  der  Physik  zu 
behandeln.  Er  führte  diesen  Gedanken  mit  unermüd- 
lichem Fleisse,  leider  mit  zu  wenig  Rücksicht  auf  seine 
Gesundheit;  aus,  und  schon  seit  mehreren  Jahren  lagen 
sieben  in  sich  abgeschlossene  Arbeiten  unter  dem  be- 
scheidenen Titel  „Einleitungen"  vor:  Die  Einleitung  in 
die  Elektrostatik,  die  Lehre  voöa  Magnetismus, 
die  Elektrodynamik,  die  Lehre  von  der  Elastici- 
tät,  die  Lehre  von  der  Capillarität,  die  Wärme- 
lehre und  eine  zweite  Einleitung  in  die  Optik,  wel- 
che, der  bereits  im  Drucke  erschienenen  sich  anreihend, 
die  in  dieser  gezogenen  Grenzen  weiter  rückt.  Mit  der 
grössten  Sorgfalt  arbeitete  er  jede  der  Einleitungen  mehr- 
mals um,  so  dass  man  sagen  kann,  er  habe  mit  dem 
Manuscripte  das  vorgenommen,  was  sonst  erst  spätere 
Auflagen  bringen.  Er  schob  immer  die  Herausgabe  wei- 
ter hinaus  und  erst  im  Angesichte  des  Todes  übergab  er 
mir  zu  diesem  Zwecke  drei  der  Einleitungen,  welche  die 
elektrisch  -  magnetischen  Disciplinen  zum  Gegenstande  ha- 
ben und,  für   sich   ein  Ganzes  bUdend,   einen  Band  aus- 

< 

füllen,  der  sich  der  Einleitung  in  die  höhere  Optik  zur 
Seite  stellt  Ausser  einigen  Aenderungen  und  Fortlassun- 
gen, welche  der  Verstorbene  selbst  bezeichnet  hatte,  ist 
Alles  gewissenhaft  so  abgedruckt,  wie  derselbe  es  nieder- 
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geschrieben.  Die  Herausgabe  wurde  mir  dadurch  leicht 
gemach t,  dass  Herr  Giesen,  gegenwärtig  Rector  der  hö- 
heren Bürgerschule  in  Düren,  nicht  nur  die  Correctur  be- 
sorgte, sondern  auch  alle  analytischen  Entwicklungen  und 
Rechnungen  während  des  Druckes  nochmals  verificirt  hat. 
So  war  es  der  ausgesprochene  Wunsch  ßeer's,  der  Herrn 
Giesen  hochschätzte. 

Mit  der  Herausgabe  des  vorliegenden  Bandes  ist  der 
mir  gewordene  Auftrag  erfüllt.  Auch  die  vier  übrigen 
Einleitungen  sind  mir  anvertraut,  aber  ohne  irgend  eine 
Weisung,  der  Verstorbene  konnte  sich  nicht  mehr  dar- 
über aussprechet.  Meine  Verantwortlichkeit  ist  hierbei 
eine  grosse,  ich  kann  über  ihre  vollständige  oder  theilweise 
Veröffentlichung  einen  Entechluss  erst  dann  fassen,  wenn 
ich  selbst  in  ihren  ganzen  Inhalt  eine  genaue  Einsicht  ge- 
nommen habe.  Ich  rechne  dabei  insbesondere  auf  die  treue 
und  sachkundige  Unterstützung  meines  bisherigen  Mit- 
arbeiters. 

Beer  in  seiner  üebenswürdigen  Persönlichkeit  wird  in 
dem  Andenken  aller  derjenigen  fortleben,  die  ihm  näher 
getreten  sind.  Jedem  Parteitreiben  fremd,  gehörte  er  zu 
den,  namentlich  im  akademischen  Leben ,  so  seltenen  Aus- 
nahmen von  Männern,  die  nur  Freunde,  keine  Feinde  ha- 
ben.>  Das  trat  namentlich  in  der  allgemeinen  Theilnahme 
hervor,  die  er  erfuhr,  als  ihn  jene  qualvolle  Ej'ankheit  er- 
reichte, die  wechselnd,  bald  in  naher,  bald  in  ferner  Zu- 
kunft den  sichern  Tod  zeigt.  Das  sprach  sich  aus  in  dem 
zahlreichen  Zuge,  der  ihn,  welcher  ganz  zurückgezogen 
gelebt,  auf  seinem  letzten  Wege  begleitete,  als  unter  den 
Ausbrüchen  des  Gefühles  der  umstehenden  Freunde  und 
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Schüler,  das  sich  nicht  mehr  zurückhalten  Hess,  die  sterb- 
lichen Reste,  geweiht  durch  die  Thränen,  welche  Liebe 
der  Liebe  opfert,  der  Erde  anvertraut  wurden.  Ich  habe 
nie  bei  ähnlichen  Fällen  einen  solchen  Ausdruck  der  Trauer 
gesehen,  und  jeder,  der  zugegen  war,  musste  sich  sagen: 
in  Beer  ist  ein  hoher  seliger  Geist  von  uns  geschieden. 


Ich  habe  über  den  Inhalt  der  vorliegenden  Schrift  hier 
nichts  hinzuzufügen;  sie  wird- die  Anerkennung  finden,  die 
sie  verdient.  Nur  eine  letzte  Pflicht  liegt  mir  noch  ob, 
diesen  Blättern,  im  Geiste  des  Verstorbenen,  noch  ein 
Blatt  hinzuzufügen,  das  den  Namen  eines  nahe  neunzig- 
jährigen Greises  trägt:  ein  Denkmal  der  Pietät  des  Sohnes. 

Bonn,  den  27.  März  1865. 
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I. 


PRINCIPIEN  DER  ELEKTROSTATIK. 


Die  mathematische  Theorie  der  elektrostatischen  Erscheinungen 
geht  von  der  Annahme  zweier  in  einem  gewissen  Gegensatz  zu 
einander  stehender  Fluida  aus,  die  als  Hülfsvorstellungen  an 
die  Stelle  zweier  einander  entgegengesetzter  Zustände  gesetzt 
werden.  Wenn  ein  Volumelement  mit  Glaselektricität  geladen 
ist,  so  denken  wir  uns  seinen  elektrischen  Zustand  dadurch  be- 
stimmt, dass  es  mit  einem  gewissen  Quantum  des  positiven 
elektrischen  Fluidums  gefüllt  ist.  Dieses  Quantum  lässt  sich 
durch  das  Product  aus  dem  Volumen  des  Elementes  und  der 
Dichtigkeit  des  Fluidums  darstellen.  Analoges  wie  fiii-  die 
Glaselektricität  gilt  für  die  Harzelektricität ,  welche  wir  auf 
das  negative  elektrische  Fluidum  zurückführen.  Ueber  die 
Wechselwirkung  elektrischer  Quanta  oder  elektrischer  Massen 
werden  folgende  auf  die  Erfahrung  basirte  Annahmen  gemacht 
Die  elektrischen  Massen  q  und  q',  welche  zwei  Körperelemente 
mit  den  Volumina  dk  und  dk'  erfüllen,  stossen  einander  mit 
gleicher  Kraft  ab,  wenn  sie  gleichartig  sind,  sie  ziehen  einander 
mit  gleicher  Kraft  an,  wenn  sie  entgegengesetzter  Natur  sind 
und  die  Richtung  der  Wh-kung  fallt  in  die  Verbindungslinie 
beider  Elemente.  Was  die  Grösse  der  Wirkimg  betrifft,  so  ist 
sie  der  einen  wie  der  anderen  Quantität  proportional.  Ausser- 
dem ist  sie  von  der  Entfernung  der  Elemente  in  der  Art  ab- 
hängig, dass  sie  dem  reclproken  Quadrate  derselben  proportional 
ist.     Wenn   wii-    hiernach    durch    p,   q'    die  Dichtigkeiten    der 
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2  Principien  der  Elektrostatik. 

Massen  bezeichnen ,  und  die  Dichtigkeit  je  nachdem  die  betref- 
fende Elektricibäfc  die  Glas-  oder  Harzelektricität  ist  bezüglich 
als  positive  oder  negative  Grösse  einführen,  und  wenn  ferner  r 
die  Entfernung  der  Massen,  a  eine  gewisse  Constante  bedeutet, 
so  stellt  sich  die  fragliche  Kraft  dar  durch  den  Ausdruck: 

qcf  Q  dk  '_^  'dV 

und  es  findet,  jenachdem  dieser  Ausdruck  einen  positiven  oder 
negativen  Werth  hat,  bezüglich  eine  Abstossung  oder  Anzie- 
hung statt.  Die  Art,  wie  sich  die  Wirkung  des  einen  elektri- 
schen Quantums,  wir  wollen  sagen  diedes  ersten,  auf  das  zweite 
äussert ,  hängt  von  der  WedfiwIV^'Subg  zwischen  diesem  letz- 
teren  Quantum  und  der  wagbar^riliatörietb  dem  Räume  des 
y' zweiten  Elementes  ab.  Gehört  das  zweite  Element  einem  Kör- 
per an,  der  eine  ungehinderte  Bewegung  der  Elektricität  zu- 
lässt,  so  wird  die  in  ihm  enthaltene  Elektricität  in  Folge  der 
Einwirkung  des  ersten  Elementes  in  Bewegung  gerathen.  Kör- 
per dieser  Art  nennen  wir  vollkommene  Leiter;  zu  ihnen  können, 
wir  unter  anderen  die  Metalle  zählen,  in  deren  Innerem  die  Elek- 
tricität nie  längere  Zeit  halten  bleibt.  Wenn  aber  das  fi*agliche 
Element  einem  Stoffe  angehört,  welcher  durchaus  keine  Bewe- 
gung der  Elektricität  zulässt,  so  iioSrtjraigt  sicn  die  Wirkung 
zwischen  dem  ersten  elektrischen  Quantum  und  dem  in  dem 
Elemente  enthaltenen  auf  die  ponderable  Materie  des  letzteren, 
und  äussert  sich  durch  Bewegung  derselben,  wenn  eine  solche 
gestattet  ist.  Körper  dieser  zweiten  Art  nennen  wir  vollkom- 
mene Isolatoren  und  die  erwähnte  charakteristische  Eigenschaft 
derselben  besitzen  unter  anderen  wenigstens  annähernd  das  Glas, 
die  Harze,  die  trockenen  Gase;  denn  die  elektrischen  Zustands- 
änderungen  dieser  Stoffe  gehen  im  Allgemeinen  nur  langsam 
vor  sich.  Endlich  möge  noch  des  Falles  gedacht  werden,  wo 
das  zweite  Element  von  einem,  isolirenden  nicht  elektrisirten 
Mittel,  etwa  einem  trockenen  Gase,  umgeben  ist.  Es  leuchtet 
ein,  dass  sich  hier  hinsichtlich  der  Einwirkung,  welche  das  Ele- 
ment erleidet,  die  Sachen  stets  so  verhalten,  als  ob  sich  die  elek- 
trische Wirkung  ohne  Weiteres  auf  die  im  Elemente  enthaltene 
ponderable  Materie  übertrüge,  mag  nun  diese  letztere  zu  den 
leitenden    oder  zu  den  isolirenden  Stoffen  gehören. 
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Hier  kann  also,  auch  aus  dem  meohaxiiffchen  Verhalten  des 
Elementes  auf  die  Wirkung,  gesehlesseawerdeiiy  wekhe  die  in  ihm 
enthaltene  Elektricität  erleidet.  Mit  diesem  letzteren  Falle  ha- 
ben wir  es  bei.  den  sogleiqh  zu  erwähnenden  Versuchen  zu  thun, 
insofern  als  ein  Körper  von  verhältnissmässig  kleinen  Dimen- 
sionen, der  an  einem  isolirenden  Halter  oder  Träger  befestigt, 
übrigens  aber  von  Luft  umgeben  ist,  asnähernd  mit  dem  be- 
trachteten Elemente  übereinkommt. 

Von  den  zahlreichen  Erfahnmgen,  durch  welche  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  der  elektrischen  Wirkung  und  der  Distanz, 
wie  sie  in  dem  Grundgesetze  ausgesprochen  ist,  bewiesen  wird, 
theilen  wir  folgenden  von  Biess  (die  Lehre  von  der  Beibungs- 
elektricität.  1853)  angestellten  Versuch  mit.  Der  Balken  einer 
Coulomb'schen  Drehwage,  mit  einer  Eug^l  versehen,  deren 
Badius  im  Vergleich  mit  der  Länge  des  Balkens  klein  war, 
wurde  mittelst  des  oberen  Torsionskreises  auf  dei#Kiillpunkt 
der  unteren*  Skala  und  damit  zugleich  zur  Berührung  init  der 
Standkugel  gebracht,  deren  Dimension  ebenfalls  im  Vergleich 
mit  der  Länge  des  Wagebalkens  klein  war.  Die  sich  ß^rüh« 
renden  Kugeln  wurden  hierauf  elektrisirt;  die  bewegliche  Kugel 
wurde  abgestossen  imd  kam  nach  einigen  Schwankungen  des 
Wagebalkens  bei  einer  Elongation  von  42^  zur  Buhe.  Hierauf 
wurde  der  Torsionskreis  in  einer  der  stattgehabten  Bewegung 
des  Wagebalkens  entgegengesetzten  Bichtung  um  70«  gedreht, 
was  zur  Folge  hatte,  dass  sich  d^  Wagebalken  der  Anfangslage 
näherte  und  bei  einer  Elongation  von  28^  zur  Buhe  kam.  End«» 
lieh  kam  nach  einer  weiteren  Vergröss^ung  der  Torsion  um 
40»  die  Buhelage  in  das  Azimut  23»  zu  liegen.  ^^'X 

Bezeichn^i  wir  für  einen  der  drei  Fälle  des  Gleichgewicht      ^ 
tes  durch  (f>  die  Elongation  des  Wagebalkens,  durch  l  seine 
Länge,  sowie  durch  q  und  q^  die   an  den  Kugeln  haftenden 
Elektricitätsmengen ,  so  ist,  dem  Grundgesetze  zufolge,  die  am 
Ende  des  Balkens  wirkende  Kraft: 


('  -  ly 


Für  diese  Kraft  kann  man  aber  setzen  eine  in  der  Mitte 
des    Wagebalkens  angreifende  gleich  grosse  und   gleich  gerich« 
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tete  Kraft,  deren  Wirkung  ausser  Acht  .gelassen  werden  kann 
und  ein  Oegenpaar,  dessen  Moment  sich  ausdrückt  durch: 

2  L  siw  ^  .  iang  ^ 

Andererseits  wirkt  an  dem  Wagebalken  die  Torsion  des  Fa- 
dens,  deren  Wirkung  einem  Gegenpaare  mit  dem  Momente  6^r 
gleichkommt,  wenn  fl  der  Torsionswinkel  und  r  das  Torsions- 
moment des  Fadens  für  eine  Drehung  von  P  ist  Für  den  Fall 
des  Gleichgewichtes  ist  dann: 

und  der  rechterhand  stehende  Ausdruck  müsste  für  die  drei 
Fälle  des  Versuches  denselben  Werth  erlangen.  Man  findet 
aber,  ind€%  man  die  den  Torsionen  42^^,  9d^,  133^  entsprechen- 
den Ausschläge  42^,  28^,  23®  einsetzt,  bezüglich  die  Werthe 
0,578,  (\591,  0,639.  Die  Differenz  der  beiden  ersten  Zahlen 
kann  den  Beobachtungsfehlern  zugeschrieben  werden,  die  Diffe- 
renz  der  ersten  und  letzten  aber  lässt  sich  erklären  theils  aus 
dem  Verluste  an  Elektricität,  den  die  elektrischen  Körper  dm*ch 
die  Berührung  mit  der  Luft  erleiden,  theils  aus  dem  Umstände, 
dass  die  Dimensionen  der  Kugeln  im  Vergleich  mit  ihrer  Dist^iuz 
noch  zu  gross  waren.  Dem  Grundgesetze  zufolge  ist  die  elek- 
trische Wirkung  zwischen  zwei  körperlichen  Elementen  bei  der- 
selben Distanz  mit  jedem  der  in  ihnen  enthaltenen  Quanta 
proportional.  Um  auch  diesen  zweiten  Theil  des  Gesetzes 
wenigstens  für  einen  besonderen  Fall  zu  prüfen,  kann  man  wie 
(olgt  verfahren.  Nachdem  die  Kugeln  der  Dreh  wage  elektrisirt 
und  die  Torsion  bestimmt  worden,  welche  der  elektrischen  Wir- 
kung das  Gleichgewicht  hält,  berühre  man  die  Standkugel  mit 
einer  isolirten,  ihr  an  Grösse  gleichen  und  ebenfalls  leitenden 
Kugel.  Die  Elektricität  der  Standkugel  vertheilt  sich  zu  glei- 
chen Theilen  auf  beide  einander  berührende  Kugeln,  und  die 
Standkugel  behält,  wenn  die  andere  Kugel  von  ihr  entfernt 
wu-d,  die  Hälfte  ihrer  ursprünglichen  Ladung.  Man  wird  als- 
dann finden,  dass  auch  die  Torsion,  welche  jetzt  der  elektrischen 
Wirkung  zwischen  den  beiden  Kugeln  der  Wage  fiir  dieselbe 
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Difitanz  wie  zuvor  das  Gleichgewicht  hält,  nur  halb  so  gross 
wie  die  zuerst  bestimmte  Torsion  ist. 

Es  ist  hier  der  Ort,  noch  einige  Bemerkungen  über  den 
oben  berührten  Umstand,  dass  die  elektrisirten  Körper  ihre 
Ladung  allmälig  an  die  Luft  abgeben,  zu  machen. 

Innerhalb  gewisser  Grenzen  darf  man  annehmen,  dass  unter 
übrigens  gleichen  Umständen  der  Verlust  an  Elektricität,  wel- 
chen ein  elektrisirter  leitender  Körper  durch  den  Einfluss  der 
Luft  erleidet,  mit  der  in  dem  Körper  enthaltenen  Menge  pro- 
portional ist.  Bezeichnen  wir  letztere  durch  g,  die  Zeit  durch  t, 
so  ist  also: 

dq  =  — kq  .  dt, 

wo  l  einen  gewissen  Coefficienten,  die  Hälfte  des  sogenannten 
Zerstreuungscoefficienten,  darstellt.  Man  hat  hiemach,  wenn 
go  die  der  Zeit  to  entsprechende  Menge  und  e  die  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen  bedeutet: 

q  =  go^"*^^'""^  . 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  ist  man  im  Stande,  die  Anzeigen 
der  Torsionswage  auf  eine  und  dieselbe  Zeit  zu  reduciren,  sobald 
der  Zerstreuungscoefficient  bekannt  ist.  Um  aber  letzteren  zu 
bestimmen,  kann  man  wie  folgt  verfahren.  Nachdem  die  bei- 
den Kugeln  der  Drehwage  zur  Berührung  gebracht  und  gemein- 
schaftlich elektrisirt  worden  sind,  ermittele  man  die  Torsionen, 
welche  bei  gleicher  Elongation  des  Wagebalkens  in  zwei  auf- 
einander folgenden  Zeitpunkten  den  Abstossungskräften  das 
Gleichgewicht  halten.  Findet  man  61,62  für  die  den  Zeiten 
ti,  t^  entsprechenden  Torsionswinkel,  so  hat  man: 

21  _  ^9 Ol  —log 62 

h  — h 
Für  den  Zerstreuungscoefficienten  fand  Coulomb*)  von  einem 
Tage  zum  anderen  sehr  verschiedene  Werthe,  wonach  denn  die 
Anwendung  der  oben  aufgestellten  Eeductionsfonnel  zu  beschrän- 
ken ist.  Andererseits  aber  erhielt  er  für  kleinere  Zeiträume  stets 
denselben  Werth,  als  er  das  Verhältniss  der  Badien  und  der 
Ladungen,  sowie  den  Stoff  der  beiden  Kugeln  in  der  Drehwage 


*)  Biot,  Traite  de  phynque  experimentale  et  mathematique.     1816. 
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änderte,  femer  auch  alls  er  an  die  Stelle  der  Kugeln  andere 
Formen  treten  liess.  Von  der  Natur  der  Elekiricität  ist  nach 
Yeirsaohen  von  Biot  der  Zerstreuungseoefiident  ebenfalls  un- 
abbängigt 

Ausser  dem  im  Obigen  erörterten  Grundgesetze  filr  die  elek^ 
trische  Wirkung  muss  zur  Erklärung  der  elektrostatischen  Er- 
scheinungen noch  die  Annahme  gemacht  werden ,  dass  sich  aus 
jedem  Elemente  eines  voUkommen  leitenden  Körpers  durch  e}ek-> 
trifiche  Einwirkung  beide  Elektrioitätaarten  ins  Unbegrenzte 
entwickeln  lassen  und  zwar  beide  in  gleichen  Quantitäten,  dass 
hingegen  die  Natur  der  vollkommenen  Isolatoren  eine  solche 
Scheidung  der  elektrischen  Fluida  nicht  gestattet. 

Für  die  Constante,  welche  im  Vorhergehenden  durch  a  be- 
zeichnet wurde,  werden  wir  in  der  Folge  die  ISnheit  setzen. 
Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  als  Einheit  der  Elektricität  das- 
jenige Quantum  positiver  Elektricität  anzunehmen,  welches,  in 
einen  Punkt  concentrirt,  auf  ein  gleiches,  ebenfalls  in  einen 
Punkt  concentrirtes  Quantum  mit  der  Kraft  Eins  wirkt,  wenn 
die  Entfernung  beider  Quanta  gleich  Eins  ist.  Die  Einheit  der 
Kraft  ist  diejenige  Kraft,  welche  der  Masseneinheit  die  Ge- 
schwindigkeit Eins  ertheilt,  wenn  sie  auf  diese  Masse  während 
einer  Zeiteinheit  wirkt.  Als  Einheit  der  Linie  nehmen  wir 
aber  an  das  Centimeter,  als  Einheit  der  Masse  die  eines  Gram- 
mes  und  als  Einheit  der  Zeit  die  Secunde. 


n. 


VOM  POTENTUL  ELEKTRISCHER  MASSEN. 


1.  Da  die  Form  des  Grundgesetzes  für  die  elektrische  Wir- 
kimg mit  der  iilr  die  allgemeine  Anziehung  der  Materie  iden- 
tisch ist,  so  leuchtet  ein»  dass  die  PotenüalfnDotiQn  wie  in  der 
Gravitationslehre,  so  auch  in  der  Elektrostatik  eine  häufige  und 
vortheilhafte  Anwendung  finden  werde.  Unter  dem  Potentiale 
elektrischer  Massen,  die  in  beliebiger  Weise  durch  einen  Raum 
vertheilt  sind,  verstehen  wir  aber  den  Ausdruck 


ß 


=  V, 


r 

wo  dk  ein  körperliches  Element  des  Baumes  bedeutet,  q  die 
in  diesem  Elemente  herrschende  Dichtigkeit  der  Elektricität,  r 
die  Entfemimg  desselben  Elementes  von  einem  und  demselben 
beliebig  gelegenen  Punkte  P  und  wo  endlich  die  Summation 
sich  über  sämmtliche  El^nente  des  geladenen  Raumes  erstreckt. 
Der  Werth  des  Potentials  F  ändert  sich  mit  der  Lage  des  Punk- 
tes P  und  ist  bei  constanter  Ladung  blos  eine  Function  der 
Coordinaten  dieses  Punktes,  auf  den  es  sich  bezieht.  Wenn  sich 
der  Punkt  P  continuirlicher  Weise  bewegt,  so  ändert  sich  auch 
der  entsprechende  Potential  werth  im  Allgemeinen  stetig,  des- 
gleichen die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  in  Bezug 
auf  die  Coordinaten. 

Eine  klare  Vorstellung  von  dem  Verlaufe  der  Potentialfunc- 
tion  gewinnt  man  durch  Betrachtung  der  Flächen,  welche  sich 
durch  die  Gleichung 

V  =  constans 
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darstellen,  und  von  welchen  die  einzelne  erhalten  wird,  wenn 
man  der  rechts  auftretenden  Constante  einen  bestimmten  Werth 
beilegt.  Man  nennt  diese  Flächen  wegen  der  Rolle,  welche  sie 
in  der  Hydrostatik  spielen,  Niveauflächen  oder  Gleichgewichts- 
flächen. In  allen  Punkten  einer  Niveaufläche  hat  also  das  Po- 
tential einen  und  denselben  Werth.-  Durch  einen  jeden  Punkt 
des  Raumes  lässt  sich  stets  eine  und  im  Allgemeinen  nur  eine 
einzige  Niveaufläche  legen. 

Die  Gruppe  von  Linien,  welche  das  System  der  Niveau- 
flächen senkrecht  durchschneiden,  nennt  man  aus  bald  entge- 
gentretenden Gründen  Kraftlinien.  Durch  jeden  Punkt  des 
Raumes  geht  stets  eine  und  zwar  im  Allgemeinen  nur  eine  ein- 
zige Kraftlinie.  Bezeichnen  x^  y,  0  rechtwinklige  Coordinaten, 
dx,  dy,  dz  die  Projectionen  eines  Bogenelementes  einer  Kraft- 
linie auf  die  Axen,  so  lassen  sich  die  aus  der  Definition  folgen- 
den simultanen  Differentialgleichungen  der  Kraftlinien  wie  folgt 
schreiben: 

^       j       ^  äy     dV    dV 

dx  :  dy  :  de  =  -j—  :  -7—  :  -r-- 
^  dx      dy      dz 

Die  Kraftlinien  können  als  die  Durchschnittslinien  zweier 
Gruppen  von  Flächen  angesehen  werden,  von  welchen  die  eine 
Gruppe  die  andere  rechtwinklig  schneidet  und  welche  beide 
die  Gruppe  der  Niveauflächen  unter  rechten  Winkehi  treffen, 
so  dass  sie  also  mit  dieser  ein  System  dreier  Gruppen  von  so- 
genannten Orthogonalflächen  bilden.  Je  zwei  der  Orthogonal- 
flächen, welche  verschiedenen  Gruppen  angehören,  schneiden 
sich  längs  einer  gemeinsamen  Krümmungslinie. 

Das  Potential  nähert  sich  mit  wachsender  Entfernung  von 
den  erzeugenden  Massen  einer  bestimmten  Grenzform,  über 
welche  die  Entwicklung  nach  fallenden  Potenzen  der  Entfer- 
nung von  einem  Punkte  der  Massen  Aufschluss  giebt.  Es  sei 
nämlich  gi  die  Quantität  des  positiven,  —  q^  die  Quantität  des 
negativen  Theiles  der  Massen.  Ferner  seien  Oi  und  0^  die 
Schwerpunkte  der  genannten  Theile,  d.  h.  zwei  Punkte,  deren 
Lage  von  der  Vertheilung  der  betreffenden  Massen  in  gleicher 
Weise  abhängt  wie  die  Lage  des  Schwerpunktes  gewöhnlicher 
Massen  von  der  Vertheilung  dieser  Massen.  Die  Länge  der 
Linie   0\  Oq  sei  Z,  ihr  Mittelpunkt  0.    Endlich  werde  durch  B 
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die  Entfernung  eines  Punktes  P  von  0  und  durch  8  der 
Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Bichtung  OP  mit  der  Rich- 
tung O2  Ol  bildet.  Man  findet  alsdann  für  das  Potential  im 
Punkte  P: 

F  —  ^^~^«  _L  (gl  ~^  gg)  ^  ^^^  ^      I 

Das  Potential  nähert  sich  hiernach  mit  wachsender  Entfer- 
nung von  den  elektrischen  Massen,  unter  Q  die  Qesammtquan- 
tität  der  letzteren  verstanden,  dem  Ausdrucke 

Wenn  die  elektrischen  Massen  aus  zwei  entgegengesetzt 
gleichen  Theilen  bestehen,  so  erhält  man,  unter  q  die  absolute 
Quantität  eines  jener  Theile  verstanden,  die  Grenzform 

gl  cosS 

Das  hier  auftretende  Product  ql  entspricht  der  Grösse, 
welche  man  bei  magnetischen  Massen  das  magnetische  Moment 
nennt. 

2.  Die  Wirkung  elektrischer  Massen  auf  ein  Quantum 
Elektricität  (jf,  das  in  einen  beliebigen  Pimkt  P  des  Raumes 
concentrirt  ist,  lässt  sich  in  anschaulicher  Weise  mit  Hülfe  des 
Potentiales  jener  Massen  näher  bestimmen.  Wir  lassen  diese 
Bestimmung  folgen,  indem  wir  dem  Leser  die  analytische  Ab- 
leitung derselben,  welche  keine  Schwierigkeit  darbietet,  über- 
lassen. 

Durch  den  Punkt  P  legen  wir  eine  Niveaufläche  und  be- 
zeichnen die  von  innen  nach  aussen  gerichtete  Normale  dieser 
Fläche,  welche  die  Kraftlinie  in  P  berührt,  durch  PJV,  sowie 

eine  Diflerentiation  nach  dieser  Normale  durch   ^''  •     Die  Kraft, 

welche  auf  die  Masse  q  wirkt,  drückt  sich  alsdann  aus  durch 

dV 
^  dN' 

und  jene  Kraft  wirkt,  wenn  dieser  Ausdruck  positiv  ist,  in  der 
Richtung  von  N  nach  P,  wenn  er  aber  negativ  ist,  in  der  Rich- 
tung von  P  nach  JT,   so   dass  also  die  Masse  3,  wenn  sie  frei 
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w&re,  sich  so  bewegen  würde,  dass  der  Ausdruck  q  V  allemal 
abnimmt,  d.  h.  einen  negativen  Zuwachs  erlangt. 

Für  die  Componente  der  soeben  betrachteten  Wirkimg 
nach   einer  Bichtung  PM,   die  mit  PN  den  Winkel   <p   ein- 

m 

j 

schliesst,  findet  man,  wenn  durch  -^^^  eine  Differentiation  nach 

PM  dJigedeutet  wird: 

dV  dV 

Ins  Besondere  hat  man  also  iiir  die  Componenten  nach 
den  Coordinatenaxen: 

dV        dV        dV 

dV 

Die  Grösse  —  ^^r?  nennt  man  das  Gefalle  des  Potentiales 

dM 

in  der  Richtung  PM^   und   dem   entsprechend  werden  wir  die 

d  V 
entgegengesetzt  gleiche  Grösse  ^^  die  Steigung  des  Potentiales 

in  derselben  Bichtung  nennen.  Das  Gefälle  stellt  die  in '  die 
Richtung  PM  fallende  Componekite  der  Kraft  dar ,  mit  welcher 
die  elektrischen  Massen  auf  die  in  den  Punkt  P  concentrirte 
Einheit  der  positiven  Elektricität  einwirken.  Unter  Grefalle  und 
Steigung  schlechtweg  werden  wir  das  Gefalle  und  die  Steigung 
in  der  Richtung  der  von  innen  nach  aussen  gerechneten  Nor- 
male der  Niveaufl&che  verstehen. 

Für  die  Grenze,  welcher  sich  die  Steigung  des  Potentiales 
mit  wachsender  Entfernung  von  den  elektrischen  Massen  nä- 
hert, erhalten  wir,  wenn  wir  die  früheren  Bezeichnungen  bei- 
behalten, 

und  es  nähern  sich  einander  die  Normale  der  Niveaufläche  und 
die  Linie  ü.  Wenn  aber  die  elektrischen  Massen  aus  zwei  ent- 
gegengesetzt gleichen  Theilen  bestehen,  so  nähert  sich  die  Stei- 
gung des  Potentiales  dem  Ausdrucke 
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und  für  den  in  glekhem '  Sinne  mit  ^  gereohneien  Wickel.  17 
ztwiscben  der  Normale  der  Niveanfliicbe  und  der  Linie  i2. 
komdit : 

2cosd 

Die  oben  aufgezählten  Eigenschaften  der  Potentialfunction 
laß^en  sich  leicht, an  dem  Potentiale  der  homogenen  Hohlkugel 
erläutern.  Werden  die  Badien  der  äusseren  und  inneren  Grenz- 
fläche einer  solchen  Hohlkugel  durch  JJi  und  122,  die  Dichtig- 
keit durch  q  bezeichnet,  so  findet  man  für  den  ganzen  ausser- 
halb der  Engel  gelegenen  Baum: 

F=? , 

r 

wo  Y  die  Entfernung  des  Punktes,  auf  den  sich  das  Potential 
bezieht,  vom  Mittelpunkte  der  Hohlkugel  bedeutet.  Ferner  er- 
giebt  sich  für  das  Innere  der  Schale: 


F=2;r^(Äi^-ir«)- 


-  Ä  ^  ü| 


Und  für  die  Funkte  der  Höhlung  hat  man: 

8.  Eine  besondere  Betrachtung  verdient  der  folgende  Aus- 
druck, der  aus  dem  Potentiale  durch  theilweise  Differentiation 
nach  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes,  auf 
den  sich  das  Potential  bezieht,  abgeleitet  wird: 

d^V   .     d^V   .     (PF 
dx^  "^    dy^  "^    dz'^  ' 

Dieser  Ausdruck, '  welchen  wir  in  der  Folge  abkürzend 
durch  ^^V  bezeichnen  werden,  verschwindet,  wie  man  durch 
Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  findet,  in  allen  Punk- 
ten des  Raumes,  in  denen  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  gleich 
Null  ist.  Um  über  seinen  Werth  in  einem  Punkte  des  mit  Elek- 
tricität geladenen  Raumes  Aufschluss  zu  erhalten,  denken  wir 
uns  um  jenen  Punkt  eine  Kugel  von  so  kleinem  Radius  be- 
schrieben,  dass    die  Dichtigkeit  innerhalb  der  Hülfskugel  als 
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constant  betrachtet  werden  kann.  Mit  Rücksicht  auf  die  so- 
eben erwähnte  Beziehung  fallt  alsdann  J^V  raii  ^H  zusammen, 
wenn  v  das  für  den  inneren  Baum  der  homogenen  Hülfskugel 
geltende  Potential  der  Masse  ist,  welche  diese  Kugel  erfüllt. 
Nun  findet  man  aber  durch  Ausrechnung,  dass  hier  -^'  v  den 
Werth  —  i:%Q  annimmt,  unter  q  die  Dichtigkeit  der  Hülfs- 
kugel, oder  was  dasselbe  ist,  die  elektrische  Dichtigkeit  verstan- 
den, die  in  dem  Mittelpunkte  derselben  stattfindet.  Es  ist  hier- 
nach in  der  Unterstellung,  dass  die  cubische  Dichtigkeit  q  al- 
lenthalben einen  endlichen  Werth  aufweist,  allgemein 

Letztere  Gleichung  verliert  aber  ihre  Bedeutung  in  Punk- 
ten von  Flächen,  wo  eine  plötzliche  Aenderung  der  Dichtigkeit 
stattfindet,  z.  B.  an  der  Fläche,  in  welcher  zwei  Räume  mit  ho- 
mogener Ladung  aneinander  stossen,  oder  an  den  Grenzen  eines 
geladenen  und  eines  nicht  geladenen  Raumes.  In  der  That 
kann  ja  auch  in  solchen  Punkten  von  einer  bestimmten  Dich- 
tigkeit nicht  die  Rede  sein. 

Dem  Ausdrucke  d^  V  lässt  sich  eine  Form  geben,  in  welcher 
die  Coordinaten  nicht  auftreten,  sondern  nur  Grössen,  die  sich 
auf  die  Niveaufläclie  beziehen.  £s  sei  nämlich  dS  ein  Ele- 
ment einer  Niveaufläche  und  auf  dem  Umfange  dieses  Elemen- 
tes mögen  Normalen  errichtet  werden.  Diese  Normalen  schnei- 
den aus  der  Niveaufläche,  welche  von  der  ersten  in  der  Rich- 
tung der  von  innen  nach  aussen  gerechneten  Normale  um  dN 
entfernt  ist,  ein  Element  heraus,  das  durch  d  S'  bezeichnet  werde. 

dV  dV 

Es  werde  ferner  durch  -r^  und    ,  ^^  die  Steigung  des  Potentials 

in  den  Punkten  der  Elemente  dS  und  dS'  bezeichnet,  und 
durch  dk  das  körperliche  Element,  weloh^»  von  dS,  dS'  und 
den  durch  die  Umfange  dieser  Elemeii^  gelpgten  Normalen 
begrenzt  wird.     Alsdann  hat  man: 

^2VdJc  =  ^dS'  -  ^i^dS- 

dir  dN 

In  der  That,  wenn  Ri  und  R2  die  Krümmungsradien  zweier 
aufeinander  senkrechter  Normalschnitte  des  Elementes  d  S  sind, 
so  hat  man: 
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dS'  =  dS+  Q-  -\-  ^\dS  dN. 
Femer  ist: 

(4jy—  /'^\V  (ilXj^  (iD[ 

-'       Kdll)  —\dx)  ^\dy)  ^\dz  )'    . 
woraus  sich  ergiebt: 

dV  _  dV 

dN'  ~  dN 

iL  _A^/_  .  iL  -Sß^)  ,  iZ   ImEL 

j^     dz         dx  dy         dy  de de  .   ^.^ 


<^) 


dV  dV 

Bildet  man  jetzt  den  Ausdruck  ^^  dS'  —  -r^^  d  S  mit- 

d  V 
telst  der   für  dS'  und  -tj^  gefundenen  Ausdrücke  und  drückt 

die  Differentialquotienten  von  V  aus  durch  die  Differentialquo- 
tienten von  js  nach  x  und  j/,  deren  Relationen  sich  durch  Dif- 
ferentiation der  Gleichung  V  =  const,  für  die  Niveaufläche  er- 
geben, so  findet  man : 


dSdN 


wo  gesetzt  ist: 

de d£ d'jg d^js  d^ . 

dx~^'  dy  ~  *'  dx^  ~  *■'  dxdy"^'  dy^ 

Der  letzte  Ausdruck  fallt  aber  nach  der  Theorie  der  Krüm- 
mung von  Flächen  mit  ^^  F.  die  zusammen. 

Bezeichnet  man  den  Bogen  einer  Kraftlinie  des  Potentiales 

V  durch  ly  so  ist,  wie  sich  aus  dem  Obigen  leicht  finden  lässt: 

d«  F  .  /  1    .    l\dV 


dl^ 


+(E;+i)^+*"  =  »- 


Hieraus  ergiebt  sich  folgende  bemerkenswerthe  Beziehung 

dV    dV  . 
zwischen  den  Steigungen  -tj-,  -^y"  ^^  zwe^den  Bogen  ?,  V  ent- 
sprechenden Punkten,  vorausgesetzt,  dass  die  Dichtigkeit  auf 
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der  ganzen  Strecke  der  Kraftlinie  zwischen   den  beiden  Punk- 
ten verschwinde: 

dv   dv  _  /"'(^.^i)"'- 

dl  '■:~djr~^ 

» 

4.  Es  ist  hier  der  Ort,  eines  von  Green  gefundenen  Satzes 
zu  gedenken,  der  häufige  Anwendung  in  der  Lehre  von  der 
Elektricität  findet  und  aus  dem  sich  eine  grosse  Anzahl  der 
wichtigsten  Eigenschaften  der  Potentialfiinction  ableiten  lässt. 
Es  bezieht  sich  dieser  Satz  auf  die  Umformung  des  Integrales: 

fOd^Hdk, 

welches  sich  über  die  Elemente  dk  eines  von  einer  geschlosse- 
nen Fläche  umgrenzten  Raumes  erstreckt  und  in  dem  G  und  H 
zwei  Functionen  der  rechtwinkligen  Raumcoordinaten  x,  y,  e 
bedeuten,  die  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Raumes  endliche 
Werthe  aufweisen  und  stetig  verlaufen. 

Wendet  man  auf  den  Ausdruck 


P^'4'I-p'M^' 


dG  dH    r^   r.   r.  dG  du 

de    de 


die  Regel  der  theilweisen  Integration  an,  so  findet  man  für  den- 
selben, wenn  z\  ^"  die  tm  x,  y  gehörenden  ;8r-Coordinaten  der 
Grenzfläche  bedeuten,  welche,  wie  wir  der  Einfachheit  wegen 
annehmen  wollen,  von  einer  geraden  Transversale  nur  in  zwei 
Punkten  geschnitten  werde: 


/-/"{{"fr-r'^s 


Hierfür  kann  man  aber,  wenn  das  Element  der  Grenzfläche 
durch  ds  und  ein  Element  der  nach  aussen  gerechneten  Nor- 
male durch  dn  bezeichnet  wird,  schreiben: 

Indem  wir  in  den  obigen  Ausdrücken  an  die  Stelle  von  0 
die  Coordinate  y  un4  hierauf  x  treten  lassen,  und  die  gewonne- 
nen Resultate  combiniren,  finden  wir  zunädist: 
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J  J       [dx    dn        dff    dn  *    d0    dni 

_    rjdGdH      da  dll  .  dG  dH\^^ 
J  \dx'  dx  ^  dy*  dy  ^  dz     dz) 

Eine  Vereinfachung  der  letzten  Formel  wird  durch  Ein- 
führung der  durch  die  Gleichungen  G  =  const,  II:=:const.,  darge- 
stellten  Flächen    erzielt.    Ed   werde  eine  Differentiation    nach 

d.  »     d.,, 

den  Normalen  dieser  Flächen  durch  -4-^,     -,,"  bezeichnet,  und 

dg      dh  ' 

der  Winkel  zwischen  den  Normalen  der  beiden  Flächen,  die 
sich  durch  das  Element  d  k  legen  lassen,  werde  d  genannt.  Als- 
dann kann  man  fiir  die  letzte  Gleichung  die  folgende  schreiben, 
in  der  die  Coordinaten  nicht  mehr  auftreten: 

Wir  lassen  eine  Reibe  von  Sätzen  folgen,  die  aus  dem  vor- 
hergehenden Theorem  fliessen,  und  später  ihre  Anwendmig  fiit- 
den  werden. 

Erster  Zusatz.  Wir  setzen  G  =  l,  H=z  F,  unter  V  das  Po- 
tential von  irgendwie  vertheilten  elektrischen  Massen  verstan- 
den, und  erhalten: 


fj^  V  dk  =  fj^äs 


oder  wenn   die  Quantität  der  von  der  Fläche  s  umschlossenen 
Elektricität  durch  Q  bezeichnet  wird: 


^  J   dn 


Das  letzte  Integral  verschwindet  im  Besonderen,  wenn  die 
das  Potential  V  erzeugenden  Massen  ganz  ausserhalb  der  Fläche 
s  liegen. 

Zweiter  Znsatz.  Nimmt  man  für  G  und  H  eine  und  die* 
selbe  Potentialfunction  F,  so  liefert  der  Hauptsatz,  wenn  die 
im  Elemente  hen-schende  Dichtigkeit  durch  q  bezeichnet  wird: 

Wenn  die  elektrischen  Massen  ganz  ausserhalb  der  Fläche  s 
liegen  und  überdies  auf  der  ganzen  Fläche  das  Potential  einen 
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oonstanten  Werth  annimmt,  so  ergiebt  sich  mit  Bücksicht  auf 
den  zunächst  vorhergehenden  Zusatz: 


/Q'"=«- 


dV 
Hieraus  folgt  aber,  dass  in  diesem  Falle  ^-^  innerhalb  der 

Fläche  s  verschwindet,  und  folglich  in  der  ganzen  Ausdehnung 
des  von  ihr  begrenzten  Baumes  das  Potential  denselben  Werth 
wie  auf  der  Fläche  selbst  hat. 

Dritter  Zusatz.  Wenn  man  in  dem  Hauptsatze  H  mit  Cr 
vertauscht,  und  die  so  gewonnene  Gleichung  von  der  urspiüng- 
liehen  abzieht,  findet  man: 

« 

fo^'H dJc  -  rnJ^Gdk  =  CG.^ds—  Ch.  ^ds. 

Setzen  wir  nun  für  H  eine  Potentialfunction  V  und  für  G 
die  reciproke  Entfernung  —  von  einem  Punkte,  so  kommt,  wenn 
erstlich  dieser  Punkt  ausserhalb  der  Fläche  s  liegt: 

I.     r^,,^  rias-  fr.'-ßäs. 

J     r  J       r  J  dn 

Wenn  r  zweitens  die  Entfernung  von  einem  Punkte  bedeu- 
tet, der  innerhalb  der  Fläche  s  liegt,  so  darf  der  Hauptsatz 
nicht  so  wie  im  ersten  Falle  in  Anwendung  kommen ,  da  jetzt 

die  Function  —  für  den  gedachten  Punkt,  also  im  Innern  der 

Fläche  s  unendlich  gross  wird.  Legt  man  aber  jetzt  um  das 
Centrum  der  r  eine  Hülfskugel  ö,  so  kann  der  Satz  auf  den 
Baum  in  Anwendung  kommen,  der  von  den  Flächen  s  und  ö 
begrenzt  wird  und  man  hat,  wenn  dv  das  Element  der  Nor- 
male der  Hülfskugel  ist,  fiir  den  gedachten  Baum: 

dV 


/dV  ndV 

dn  j  l     dv 


dö 
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Mm  sieht  aber  leicht  ein,  dass,  wenn  der  Radius  der  Hülfs- 
kugel  immer  kleiner  und  kleiner  genommen  wird,   das  Integral 
dV 


/dV 


d<^  sich  der  Qrenze  0  nähert,  das  Integral    /     V — -^ 


aber  der  Grenze  —  43r  F,  wenn  V  der  Werth  des  Potentiales 
im  Centrum  der  r  ist.  Man  hat  hiemach,  wenn  das  Centrum 
der  r  innerhalb  der  Fläche  s  liegt,  übrigens  aber  das  Integral 
mit  die  sich  auf  den  ganzen  von  .s  umschlossenen  Baum  bezieht: 


n.       \   ^lldh=    \    ^ds-    /   V^^ds-4nV, 
J        r  x)       r  J  dn 


An    deü    obigen    ungemein    fruchtbaren    Satz    reihen    wir 
einige  Bemerkungen. 

Erste  Bemerkung.    Wenn  die  Fläche  s  die  elektrischen 

Massen,  welche  das  Potential  V  erzeugen,  umschliesst,  so  geht 

/^2  y 
dfc  in  —  4  JT  F  über.    Man  hat  daher,  wenn 

das  Centrum  der  r  ausserhalb  der  Fläche  s  liegt: 


/dV  n 


d 


(I) 


I.    -4«F=    /     —ds-    I    v-j^ds. 
Und  für  jeden  Punkt  innerhalb  der  Fläche  ist: 


(^) 


ds. 


dn 

Liegen  die  elektrischen  Massen,  welche  das  Potential  V  erzeugen, 
in  einer  Schale,  die  von  zwei  Flächen  s,  s'  begrenzt  wird,  von 
denen  die  eine  die  andere  umschliesst,  so  hat  man  für  jeden 
Punkt  ausserhalb  der  äusseren  Grenzfläche  oder  im  Inneren  der 
Höhlung : 


/dV  ndv  n 


dn 


Be«r,  lOektrottMik.  2 
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Und  fiir  die  im  Inneren  der  Schale  gelegenen  Punkt^ist: 

0) 


/ 


d 


an 


© 


r  -jH^  ds'. 

an' 

Jedesmal  sind  aber  hier  die  Normalen  in  der  Richtung  von 
dem  Inneren  der  Schale  nach  aussen  hin  gerechnet,  also  einmal 
in  den  die  Schale  umgebenden  Baum  und  das  anderemal  in  die 
von  der  Schale  gebildete  Höhlung  hinein. 

Nehmen  wir  fiir  die  umschliessende  Fläche,  welche  s'  sei, 
eine  Kugelfläche,  und  lassen  wir  ihren  Radius  ins  IJnbegrenzte 
wachsen,  während  ihr  Mittelpunkt  im  Endlich^ '^rbleibt,  so 
nähern  sich  die  auf  jene  zu  beziehenden  Integrale  der  Null. 
Hiemach  hat  man,  wenn  das  Potential  V  von  elektrischen 
Massen  herrührt,  die  ausserhalb  der  Fläche  s  liegen,  fiir  die 
im  Inneren  dieser  Fläche  gelegenen  Punkte: 

I.    inV=J   i^ds-  J   V^-^ds, 

WO  die  Normale  von  innen  nach  aussen  gerechnet  ist,  und  fiir 
den  ausserhalb  der  Fläche  gelegenen  Raum  ist  wiederum: 


n.      l  ±^ds=    j   V  ^ 

J       r  J  dn 


ds. 


Zweite  Bemerkung.  Für  die  Fläche  s  werde  eine  Sphäre 
vom  Radius  R  und  deren  Mittelpunkt  zum  Centrum  der  r  ge- 
nommen. Wenn  alsdann  die  Massen,  welche  das  Potential  V 
hervorrufen,  ganz  ausserhalb  der  Kugel  liegen,  so  ist  nach  II. 
fiir  den  Mittelpunkt  der  Kugel: 

Und  wenn  die  elektrischen  Massen  sich  ganz  innerhalb  der 
Kugel  befinden,  so  kommt,  unter  Q  die  Quantität  jener  Massen 
verstanden,  nach  Gleichung  H.  und  zufolge  des  ersten  Zusatzes : 

^E7tQ  =  fVds. 

Die  in  der  ersten  Gleichung  ausgesprochene  Eigenschaft 
der   Kugel  kommt  bei   dem   Beweise   des  folgenden   wichtigen 
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Satzes  in  Anwendung:  Wenn  elektrische  Massen  innerhalb 
einer  geschlossenen  Fläche  so  vertheilt  sind,  dass  sie  auf  letzte- 
rer ein  constantes  Potential  erzeugen,  so  liegt  der  Werth  des 
Potentiales  ausserhalb  der  Fläche  zwischen  Null  und  dem 
Werthe,  den  es  auf  der  Fläche  hat. 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  darzuthun,  zeigen  wir 
zuerst,  dass  die  Werthe  des  Potentiales  (F)  ausserhalb  und  auf 
der  Fläche  (S)  gleiche  Vorzeichen  haben.  Das  Potential  auf 
der  Fläche  habe  etwa  den  positiven  Werth  A  und  man  nehme 
an,  in  einem  ausserhalb  der  Fläche  gelegenen  Punkte  P.habe 
es  den  negativen  Werth  —  B,  Zieht  man  von  dem  Ptmkte  P 
aus  einen  Strahl,  und  trifil  dieser  die  Fläche  in  P',  so  verläuft 
das  Potential,  wenn  man  von  P  nach  P'  fortschreitet,  in  steti- 
ger Weise  von  —  -B  bis  -4.  Trifil  aber  der  Strahl  die  Fläche 
nicht,  so  verläuft  das  Potential,  wenn  man  auf  ihm  von  P  bis 
ins  Unendliche  fortschreitet,  von  —  B  bis  0.  Es  folgt  hieraus^ 
dass  das  Potential  auf  jedem  von  P  ausgehenden  Strahle  in 
einem  gewissen  Punkte  M  einen  beliebig  zwischen  0  und  —  B 
angenommenen  Werth  —  J5'  aufweist.  Die  Punkte  M  bilden 
eine  geschlossene,  ausserhalb  der  elektrischen  Massen  befindliche 
Fläche,  und  da  nun  auf  dieser  das  Potential  der  letzteren  den 
Constanten  Werth  —  B*  hat,  so  müsste  letzterer  auch  inner- 
halb der  Fläche,  also  auch  in  P  auftreten,  was  gegen  die  Unter- 
stellung wäre.  Das  Potential  ist  folglich  ausserhalb  der  Fläche  8 
positiv,  wenn  es  auf  S  selbst  positiv  ist.  Analoges  gilt,  wenn 
das  Potential  negativ  ist. 

Nähme  man  femer  an,  das  Potential  könne  ausserhalb  der 
fläche  S  einen  Werth  erlangen,  der  den  Werth  A  auf  der  Fläche 
an  absoluter  Grösse  übertrifil  oder  ihm  gleichkommt,  so  leuch- 
tet ein,  dass  es  in  einem  oder  mehreren  Punkten  P  ausserhalb 
der  Fläche  einen  grössten  absoluten  Werth  aufweisen  müsste. 
Beschreibt  man  nun  um  einen  der  Punkte  P  als  Mittelpunkt 
eine  Kugel,  welche  ganz  ausserhalb  der  Fläche  S  liegt,  so  ist 
für  dieselbe,  unter  B  den  Potentialwerth  im  Punkte  P  ver- 
standen: 

^R^nB  =  fVds, 
woraus  folgt,  dass  V  auf  und  in  der  ganzen  Hülfskugel  den 
Werth  B  haben  muss,   denn  es  hat  in  der  ganzen  Ausdehnung 

2* 
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des  Integrales  dasselbe  Vorzeichen ,  und  sein  absoluter  Werth 
kann  nicht  grösser  als  der  von  B  sein.  Ein  Gleiches  ergiebt 
sich  für  jede  Eugel  s\  welche  ausserhalb  der  Fläche  8  liegt, 
und  deren  Mittelpunkt  in  die  Kugel  s  fallt^  femer  für  jede  Ku- 
gel s",  welche  ausserhalb  der  Fläche  S  liegt,  und  deren  Mittel- 
punkt in  die  Kugel  s'  fällt,  u.  s.  f.  Offenbar  würde 'hieraus  fol- 
gen, das9  das  Potential  in  dem  ganzen  ausserhalb  der  Fläche 
S  gelegenen  Baume  den  Werth  B  aufweisen  müsste.  Da  dies 
aber  nicht  der  Fall  sein  kann,  so  ist  auch  die  Annahme,  der 
absolute  Werth  des  Potentiales  könne  in  einem  ausserhalb  der 
Fläche  befindlichen  Punkte  den  absoluten  Werth  auf  der  Fläche 
übertreffen  oder  ihm  gleichkommen,  unzulässig;  der  absolute 
Werth  des  Potentiales  ausserhalb  der  Fläche  ist  mithin  noth- 
wendig  kleiner  als  auf  der  Fläche. 

Litteratur.  Green.  An  essay  on  the  application  of  mathematical  analysis 
to  the  theories  of  eleotricity  and  magnetism.  Grelle 's  Joarnal  für 
reine  und  angewandte  Mathematik.  B%nd  XXXIX,  XLIV,  XL  VII. 
Gauss.  Untersuchungen  über  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Qua- 
drates der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte 
18^. 


m. 

VOM  GLEICHGEWICHTE  DER  ELEKTRICITÄT  IN 
EINEM  VOLLKOMMEN  LEITENDEN  KÖRPER. 


1.  Allgemeine  Betrachtungen. 

a.  Eine  Vertheilung  elektrischer  Massen,  wie  sie  im  Vor- 
hergehenden unterstellt  wurde,  kann  dauernd  offenbar  nur  bei 
idioelektrischen  Körpern,  niemals  aber  bei  einem  Conductor 
stattfinden.  Sobald  nämlich  die  kubische  Dichtigkeit  einer  elek- 
trischen Ladung  innerhalb  eines  begrenzten  Baumes  nicht  ver- 
schwindet, so  bedingt  diese  Ladung  in  jenem  Baume  eine  Schei- 

Gleichgewichtszustand  nicht  ändern  würde,  in  einem  Conductor 
aber  aus  einem  neutralen  Zustande  beide  elektrische  Fluida 
ausscheiden  würde.  In  dem  Inneren  eines  Conductors  ist  daher 
nothwendig  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  gleich  Null,  wenn 
elektrisches  Gleichgewicht  eingetreten  ist,  und  die  einem  Con- 
ductor mitgetheilte  Ladung  kann,  wenn  dies  überhaupt  möglich 
ist,  nur  dadurch  in  den  Gleichgewichtszustand  gelangen,  dass  sie 
sich  in  einer  unendlich  dünnen  Schicht  über  die  Oberfläche 
des  Conductors  ausbreitet,  überdies  muss  aber  nothwendig  die 
Vertheilung,  oder  Anordnung  der  Ladung  eine  solche  sein,  dass 
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dV 
in  dem  Inneren  des  Leiters    -™  verschwindet,  und  folgUch  das 

Potential  der  Ladung  innerhalb  dieses  Raumes  einen  und  den- 
selben Werth  annimmt. 

b.  Eine  unendlich  dünne,  über  eine  Oberfäche  ausgebrei- 
tete elektrische  Schichte  kann  als  die  Grenze  angesehen  wer- 
den, welcher  sich  die  Ladung  eines  schalenförmigen  Raumes 
nähert,  wenn  die  beiden  Grenzflächen  sich  einander  ins  Un- 
begrenzte nähern.  Bewahrt  hierbei  die  Quantität  der  Ladung 
einen  endlichen  Werth,  so  wächst  die  Dichtigkeit  im  Allgemei- 
nen über  alle  Grenzen  hinaus.  Bezeichnen  wir  in  demselben 
Falle  durch  ds  das  Element  einer  Fläche  s,  welcher  sich  die 
beiden  Grenzflächen  der  Schale  nähern,  so  können  wir  durch  gds 
die  Elektricitätsmenge  darstellen,  welche  sich  schliesslich  auf 
jenem  Elemente  vorfindet.  Die  Grösse  p,  welche  im  Allgemei- 
nen einen  endlichen  Werth  haben  wird ,  heisst  die  Flächen- 
dichtigkeit, oder  auch  schlechtweg  die  Dichtigkeit  der  über  die 
Fläche  s  ausgebreiteten  Ladung.  Was  das  Potential  der  Schale 
betrifft,  so  nähert  es  sich,  unter  r  die  Entfernung  von  dem  Ele- 
mente ds  verstanden,  der  Grenze 

ds 

Y 

und  dies  ist  denn  auch  das  Potential  der  auf  der  Fläche  s  be- 
findlichen Ladung  mit  der  Flächendichtigkeit  q.  Bei  der  ge- 
machten Annahme,  dass  die  Quantität  der  Ladung,  d.  i.   /  (>  dL«. 

endlich  ist,  wird  auch  das  Potential  im  Allgemeinen  endlicn 
sein. 

Für  das  Potential  einer  Flächenladung  gelten  alle  die  Theo- 
reme, welche  früher  für  das  Potential  der  Elektricität,  welche 
einen  begrenzten  Raum  stetig  erfüllt,  aufgestellt  wurden,  nur 
die  Bemerkungen,  welche  über  den  allgemeinen  Verlauf  der  er- 
sten Differentialquotienten  des  Potentiales  in  Bezug  auf  die  Coor- 
dinaten  und  über  die  Bedeutung  des  Ausdruckes  ^'-^  V  gemacht 
wurden,  verlieren  für  die  Punkte  der  geladenen  Fläche  ihre 
Gültigkeit.  Wenn  nämlich  der  Punkt,  auf  welchen  sich  das  Po- 
tential bezieht,  aus  dem  von  der  Fläche  umschlossenen  Räume 


/■ 
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in  den  äusseren  Raum  übertritt,  so  zeigen  die  genannten  Diffe- 
rentialquotienten in  ihrem  Verlaufe  im  Allgemeinen  eine  Un- 
terbrechung der  Stetigkeit.  Der  Ausdruck  ^^  V  aber,  welcher 
in  jedem  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Fläche  gelegenen  Punkte 
verschwindet,  hat  für  die  Punkte  der  Fläche  selbst  keine  be- 
stimmte Bedeutung.  Man  bemerke  jedoch,  dass  bei  der  Ueber- 
tragung   der   früher   gewonnenen  Theoreme   an   die  Stelle   des 

Ausdruckes  odfc  =  —  -. —  ^2  Vdh  für  das  Element  der  Masse 

der  Ausdruck  qds  zu  setzen  ist. 

Das  Potential  einer  Flächenladui^  ist  im  Allgemeinen  als 
Function  der  Coordinaten  für  die  Punkte  ausserhalb  der  Fläche 
wesentlich  verschieden  von  dem  Potential  fiir  die  Punkte  inner- 
halb der  Fläche.  Mit  Bücksicht  hierauf  werden  wir  in  der 
Folge,  wo  solches  angemessen  erscheint,  das  Potential  einer 
Flächenladung  fiii'  äussere  Punkte  durch  F,  das  für  innere  Punkte 
durch  F'  bezeichnen  und  jenes  kürzehalber  das  äussere,  dieses 
das  innere  Potential  nennen.  '  .-  -. _ 

Der  Werth  des  äusseren  Potentiales  fallt  mit  dem  des  in- 
neren in  jedem  Punkte  der  geladenen  Fläche  zusammen.  Die 
Steigungen  beider  Potentiale  aber  sind  im  Allgemeinen,  wie  be- 
merkt, für  denselben  Punkt  der  Fläche  verschieden.  Zwischen 
diesen  Steigungen  und  der  entsprechenden  Dichtigkeit  der  La- 
dimg besteht  eine  bemerkenswerthe  Beziehung,  welche  sich  un- 
ter Anderem  aus  der  Anwendung  des  Green'schen  Satzes  (drit- 
ter Zusatz,  erste  Bemerkung)  auf  eine  verschwindend  dünne 
mit  Elektricität  erfüllte  Schale  ergiebt.  Es  werde  durch  s  die 
Fläche  bezeichnet,  welcher  sich  die  Grenzflächen  der  Schale 
mit  abnehmender  Dicke  nähern  imd  wofür  eine  der  letzteren 
genommen  werden  kann,  ferner  durch  n  die  von  innen  nach 
aussen,  durch  n'  die  von  aussen  nach  innen  gerechnete  Nor- 
male, endlich  durch  V  und  F'  die  Grenzen,  welchen  sich  das 
Potential  der  Schale  beziehungsweise  im  äusseren  Baume  und 
im  Baume  der  Höhlung  nähert.  Alsdann  findet  man  mit  Hülfe 
jenes  Satzes  für  die  Grenze,  welcher  sich  das  Potential  der 
Schale  in  beiden  genannten  Bäumen  nähert,  folgende  Form: 
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4;r  \dn     '     an;  J 

Andererseits  haben  wir  für  dieselbe  Grenze  d.  h.  für  das  Po- 
tential der  auf  der  Fläche  s  befindlichen  Ladung,  wenn  p  die 
Flächendichtigkeit  dieser  Ladung  bedeutet,  folgenden  Ausdruck: 

/Qds 

Die  Vergleichung  der  beiden  letzten  Ausdrücke  liefert: 

_  _  J_  (dV       dT\ 

c.  Nach  den  vorhergehenden  Bemerkungen  über  das  Po- 
tential einer  Flächenladung  im  Allgemeinen  können  wir,  zu  den 
Bedingungen  für  das  elektrische  Gleichgewicht  eines  geladenen 

d  V 
Conductors  zurückkehrend,  schliessen,  dass  der  Ausdruck  ^-^  für 

das  Potential  der  auf  der  Oberfläche  befindlichen  Ladung  in  der 
ganzen  Ausdehnung  des  Conductors  verschwinden  müsse.  Hier- 
aus folgt  dann  aber  auch  femer,  dass  das  Potential  der  Ladung 
allenthalben  in  und  auf  dem  Conductor  einen  und  denselben 
Werth  aufweisen  müsse. 

Bei  einem  Conductor,  in  dessen  Masse  sich  Höhlungen  be- 
finden, bleibt  es  nach  dem  Vorhergehenden  noch  unentschieden, 
wie  sich  eine  elektrische  Ladung,  die  ihm  mitgetheilt  wird,  auf 
seine  verschiedenen  Grenzflächen  vertheilen  müsse,  damit  Gleich- 
gewicht stattfinde.  Man  bemerke  aber,  dass  auf  der  Grenz- 
fläche einer  Höhlung  das  Potential  einen  constanten  Werth  ha- 
ben muss,  und  dass  demzufolge  auch  im  Inneren  der  Höhlung 
derselbe  Werth  auftreten  muss.  In  dem  ganzen  von  der  äusser- 
sten  Grenzfläche  des  Conductors  umschlossenen  Räume  und 
nicht  blos  in  der  Masse  des  Conductors  muss  folglich  das  Poten- 
tial der  Ladung  constant  sein,  und  hieraus  ergiebt  sich  denn 
endlich,  dass  letztere  sich  nur  über  die  gedachte  äusserste  Grenz- 
fläche verbreiten  kann.  Jeder  Conductor  verhält  sich  demnach 
genau  so,  als  ob  der  ganze  Raum  seiner  äussersten  Grenzfläche 
mit  leitender  Materie  erfüllt  wäre;  er  verhält  sich  femer  aber 
auch  genau  so,  als  ob  er  sich  auf  seine  äusserste  Grenzfläche, 
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die  wir  vorzugsweise  Oberfläche  nennen  wollen,  reducirte,  diese 
Grenzfläche  als  leitend  gedacht. 

d.  Es  wirft  sich  jetzt  die  Frage  auf,  ob  es  in  jedem  Falle 
möglich  sei,  eine  gegebene  elektrische  Ladung  in  Uebereinstim- 
mung  mit  den  gefundenen  Gleichgewichtsbedingungen  so  über 
die  Oberfläche  eines  Conductors  zu  vertheilen,  dass  ihr  Poten- 
tial innerhalb  des  Conductors  constant  wird.  Hierüber  giebt 
die  Betrachtxmg  eines  Ausdrucbs»  Aufschluss,  welcher  in  der 
Folge  noch  mehrfache  Anwendung  finden  wird;  es  ist  dies  die 
Summe  der  Producte  aus  je  zwei  Elementen  der  in  Betracht 
kommenden  elektrischen  Massen,  durch  die  Entfernung  der  Ele- 
mente dividirt.  Bezeichnen  wir  jene  Summe  durch  W,  so  ist» 
wie  man  leicht  einsehen  wird: 


Tr=-^    r^fVäs. 


Das  hier  auftretende  Integral  nennen  wir  nach  der  einen  der 
beiden  gebräuchlichen  Ausdrucksweisen  das  Potential  der  elek- 
trischen Massen  in  Bezug  auf  sich  selbst,  oder  kürzer  das  Poten- 
tial der  elektrischen  Massen  auf  sich  selbst,  und  somit  ist  die 
zu  betrachtende  Summe  nichts  anderes  als  die  Hälfte  des  letzt- 
genannten Potentiales.  -         /• 

Es  leuchtet  ein,  dass  der  Ausdruck  W.  unter  allen  möglichen 
Werthen,  die  er  annimmt,  wenn  man  die  gegebene  Ladung  auf 
immer  andere  und  andere  Weise  vertheilt,  wenigstens  ein  Mi- 
nimum aufweisen  muss.  Einerseits  nämlich  hat  er  keinen  Maxi- 
mumwerth,  indem  man  ihn  dadurch  ins  Unbegrenzte  wachsen 
lassen  kann,  dass  man  die  Ladung  auf  einen  immer  kleineren 
und  kleineren  Flächenraum  zusammenzieht.  Andererseits  aber 
übertrifil  er  jedenfalls  den  Ausdruck 


1    r    ,     rgds        1     O« 


an  Grösse,  in  welchem  B  die  grösste  Dimension  der  Oberfläche, 
Q  die  Quantität  der  Ladung  bedeutet. 

Nun  muss  aber  bei  derjenigen  Vertheilung,  bei  welcher  der 
Ausdruck  W  ein  Minimum  wird,  einer  beliebigen  verschwindend 
kleinen  Variation  der  Dichtigkeit  eine  dagegen  verschwindende 
Variation  von  W  entsprechen.  Für  die  gedachte  Vertheilung 
ist  also: 
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dW  =  ~r{(fdV-^  rd(f)dsz=rVdQds  =  0, 

und  diese  Gleichung  kann  für  jede  beliebige  Variation  der  Dich- 
tigkeit d  Q  offenbar  nur  dann  bestehen,  wenn  V  auf  der  ganzen 
Oberfläche  denselben  Werth  hat.  An  die  nachgewiesene  Exi- 
stenz des  Minimums  ftir  den  Ausdruck  W  ist  also  auch  die  Mög- 
lichkeit geknüpft,  die  Ladung  so  über  die  Fläche  zu  vertheilen, 
dass  das  Potential  auf  und  in  der  letzteren  constant  wird. 

Bei  der  soeben  näher  erörterten  Anordnung  der  Ladung 
weist  die  Dichtigkeit  allenthalben  dasselbe  Vorzeichen  wie  die 
Quantität  der  Ladung  auf;  es  bleibt  aber  auch  kein  Theil  der 
Oberfläche  unbelegt.  Letzteres  folgt  daraus,  dass  nach  dem 
Früheren  das  Potential  einer  elektrischen  Masse,  die  blos  über 
einen  Theil  der  Oberfläche  ausgebreitet  ist,  in  allen  Punkten 
ausserhalb  der  Masse  also  auch  an  den  unbelegten  Stellen  der 
Oberfläche  einen  kleineren  absoluten  Werth  als  auf  den  belegten 
Theilen  erlangt  (Green'scher  Lehrsatz,  dritter  Zusatz). 

e.  Die  Bedingung,  dass  das  Potential  der  elektrischen  La- 
dung auf  der  Oberfläche  des  Conductors^xonstant  sei,  ist  nicht 
blos  nothwendig  für  das  Gleichge^lAt,N9^ern  auch  hinreichend. 
Wenn  nämlich  jener  Bedingung  durch  die  unter  c  angegebene 
Vertheilung  genügt  wird,  so  ist  die  Oberfläche  des  Conductors 
eine  Gleichgewichtsfläche,  die  elektrische  Wirkung,  die  von  der 
ganzen  Ladung  auf  die  Elektricität  eines  Flächenelementes  aus- 
geübt wird,  findet  folglich  nach  der  Normale  der  Oberfläche 
statt  und  zwar  in  allen  Fällen  in  der  Richtung  von  innen  nach 
aussen.  Eine  Bewegung  der  Elektricität  in  dieser  Richtung 
wird  aber  durch  den  Widerstand  des  den  Conductor  umgeben- 
den Isolators  verhindert. 

Die  Grösse  der  Repulsion,  welche  die  Elektricität  der  Ladung 

auf  sich  selbst  ausübt,  wird  gemessen  durch  iXQ^,  denn  fiir  die 

Wirkung  der  Ladung  auf  die  Einheit  der  Elektricität  hat  man 

d  V 

den  Werth ^ —  ,  und  ausserdem  hat  man ,  da  das  innere  Po- 

dn 

tential  constant  ist: 

L.^. 

^  in    dn 
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f.  Es  giebt  nur  eine  einzige  Art  der  Vertheilung  einer  ge- 
gebenen elektrischen  Ladung  auf  einem  gegebenen  Conductor, 
welche  das  Gleichgewicht  zur  Folge  hat.  In  der  That,  es  sei  q 
die  Dichtigkeit  bei  einer  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
genügenden  Anordnung,  wie  sie  nach  dem  Vorigen  jedenfalls 
existirt,  A  der  entsprechende  Werth  des  Potentiales  im  Con- 
ductor. Bei  einer  zweiten  ebenfalls  dem  Gleichgewicht  ent- 
sprechenden Vertheilung  derselben  Ladung  sei  q*  die  Dichtig- 
keit und  J.'  der  Potentialwerth  im  Conductor.  Nun  ändert  sich, 
wie  leicht  einzusehen,  der  Werth  eines  Potentiales  in  demsel- 
selben  Verhältnisse  wie  die  Dichtigkeit  der  erzeugenden  Massen, 
wenn  letz  lere  allenthalben  in  gleichem  Verhältnisse  geändert 
wird. 

•  Wenn  wir  hiernach  über  die  der  Dichtigkeit  q  und  dem  Po- 
tentiale A  entsprechende  Ladung  unseres  Conductors  eine  zweite 

A 
Ladung  legen,  deren  Dichtigkeit  —  'JT  Q*  is^>    ^^  erzeugt  letz- 
tere das  im  Conductor  constante  Potential  —  A  und  beide  La- 
dungen bleiben   im   Gleichgewichte.     Wir  erhalten  so  eine  Ge- 

sammtladung,  dpr.en  Dichtigkeit  q jy  q'  ist,  und  deren  Po- 

tential  im  Inneren  des  Conductors  und  auf  dessen  Oberfläche 
den  Werth  0  hat.  Es  ist  somit  auch  ausserhalb  des  Conduc- 
tors allenthalben  das  Potential  gleich  Null  (Green'scher  Lehr- 
satz, dritter  Zusatz,  zweite  Bem.)  und  es  muss  daher  q:q'  =A  fA' 
sein,  d.  h.  die  zweite  Art  der  Belegung  ist  nicht  wesentlich  von 
der  ersten  Art  imterschieden.  Da  aber  femer  die  Quantitäten 
der  Ladungen  gleich  sein  sollen,  so  ist: 

1  Q*  ds  =  1  Q  ds  =-jj  I  g'ds 
und  folglich  A  =  A'  und  q  =  q', 

g.  Die  Variation  des  halben  Potentiales  der  Elektricität 
auf  sich  selbst,  wie  sie  einer  verschwindend  kleinen  Aenderung 
der  Dichtigkeit  oder  einer  verschwindend  kleinen  Verschiebung 
der  elektrischen  Elemente  entspricht,  kommt  der  negativen  Ar- 
beit gleich,  welche  von  den  zwischen  den  elektrischen  Elemen- 
ten thätigen  Kräften  bei  jener  Aendei*ung  der  Anordnung  ge- 
leistet wird.    In   dem  Falle,  wo  die  elektrische  Ladung  eines 
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Conductors  im  Qleicbgewicbte  ist,  verschwindet  in  Ueberein- 
stimmung  mit  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
derjenige  Theil  der  Variation  des  halben  Potentiales  der  Elek« 
tricität  auf  sich  selbst,  welcher  ein  Unendlichkleines  erster  Ord- 
nung  ist.  Der  übrige  Theil  ist  im  Allgemeinen  ein  Unendlich- 
kleines  zweiter  Ordnung  und  nach  dem,  was  wir  oben  fanden, 
eine  positive  Grösse.  Hieraus  folgt  mit  Bücksicht  auf  das  Prin- 
cip von  der  Erhaltung  der  Kraft,  welchem  zufolge  die  doppelte 
^   geleistete  Arbeit  dem  Gewinne  an  lebendiger  Kraft  gleichkommt, 

\     dass   das   elektrische  Gleichgewicht,   dessen  Existenz  bewiesen 

^     wurde,  ein  stabiles  ist. 

h.  Sobald  die  Art  und  Weise,  wie  sich  irgend  eine  Ladung 
von  bestimmter  Grösse  im  Falle  des  Gleichgewichtes  über 
einen  Conductor  vertheilt,  bekannt  ist,  kann  die  Anordnung 
eines  gegebenen  Quantums  auf  demselben  Conductor,  sowie  auf 
jedem  ihm  ähnlichen  Conductor  leicht  gefunden  werden.  In  der 
That,  wenn  q  die  Dichtigkeit  der  Ladung  Q  auf  einem  bestimm- 
ten Oberflächenelemente  ist,  so  wird  die  Dichtigkeit  der  Ladung 

Q'  auf  demselben  Elemente  gleich  ^  ^  und  (UfrJ)ichtigkeit  der 

Ladung  (^  auf  dem  homolog  gelegenen  lÜemente  eines  ähnlichen 
Conductors,  dessen  Dimensionen  l  mal  grösser  als  die  des  er- 
sten Conductors  sind,  wird  gleich  r~^  9. 

In  der  Folge  werden  wir  eine  allgemeine  Lösung  des  Proble- 
mes,  die  dem  Gleichgewichte  entsprechende  Ladungsweise  eines  ge- 
gebenen Conductors  zu  bestimmen,  kennen  lernen.  Die  vollstän- 
dige Durchführung  dieser  Lösung  ist  aber  in  dem  eftizehien  Falle 
im  Allgemeinen  mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft.  Dahin- 
gegen bietet  jede  Niveaufläche  das  Beispiel  eines  Conductors  dar, 
für  den  die  Verhältnisse  des  elektrischen  Gleichgewichtes,  insbe- 
sondere die  Dichtigkeit  einer  elektrischen  Ladung  ohne  Wei- 
teres gefunden  werden  können.  Es  sei  nämlich  V  das  Poten- 
tial von  elektrischen  Massen,  S  eine  Niveaufläche,  welche  diese 
Massen  ganz  einschliesst.  Alsdann  hat  man  för  jeden  ausser« 
halb  der  Niveaufläche  gelegenen  Punkt  nach  dem  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Green'schen  Lehrsatze  (dritter  Zusatz): 
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V=  I    -^^ die  =    /     -—-^^dS. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  wenn  die  Niveaufläche  mit  Elek- 

\    dV 
tricität  von  der  Dichtigkeit  —  T^'Ttö-  belegt  wird,  diese  Elek- 

tricität  ausserhalb  der  Fläche  das  Potential  V  erzeugt,  welches 
dann  auf  der  Fläche  selbst  constant  ist.  Die  Quantität  der  so 
erhaltenen  Ladung  ist  gleich  der  Quantität  der  elektrischen 
Massen,  welche  das  Potential  V  erzeugen  (erater  Zusatz  des 
Green'schen  Lehrsatzes).  Wir  lassen  eine  Reihe  von  Beispielen 
des  elektrischen  Gleichgewichtes  folgen,  die  sich  auf  dem  oben 
angezeigten  Wege  herleiten  lassen. 


2.    Beispiele  von  elektrisohem  Oleiohgewiolite  auf 

isolirten  Conduotoren. 

a.  Aus  dem  Potential  einer  punktförmigen  elektrischen 
Masse  ergiebt  sich  die  Bedingung  für  das  elektrische  Gleichge- 
wicht auf  einem  sphärischen  Conductor,  welche  freilich  auch  un- 
mittelbar leicht  gefunden  werden  kann.  Wenn  Q  die  Masse, 
r  die  Entfernung  von  der  Masse  bedeutet,  so  ist  ihr  Potential 

^-    Die  Niveauflächen  sind  Kugeln,    deren  gemeinsames  Cen- 

dV 
trum  in  der  Masse  liegt..    Der  Ausdruck  -r^,  die  Steigung  des 

Potentials,  ist  gleich  —  -^   und  hat  mithin  für  alle  Punkte  einer 

Niveaufläche  denselben  Werth.  Hiemach  breitet  sich  eine  elek- 
trische Ladung,  welche  einem  isolirten  sphärischen  Conductor 
mitgetheilt  wird,  gleichförmig  über  die  Oberfläche  aus.  Wird  die 
Quantität  der  Ladung  durch  Q,  ihre  Dichtigkeit  durch  q  und 
der  Radius  des  Conductors  durch  22  bezeichnet.  Bekommt: 

q_ 

und  für  einen  ausserhalb  des  Conductors  gelegenen  Punkt  wird 
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« 

das  Potential,  "wenn  r  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Mittel- 
punkte des  Ck)nductors  bedeutet: 

r 

Auf  und  in   dem  Conductor  aber  weist  das  Potential  den 

Werth  %  auf. 

Das  System  der  Kraftlinien  besteht  aus  den  ins  Unend- 
liche verlängerten  Badien  des  Conductors. 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  das  Potential  näher  zu  be- 
trachten, welches  bei  zwei  gleich-  oder  ungleichnamigen,  gleich- 
grossen  imd  in  Punkte  concentrirten  elektrischen  Massen  auf- 
tritt. Die  Kraftlinien  desselben  sind  die  sogenannten  magne- 
tischen Curven. 

b.  Für  das  Potential  einer  begrenzten  geraden  Linie,  die 
gleichförmig  mit  Elektricität  belegt  ist,  findet  man,  wenn  Q  die 
Quantität  der  Ladung,  2  a  die  Länge  der  Linie,  t  die  Entfernung 
von  derselben  und  a  die  Entfernung  von  der  Mittelebene  ihrer 
Endpunkte  ist: 

2a    ^  V<« -|_ (^ 4- o)»  _  («  _|_ a) 

=  <g  loa  V^g+(^T^'  +  (^  +  a) 
2a    ^  V^^a _|_T^j^ „)2  _j_ (^ _ a)  • 

oder  auch,  unter  a'  die  halbe  grosse  Axe  eines  verlängerten 
Botationsellipsoid&s  verstanden,  dessen  Brennpunkte  in  die  End- 
punkte der  belegten  geraden  Linie  fallen,  und  das  durch  den 
Punkt  geht,  auf  welchen  sich  das  Potential  bezieht: 

2  a  ^  a'  —  a 
Hiemach  sind  die  Niveaufiächen  verlängerte  Revolutions- 
ellipsoide,  die  zu  gemeinsamen  Brennpunkten  die  Endpunkte 
der  Linie  haben  und  giebt  somit  obiges  Potential  über  die  An- 
ordnung der  Elektricität  auf  einem  leitenden  verlängerten  Re- 
volutionsellipsoide  Aufschluss.    Die  Ausrechnung  des   Ausdrucks 

dV  ^ 

-3—  ergiebt,  dass  die  Dichtigkeit  proportional  mit  dem  senk- 
rechten Abstände  eines  Ellipsoides  ist,  das  mit  dem  Conductor 
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concentriscb»  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  und  demselben  un- 
endlich nahe  liegt. 

c.  Auch  bei  dem  ungleichaxigen  Ellipsoide  ist  die  Dichtig- 
keit einer  elektrischen  Ladung  dem  Abstände  eines  unendlich 
nahen  ähnlichen  EUipsoides  proportional,  das  dem  ersten  con- 
centrisch  und  ähnlich  gelegen  ist,  eine  Beziehung,  welche  leicht 
direct  gefunden  werden  kann.  Man  kann  hiernach  die  Ladung 
als  eine  gleichförmige  Ausfüllung  der  unendlich  dünnen  Schale, 
welche  von  den  beiden  genannten  EUipsoiden  begrenzt  wird, 
ansehen.  Nun  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  das  Potential  einer 
solchen  homogenen  ellipsoidischen  Schale  in  einem  äusseren 
Punkte  denselben  Wertl^  hat,  wie  das  innere  Potential  einer 
zweiten  homogenen  Schale,  die  durch  den  fraglichen  Punkt  geht, 
mit  der  ersten  Schale  homofocal  ist  und  dieselbe  Masse  enthält, 
wie  die  erste.  Durch  diesen  Satz  wird  das  äussere  Potential 
eines  geladenen  EUipsoides  auf  die  Berechnung  des  Potentiales 
einer  ellipsoidischen  Schale  oder  auch  eines  vollen  EUipsoides 
im  Centrum  der  Schale  o4,er  des  EUipsoides  zurückgeführt.  Wer- 
den die  Halbaxen  des  Conriuctors  durch  a,  &,  c  bezeichnet,  so- 
wie durch  a',  b'y  d  die  eines  homofocalen  EUipsoides,  das  durch 
einen  äusseren  Punkt  P  geht,  wird  ferner  die  Quantität  der  La- 
düng  durch  Q  dargestellt,  zur  Abkürzung 

a«  —  6«  =  /33,    a:^  —  d"^  =  y« 

gesetzt,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Obigen  für  das  Potential  im 
Punkte  P: 


F=  ^f(^,  aresin  ^), 


y 

wo  der  letzte  Factor  der  gewöhnUchen  Bezeichnungsweise  ge- 
mäss  die   eUiptische  Function   erster  Art   mit  dem  Modulus   - 

y 

und  der  Amplitude  arc  sin   -^  bedeutet. 

Was  die  Dichtigkeit  betrifil,  so  sei  p  die  Länge  des  Perpen- 
dikels, welches  aus  dem  Mittelpunkte  des  Conductors  auf  eine 
seiner   Tangentialebenen    herabgelassen    wird.     Alsdann   findet 
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man  Rir  die  in  dem  Berührungspunkte  der  Tangential-Ebene 
herrschende  Dichtigkeit: 

^        43r  aoc 

Die  Niveauöächen  des  ellipsoidischen  Conductors  sind  nach 
dem  Obigen  ebenfalls  Ellipsoide,  die  untereinander  und  mit 
dem  Conductor  confocal  sind.  Bekanntlich  ordnet  sich  einer 
Gruppe  homofocaler  Ellipsoide  E  eine  Gruppe  von  homofocalen 
einschaligen  Hyperboloiden  U  und  eine  Gruppe  von  homofo- 
calen zweischaligen  Hyperboloiden  W  zu,  und  es  schneiden  sich 
drei  Flächen  JB,  H  und  H'  unter  rechten  Winkeln.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Durchschnittslinien  der  Hyperboloide  H  und  H'  die  Kraft- 
linien für  .einen  Conductor  sind,  der  -^^n  einem  der  Ellipsoide  E 
begrenzt  wird. 

Legt  man  durch  einen  ausserhalb  des  Conductors  gelegenen 
Punkt  P  das  homofocale  EUipsoid,  an  letzteres  im  Punkte  P 
die  Tangentialebene  und  fallt  aus  dem  Mittelpunkte  ein  Perpen- 
dikel y  auf  letztere,  so  steDt  sich,  wie  man  leicht  findet,  die  in 
P  von  dem  Conductor  ausgeübte  elektrische  Wirkung  dar  durch: 

dF__  ^ 
dN  ~        a!Vd' 

Für  die  Punkte  auf  der  Oberfläche  des  Conductors  ergiebt 
sich  hieraus  die  übrigens  allgemein  gültige  Beziehung: 

dV      dV 

TÄf=  j —  =  —  4jro- 
dN       dn  ^ 

d.  Aus  der  Anordnung  der  Elektricität  auf  einem  ellipsoi- 
dischen Conductor  lässt  sich  die  auf  einer  ebenen  Platte  mit 
elliptischem  Umfange  ableiten,  indem  man  eine  Axe  des  Con- 
ductors verschwinden  lässt.  Wenn  a  und  b  die  Halbaxen  der 
Platte  sind,  und  in  diese  die  Axen  der  x  und  y  gelegt  werden, 
so  findet  man  aus  dem  Obigen: 

p== _^ .,    V=^f(^,  aresin"-), 

wo  wiederum  a^  die  der  Halbaxe  a  entsprechende  Halbaxe 
eines  lEUipsoides  bedeutet,  welches  mit  der  Platte  homofocal  ist 
und  durch  den  Punkt  geht,  auf  welchen  sich  das  Potential  be- 
zieht. 
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Wenn  a  =  &,  die  Platte  also  kreisförmig  wird,  so  kommt, 
unter  t  die  Entfernung  vom  Centrum  verstanden: 


a 


F=  —  arc  stn  -7  • 
a  (X 


Ueber  die  Anordnung  der  Elektricität  auf  einer  kreisförmi- 
gen Scheibe  hat  Coulomb  (Biot,  Tratte  de  physique  experi- 
mentale  et  mathematiqtie)  Versuche  angestellt.  Die  Scheibe  war 
aus  Kupfer  und  hatte  einen  Radius  von  5  Zoll.  Für  das  Ver- 
hältniss  zwischen  der  Dichtigkeit  q  in  der  Entfernung  t  vom 
Mittelpunkte  und  der  Dichtigkeit  po  ^  dem  Mittelpunkte  selbst 
ergaben  sich  die  in  der  folgenden  Tabelle  aufgeführten  Werthe. 
Neben  denselben  sind  die  Verhältnisse,  wie  sie  sich  aus  der 
theoretischen  Formel  berechnen,  gestellt: 


t 

0,0 

1,0 

2,0 

3,0 

4,0 

4.5 

5,0 

9o 

beobachtet 

1 

1,001 

1,005 

1,17 

1,52 

2,07 

2,90 

berechnet 

1 

1,020 

1,090 

1,25 

1,67 

2,29 

00 

Der  experimentellen  Bestimmung  und  Vergleichung  elektri- 
scher Dichtigkeiten,  auf  welche  soeben  Bezug  genommen  wurde, 
liegen  die  Annahmen  zu  Grunde,  dass  die  Ladung,  welche  eine 
isolirte,  verschwindend  kleine  Kugel  annimmt,  wenn  sie  mit 
einem  Conductor  in  Berührung  gebracht  wird,  verschwindend 
klein  und  mit  der  Dichtigkeit,  welche  ursprünglich  an  der  Be- 
rührungsstelle herrschte,  proportional  sei.  Die  Richtigkeit  der 
ersten  Annahme  springt  in  die  Augen,  und  für  die  Zulässigkeit 
der  zweiten  Annahme  spricht  wenigstens  der  Erfolg  elektrome- 
trischer  Versuche.  Es  werde  iran  eine  bestimmte  Stelle  eines 
Conductors  mit  einer  isolirten,  nicht  geladenen  Kugel  von  rela- 
tiv sehr  kleinem  Durchmesser,  einer  sogenannten  Prüfungskugel, 
berührt.  Man  bringe  letztere  hierauf  in  die  Drehwage,  so  dass 
sie  mit  der  Kugel  des  Wagebalkens  zur  Berührung  kommt.  Die 
Ladung  der  Früfungskugel  vertheilt  sich  auf  die  beiden  Kugeln 
in  einem  bestimmten  Verhältniss,  welches  von  dem  Verhältniss 
der  Radien  beider  Kugeln  abhängt.    Die  bewegliche  Kugel  wird 
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von  der  nun  festen  Prüfungskugel  abgestossen,  und  der  Wage- 
balken sucht  eine  neue  Gleichgewichtslage  auf  Für  letztere  sei 
d  die  Entfernung  beider  Kugeln,  Ö  der  Torsionswinkel;  alsdann 
hat  man,  wenn  q  die  zu  bestimmende  Dichtigkeit,  x  eine  von 
dem  Radius  der  Früfungskugel  und  der  Beschaffenheit  der  Dreh- 
wage abhängige  Constante  bedeutet: 

Q^  =  xd^e. 

Hiemach  lassen  sich  elektrische  Dichtigkeiten  durch  Messun- 
gen der  beschriebenen  Art  vergleichen,  ohne  dass  man  nöthig 
hätte,  die  Grösse  x  zu  ermitteln.  Handelt  es  sich  aber  darum, 
elektrische  Dichtigkeiten,  wie  sie  gleichzeitig  auf  einem  und 
demselben,  oder  auf  verschiedenen  Conductoren  auftreten,  zu 
vergleichen,  so  muss  der  Umstand  berücksichtigt  werden,  dass 
die  Ladung  eines  Conductors  im  Verlaufe  der  Zeit  an  Grösse 
abnimmt,  weil  niemals  eine  vollkommene  Isolirung  stattfindet. 
Annähernd  -  darf  man  für  kleinere  Zeiträume  annehmen,  dass 
das  Differential  der  Ladung  mit  der  Ladung  proportional  ist. 
Man  hat  also,  wenn  Qq,  q  die  den  Zeiten  t^yt  entsprechenden 
Dichtigkeiten  an  einer  bestimmten  Stelle  des  Conductors  sind: 

wo  k  einen  von  der  Form  des  Conductors,  von  der  Art  seiner 
Isolirung  und  von  dem  Zustande  der  lungebenden  Luft  abhän- 
gigen Coefficienten  bedeutet.  Mit  Hülfe  der  letzten  Formel 
lassen  sich  die  Ergebnisse  gehörig  angeordneter,  aufeinander 
folgender  Messungen  auf  denselben  Zeitpunkt  reduciren. 

Hinsichtlich  der  Beurtheilung  der  Zuverlässigkeit,   welche» 
das  oben  angedeutete  elektrometrische  Verfahren  hat,  verweisen 
wir  den  Leser  auf  Biess  (Die  Lehre  von  der  Eeibungselektrici- 
tät)  und  Hankel  (Elektrische  Untersuchungen.    Abhandl.  der 
K.  Sachs.  Ges.  d.  Wissensch.  V.)P 

e.  Das  Potential  einer  begrenzten  geraden  Linie,  die  man 
so  mit  Elektricität  belegt  hat,  dass  die  Dichtigkeit  mit  der  Ent- 
fernung von  einem  auf  der  Verlängerung  der  Linie  gelegenen 
Punkte  0  proportional  ist,  kann  leicht  berechnet  werden.  Durch 
a  werde  die  Entfernung  von  der  durch  den  genannten  Punkt 
senkrecht  auf  die  Linie  gelegten  Ebene  bezeichnet,  durch  jßfi,  0^ 
die  Werthe  von  jf  für  die  Endpunkte  der  Linie,  durch  ri,  r^  die 
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Entfernungen  von  jenen  Endpunkten  und  endlich  durch  Q  die 
Quantität  der  aufgetragenen  Elektricität.  Alsdann  findet  man 
für  das  Potential: 

Die  Niveauflächen  dieses  Potentiales  sind  Revolutionsflächen, 
deren  gemeinsame  Axe  die  belegte  Linie  ist.  Keine  von  ihnen 
hat  mit  einer  andern  einen  Punkt  gemein,  und  jede  schliesst 
alle  diejenigen  Flächen  ein,  welche  einem  grösseren  absoluten 
Potentialwerthe  entsprechen.  Der  absolute  Werth  des  Poten- 
tiales aber  nimmt  in  stetiger  Weise  von  oo  bis  0  ab,  wenn  man, 
von  einem  Punkte  der  belegten  Linie  ausgehend,  auf  einer  gera- 
den Linie  ins  Unendliche  fortschreitet.  In  dem  besonders  inter- 
essanten Falle,  wo  isi  verschwindet,  also  auch  in  dem  entspre- 
chenden Endpunkte  0  der  belegten  geraden  Linie  die  Dichtig- 
keit verschwindet,  wird  der  Potentialwerth  für  diesen  Punkt 
unbestimmt,    und  gehen    durch   den  Punkt  alle  Niveauflächen, 

2  Q 
deren  Potentialwerth  den  Ausdruck  — ^    an    absoluter    Grösse 

übertrifil,  so  wie  diejenige  Eläche,  deren  Potentialwerth  jenem 
Ausdrucke  gleichkommt.  Die  Meridiancurve  der  erstgenannten 
Flächen  besitzt  zwei  Wendepimkte  und  einen  Rückkehrpunkt, 
welcher  in  den  Endpunkt  0  der  belegten  geraden  Linie  fallt. 

Die  Fläche  mit  dem  Potentialwerth  — ^  ist  allenthalben  convex- 

convex  und  eiförmig.  Ihre  Krümmung  nimmt  nach  dem  spitzen 
Ende  hin  zu  und  wird  in  dem  Pole  0  dieses  Endes  unendlich 
gross.  Was  endlich  die  Flächen  mit  kleinerem  Potentialwerthe 
betiifit,  so  sind  dieselben  gleichfalls  eiförmig,  ihre  Krümmung 
aber  ist  allenthalben  endlich. 

d  V 
Die  Ausrechnung  des  Ausdruckes  j^  lässt    ersehen ,    dass 

auf  einem  Conductor,  welcher  von  einer  der  Niveauflächen  mit 
auswärts  gekehrter  Spitze  begrenzt  wird,  die  elektrische  Dich- 
tigkeit nach  der  Spitze  hin  wächst  und  in  der  Spitze  selbst  un- 
endlich gross  wird,  obgleich  sowohl  das  Potential  wie  auch  die 
Quantität  der   Ladung  einen  endlichen  Werth  hat.    Auch   auf 
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2  0 
der  Fläche  mit  dem  Potentialwerth  — ^  wächst  die  Dichtigkeit 

nach  dem  Pole  0  hin  ins  Unbegrenzte. 

f.  Eine  Kugelfläche,  deren  Radius  R  sei,  werde  so  mit  elek- 
trischer Materie  belegt,  dass  die  Dichtigkeit  gleich  m  sin  V«  9* 
wird ,  unter  m  eine  Constante  und  unter  (p  die  Winkeldistanz 
von  einem  als  Pol  angenommenen  Punkte  verstanden.  Die 
Quantität  dieser  Ladung  beträgt  2  tn  ar  R^  und  für  das  Poten- 
tial in  einem  ausserhalb  der  Kugel  gelegenen  Punkte  ergiebt 
sich: 

2m7tR  f-r-j  —  %  mx  R  cos(p  (^y  j  , 

wo  t  die  Länge  der  Linie,  welche  den  Punkt  mit  dem  Mittel* 
punkte  der  Kugel  verbindet,  und  (p  den  Winkel  zwischen  dieser 
Linie  und  dem  Radius  des  Poles  bedeutet. 

Ausser  der  erwähnten  Ladung  werde  noch  eine  zweite, 
deren  Quantität  —  Va  ^worU«  igt,  gleichförmig  über  die  Kugel 
ausgebreitet.  Alsdann  erhält  man  für  das  äussere  Potential  der 
gesammten  Elektricität,  wenn  noch  die  Quantität  der  letzteren, 
d.  i.  y^niJcR^  durch  Q  bezeichnet  wird: 


"=«(7-^) 


Von  den  Niveauflächen  dieses  Potentiales  verdient  diejenige 

eine    besondere    Beachtung,    welche  dem    Potentialwerthe  ^^ 

entspricht.  Der  Theil  dieser  Fläche,  welcher  ausserhalb  der 
Kugel  liegt  und  letztere  ganz  umschliesst,  hat  als  Meridiancurve 
ein  allenthalben  convexes  Oval,  welches  eine  nach  innen  ge- 
kehrte Spitze  darbietet.  Li  dieser  Spitze  schneiden  sich  die 
zusammentrefienden  Theile  unter  einem  nach  aussen  hin  stum* 
pfen  Winkel,  dessen  Halbirungslinie  mit  der  Revolutionsaxe  der 
Fläche,  d.  i.  dem  Radius  zusammenfällt,  von  welchem  aus  die 
Winkel  97   gerechnet  werden;   die  Spitze  selbst  liegt   auf  der 

dV 
Kugel.    Die  Betrachtung  des  Ausdruckes  ^-^  führt  zu  dem  Re- 
sultate, dass  auf  einem  Conductor,  welcher  von  der  gedachten 
JNiveaufläche  begrenzt  wird,  die  Dichtigkeit  in  dem  der  Spitze 
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gegenüberliegenden  Pole  ihren  grössten  Werth  hat,  von  jenem 
Punkte  an  stetig  abnimmt  und  in  der  eingestülpten  Spitze  ver- 
schwindet. 

g.  Wii'  wollen  endlich  hier  einige  allgemeine  Beziehungen 
für  das  elektrische  Gleichgewicht  auf  zwei  Conductoren,  welche 
durch  einen  verschwindend  dünnen  leitenden  Draht  miteinander 
verbunden  sind,  ableiten.  Wir  denken  uns  zunächst  die  Quer- 
dimensionen des  Drahtes  als  endlich.  Wenn  wir  dieselben  als- 
dann an  Grösse  abnehmen  lassen,  so  nähert  sich  die  Quantität 
der  auf  dem  Drahte  befindlichen  Elektricität  der  Null.  Behielte 
nämlich  die  Ladung  einen  endlichen  Werth,  so  näherte  sich  ihr 
inneres  Potential  dem  einer  Linie,  welche  mit  einem  endlichen 
Quantum  belegt  ist.  Ein  solches  Potential  ist  aber  im  Allge- 
meinen für  die  Punkte  der  Linie  unendlich  gross,  während  doch 
das  innere  Potential  der  Ladung  des  Drahtes  endlich  sein  muss, 
da  das  innere  Potential  der  Gesammtladung  es  ist.  Das  äussere 
Potential  der  Ladung  des  Drahtes  nähert  sich,  wenn  die  Quer- 
dimensionen kleiner  und  kleiner  werden,  in  jeder  endlichen  Ent- 
fernung vom  Drahte  ebenfalls,  wie  aus  dem  über  die  Ladung 
Gesagten  folgt,  der  Grenze  Null.  Hiernach  ist  von  der  Ladung 
(h'i^Jhjnjjjjii  nbäiiyduMi  nml  fluM  iL^lMiiwuhn  flli jchgewicht  ajL- 
die  Bedingung  geknüpft,  dass  das  Potential  der  Ladungen 
beider  Conductoren  iih  Inneren  einen  und  denselben  Werth  auf- 
weise. Wenn  der  Draht  nicht  verschwindend  dünn,  sondern 
sehr  dünn  ist,  so  wird  die  Dichtigkeit  in  allen.  Punkten  der  Con- 
ductoren, deren  Entfernung  vom  Drahte  im  Vergleich  mit  sei- 
nen Querdimensionen  sehr  gross  ist,  mit  der  Dichtigkeit,  wie 
sie  sich  aus  obiger  Bedingung  bestimmt,  sehr  nahe  überein- 
kommen. 

Wenn  die  Dimensionen  eines  der  beiden  Conductoren  über 
alle  Grenzen  hinaus  wachsen,  während  die  Quantität  der  La^ 
düng  des  Systems  ungeändert  bleibt,  so  nähert  sich  das  Poten- 
tial der  Gesammtladung,  oder  wie  wir  kürzehalber  sagen  wollen, 
das  Gesammtpotential  der  Grenze  Null,  und  derselben  Grenze 
nähert  sich  auch  die  Ladung  des  zweiten  Conductors.  Es  seien 
nämlich  ^i,  ^2  die  Ladimgen  des  ersten  und  zweiten  Conduc- 
tors. Die  grösste  Kugel,  welche  in  den  ersten  Conductor  gelegt 
werden  kann,  habe  den  Badius  Biy  und  die  kürzeste  der  gera- 
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den  Linien,  welche  von  ihrem  Mittelpunkte  nach  einem  Punkte 
des  zweiten  Conductors  gezogen  werden  können,  sei  Di.  Die 
kleinste  von  allen  Kugeln,  welche  um  den  zweiten  Conductor 
gelegt  werden  können  und  deren  Mittelpunkte  in  demselben 
liegen,  habe  den  Radius  Ii2  und  die  längste  der  Linien,  welche 
von  ihrem  Mittelpunkte  nach  einem  Punkte  des  ersten  Conduc- 
tors gezogen  werden  können,  sei  Da'.  Endlich  sei  F'  der  Werth 
des  inneren  Gesammtpotentiales.  Alsdann  hat  man,  da  die 
Dichtigkeit  allenthalben  dasselbe  Vorzeichen  aufweist: 

Qi  \  Q\  ^  \7i  ^  Q\   \  Q^ 

Hieraus  folgen  aber  sofort  die  oben  aufgestellten  Beziehun* 
gen,  wenn  man  noch  bemerkt,  dass  Di  und  D/  grösser  als  Bi 
siod. 

Aus  dem  Obigen  lässt  sich  entnehmen,  was  eintreten  werde, 
wenn  man  einen  ursprünglich  isolirten  und  geladenen  Conduc- 
tor durch  einen  leitenden  Metalldraht  mit  der  Erde  verbindet. 
Insofern  die  Dimensionen  der  letzteren  im  Vergleich  mit  den 
Dimensionen  des  Conductors  als  unendlich  gross  angesehen  wer- 
den können,  muss  die  ganze  Ladung  des  Conductors  nach  der 
Erde  hin  abgeleitet  werden.  In  dem  Conductor  wie  in  der  Erde 
erlangt  das  Potential  den  Werth  Null.  Letzteres  findet  auch 
dann  statt,  wenn  etwa  auf  den  Conductor  und  die  Erde  noch 
andere  elektrische  Massen  einwirken,  indem  das  Potential  einer 
jeden  endlichen  Ladung  ^^  Erde/ merklich  verschwinden  musis. 

Wenn  die  beiden  Conductoren  so  weit  voneinander  entfernt 
werden,  dass  ihre  kürzeste  Entfernung  im  Vergleich  mit  ihren 
Dimensionen  sehr  gross  wird,  so  nähert  sich  das  Gesammtpo- 
tential  im  Inneren  eines  Conductors  dem  Potentiale  der  Ladung 
desselben  Conductors.  In  erster  Annäherung  darf  alsdann  an- 
genommen werden,  dass  sich  die  Ladung  des  einzelnen  Conduc- 
tors so  anordne,  als  ob  der  andere  Conductor  nicht  vorhanden 
wäre  und  dass  sie  fiir  sich  im  Gleichgewichte  ist.  Es  sei  nun  Q 
die  Gesammtladung,  Qy  die  Ladung  des  ersten,  Q2  die  des  zwei- 
ten Conductors,  und  Äi,A2  seien  die  inneren  Potentiale,  welche 
die  Ladung  Eins  erzeugen  wür^e,  wenn  sie  bezüglich  über  den 
ersten  und  zweiten  Conductor  so  ausgebreitet  würde,  dass  sie 
für  sich  im  Gleichgewichte  ist.    Alsdann  hat  man: 
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4i  Qi  =  A^i  Q2.    Q^-\-  Q,  =  Q. 
Hieraus  bestimmen  sich  die  Quantitäten  der  Ladungen  wie 
folgt: 

Wenn  die  Conduetoren  sphärisch  sind,  so  verhalten  sich 
diesen  Formeln  zufolge  ihre  Ladungen  zueinander  wie  die 
Kadien,  eine  Beziehung,  deren  man  sich  bedienen  könnte,  um 
ein  gegebenes  elektrisches  Quantum  in  beliebigem  Verhältnisse 
zu  iractioniren. 


IV. 

VON  DER  DURCH  FESTE  ELEKTRISCHE  MASSEN  BEI 
EINEM  EINZEI+NEN  LEITER  BEWIRKTEN  INDUCTION 

DER  ELEKTRICITÄT. 


L    Allgemeine  BetraoMungen. 

a.  Das  elektrische  Gleichgewicht  eines  isolirten  Conductors 
muss  nothwendig  gestört  werden,  sobald  letzterer  der  Einwir- 
kung elektrischer  Massen  ausgesetzt  wird,  mag  nun  der  Con- 
ductor  ursprünglich  sich  im  neutralen  Zustande  befiinden  haben, 
oder  mit  einem  gewissen  Quantum  Elektricität  geladen  gewesen 
sein.  Die  Wirkung  der  elektrischen  Massen ,  /die  wir  hier  als 
fest,  etwa  als  Ladung  eines  ausserhalb  des  Conductors  ^Qfind-. 
liciien  idioelektrischen  Körpers  betrachten  wollm  j  wird  sich  iiP 
dem  Falle,  dass  der  Conductor  nicht  geladen  ist,  dadurch  äu^ 
Sern,  dass  in  dem  Conductor  eine  Scheidung  des  positiven  und 
negativen  Fluidums  stattfindet,  und  ein  Gleichgewichtszustand 
dann  und  nur  dann  eintreten,  wenn  von  jenen  Flui(j^  solche 
Quantitäten  ausgeschieden  und  letztere  so  über  die  Oberfläche 
des  Conductors  vertheilt  werden,  dass  ihr  Potential  zusammen 
mit  dem  Potential  der  festen  elektrischen  Massen  im  Inneren 
des  Conductors  einen  constanten  Werth  aufweist.  I  Wenn  aber 
der  Conductor  ursprünglich  geladen  ist,  so  leuchtet  ein,  dass 
wenn  wir  diese  Ladung  ungeändert  lassen,  und  zu  derselben 
die  Ladung  fügen,  welche  stattfände,  wenn  der  Condjictor  ur- 
sprünglich neutral  gewesen  wäre,  eio  Zustand  resj^iri^bei  dem 
das  elektrische  Gleichgewicht  ^esteh^  muss.    Pi^sb  erhaltene 
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neue  und  durch  das  Idioelektricum  bedingte  Ladung  kann  als 
eine  von  der  gewöhnlichen  Oleichgewiohtsvertheilung  abwei- 
chende Anordnung  der  ursprünglichen  Ladung  betrachtet  wer^ 
den,  indem  offenbar  die  Quantität  der  neuen  Ladtuig  genau  ^e- 
selbe  wb  die  der  ursprünglichen  ist.  V<5n  der  Ladung,  welche 
man  vIS  den  Gleichgewichtszustand  b^i  Gegenwart  des  Idio- 
elektricums  zu  erhalten,  m^T  gewöhnJwjhen  und  ursprünglichen. 
Gleichgewichtsladung  hinzufugen  mVss,  sagC  man,  dass  sie  durch 
das  Idioelektricum  auf  dem  Conductor  inducirt  worden  sei,  und 
nennt  die  durch  diese  Induction  erzeugte  Elektricität  auch  In- 
fluenz -Elektricität. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass  eine  gegebene  Ladung  des 
Conductors  stets  so,  wie  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  es 
erfordert,  vertheilt  werden  könne.  Zuvörderst  bemerken  wir, 
dass  der  Beweis  nur  für  eine  bestimmte  Ladung  geführt  zu  wer- 
den braucht.  Hat  man  nämlich  eine  jener  Bedingung  genügende 
Vertheilung  der  Ladung  Q  gefunden,  so  ergiebt  sich  die  Ver- 
theilung  einer  zweiten  Ladung  Q^  leicht  wie  folgt.  Die  Quan- 
tität Q*  theilen  wir  in  die  beiden  Theile  Q  und  §'  —  Q.  Je- 
nen ersten  Theil  ordnen  wir  nach  der  erstgefundenen  Weise  an, 
den  zweiten  Theil  aber  so,  dass  er  iür  sich  innerhalb  des  Con- 
ductors ein  constantes  Potential  erzeugt.  Beide  Vertheilungen 
zusammen  machen  alsdann  einen  Zustand  aus,  wobei  die  Quan- 
tität der  Ladung  den  gegebenen  Betrag  hat,  und  der  Bedingung 
des  Gleichgewichtes  genügt\wird.  Dass  es  aber  stets  eine  La- 
dung des  influencirten  Conductors  giebt,  welche  der  Bedingung 
des  Gleichgewichtes  genügt,  kann  durch  Betrachtung  des  halben 
Potentiales  der  gesammten  in  Betracht  kommenden  Elektricität 
auf  sich  selbst  wie  folgt  erwiesen  werden. 

Es  sei  Q  die  Dichtigkeit,  U  das  Potential  einer  Ladung  des 
Conductors,  V  das  Potential  des  Idioelektricums  und  tv  das  halbe 
Potential  des  Idioelektricums  auf  sich  selbst.  Man  hat  alsdann 
für  das  halbe  Potential  der  gesammten  Elektricität  auf  sich  selbst: 


W=w  +  Cq  (i-  U+  r\  .  ds. 


Wir  wollen  nun  annehmen,  die  Dichtigkeit  auf  dem  Con- 
ductor weise  allenthalben  dasselbe,  etwa  das  positive  Vorzeichen 
auf  und  werde  auf  immer  andere  und  andere  Weise  variirt,  so 


42  Induction  einzelner  Leiter 

jedoch  y  dass  ihr  Vorzeichen  nicht  umgekehrt  wird.  Ueberdies 
wollen  wir  annehmen ,  dass  hierbei  Va  ^  +  ^  *^f  der  ganzen 
Oberfläche  des  Conductors  positiv  s^,  was  offenbar  stets  dmrch 
eine  schickliche  Annahme  über  die  Quantität  der  Ladung  erzielt 
werden  kann.  Alsdann  leuchtet  ein,  dass  der  Ausdruck  W 
zwar  ins  Unbegrenzte  wachsen  kann,  andererseits  aber  für 
eine  oder  mehrere  Vertheilungen  einen  kleinsten  Werth  darbie- 
ten muss.  Für  eine  solche  Vertheilung  ist  dann,  da  die  Grösse 
u>  constant  ist: 

$W=/(U-\-  V)  8Qds  =  0, 

woraus  folgt,  dass  das  Gesammtpotential  (7  -|-  F  auf  und  in 
dem  Conductor  einen  und  denselben  Werth  hat.  In  der  That 
kann  also  die  betrachtete  und  folglich  auch  jede  beliebige  La- 
dung des  influencirten  Conductors  so  angeordnet  werden,  dass 
Gleichgewicht  eintritt.  Es  lässt  sich  aber  femer  in  ähnlicher 
Weise  wie  bei  der  gewöhnlichen  Gleichgewichtsvertheilung  zei- 
gen, dass  es  nur  eine  einzige  Anordnung  dieser  Art  giebt  und 
dass  das  entsprechende  Gleichgewicht  ein  stabiles  ist. 

Man  bemerke  noch,  dass  die  Grösse  8W  nichts  anderes 
ist,  als  die  negative  bei  der  Variation  d  q  geleistete  Arbeit  der 
elektrischen  Kräfte,  oder  die  jener  Variation  entsprechende 
negative  Summe  der  virtuellen  Momente,  die  dem  Prinzipe  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  zufolge  verschwinden  muss,  wenn 
Gleichgewicht  herrscht. 

Unter  den  verschiedenen  Ladungen  eines  Conductors,  wel- 
cher der  Influenz  äusserer  elektrischer  Massen  ausgesetzt  ist, 
zeichnet  sich  hinsichtlich  des  Gesammtpotentiales  die  Ladung 
aus,  bei  welcher  diese  Function  im  Inneren  des  Conductors 
den  Werth  0  annimmt.  Es  tritt  aber  diese  Ladung,  wie  man 
leicht  einsehen  wird,  stets  auf,  wenn  der  Conductor  durch  einen 
verschwindend  dünnen  Draht  mit  der  Erde  in  leitende  Verbin- 
dung gesetzt  wird  und  soweit  von  der  Erde  entfernt  ist,  dass 
die  elektrische  Wirkung  zwischen  beiden  ausser  Acht  gelassen 
werden  darf.  Jeder  Gleichgewichtszustand  des  Conductors  lässt 
sich  auf  die  soeben  erwähnte  Ladung  und  die  gewöhnliche 
Gleichgewichtsvertheilung  zurückführen,  das  heisst:  Jede  La- 
dung des  Conductors  kknn  angesehen  werden  als  Uebereinan- 
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derlagerung  der  Ladung,  welche  auf  dem  abgeleiteten  Condüc- 
tor  auftritt,  und  einer  Ladung,  welche  für  sich  im  Gleich- 
gewichte ist,  und  wenn  die  Ladung  des  abgeleiteten  Conductors 
sowie  die  gewöhnliche  Gleichgewichtsvertheilung  bekannt  ist,  so 
lässt  sich  sofort  die  Anordnung  einer  Ladung  angeben,  welche 
eine  gegebene  Quantität  haben,  oder  welcher  ein  gegebener 
Werth  des  Gesammtpotentiales  im  Inneren  des  Conductors  ent- 
sprechen soll. 

Wenn  ein  isolirter,  ursprünglich  neutraler  oder  geladener 
Conductor,  welcher  der  Wirkung  fester  elektrischer  Massen  aus- 
gesetzt ist,  durch  einen  verschwindend  dünnen  Draht  mit  der 
Erde  in  leitende  Verbindung  gesetzt  wird,  so  fliesst  nach  dem 
Obigen  ein  Theil  seiner  Ladung  durch  den  Draht  nach  der  Erde 
hin  ab,  während  der  übrige  Theil  durch  die  festen  elektrischen 
Massen  festgehalten  wird.  Die  Elektricität ,  welche  den  erst- 
genannten Theil  der  Ladung  ausmacht,  nennt  man  freie  Elek- 
tricität, und  die  Elektricität,  welche  den  zweiten  Theil  der  La- 
dung ausmacht,  nennt  man  gebundene  Elektricität. 

üeber  die  Beziehung  zwischen  der  Dichtigkeit  und  Quan- 
tität der  Ladung,  welche  auf  einem  abgeleiteten  Conductor 
durch  äussere  elektrische  Massen  inducirt  wird,  und  der  Quan- 
tität dieser  Massen  lassen  sich  einige  wichtige  allgemeine  Re- 
geln aufstellen.  Sie  werden  mit  HüKe  des  folgenden  Theore- 
mes  gewonnen: 

Wenn  V  den  Werth,  welchen  das  Potential  einer  beliebigen 
auf  einem  Conductor  verbreiteten  Ladimg  in  dem  äusseren 
Punkte  0  annimmt,  V  aber  den  Werth  auf  der  Oberfläche  des 
Conductors  bedeutet,  und  wenn  po  die  Dichtigkeit  der  Ladung 
ist,  welche  die  in  den  Punkt  0  concentrirte  Einheit  der  positi- 
ven Elektricität  auf  dem  abgeleiteten  Conductor  hervorruft,  so 
ist: 

r=-^fQo  r  ds. 

Wir  beweisen  diesen  Satz  mit  Hülfe  der  folgenden  früher 
gefundenen  Gleichung  (Green'scher  Lehrsatz,  dritter  Zusatz): 
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/ /  Wir  wenden  diese  Gleichijng  auf  den  Raum  an,  welcher 
begrenzt  wird  von  der  Oberfläche  s  dea  Conductors,  der  Ober- 
fläche einer  ersten  Hülfiskugel  <5,  deren  Centrum  0  ist,  und 
welche  ganz  ausserhalb  des  Conductors  liegt,  und  endlich  von 
einer  zweiten  Hülfskugel  27,  deren  Centrum  im  Endlichen  liegt, 
und  welche  den  Conductor  und  die  erste  Hülfskugel  umschliesst. 
Wir  nehmen  femer  für  G  das  Potential  V  des  geladenen  Con- 
ductors und  fiir  B.  den  Ausdruck  — 1-  U,  in  welchem  r  die  Ent- 

r    ' 

fernung  von  0,  XJ  .das  Potential  der  Ladung  bedeutet,  welche 
auf  dem  Conductor  durch  die  Einheit^  der  positiven  Elektricität 
inducirt  wird,  wenn  letztere  in  den  Punkt  0  concentrirt  ist. 
Für  den  angegebenen  Raum  wird  dann  stets  das  in  der  Glei- 
chung links  stehende  Integral  verschwinden,  und  das  rechts 
stehende  Integral  ist  über  die  Elemente  der  drei  erwähnten 
Hülfsflächen  auszudehnen.  Nun  sieht  man  aber  leicht  ein,  dass 
der  auf  E  sich  beziehende  Theil  dieses  Integrales  sich  der  Grenze 
Null  nähert,  wenn  man  die  Dimensionen  jener  Fläche  über  alle 
Grenzen  wachsen  lässt.  Der  auf  die  Kugel  ö  sich  beziehende 
Theil  des  Integrales  nähert  sich  mit  abnehmendem  Radius  dem 
Grenzwerthe  —  4  ä  F,  wenn  V  der  Potentialwerth  im  Punkte 
0  ist.    Der  dritte  auf  den  Conductor  sicL  be;d$to9il^  Theil  des 


Integrales  ist:  *^ 


i\-'^-^.^-r^ 


Werth  von  — (-CT,  während   — ^^--= ^  mit  —  4  ä  9^   zusam- 


dn 
Nun    verschwindet  aber   in  und   auf   dem   Conductor    der 

(h^) 

r     '      '  dn 

menfallt,  so  dass  also  das  letzte  Integral  in  den  Ausdruck 

—  ^njg^  V  ds 
übergeht.    Aus  obigen  Ergebnissen   fliesst   aber  ohne  Weiteres 
der  Satz. 

Unterstellen  wir  jetzt,  V  sei  das  äussere,  F'  das  innere 
Potential  einer  elektrischen  Ladung,  die  so  über  die  Oberfläche 
eines  Conductors  vertheilt  ist,  dass  sie  fiir  sich  im  Gleichgewicht 
ist,  und   bezeichnen  wir  durch   q^   die  Quantität  der  Ladung, 
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welche  die  im  Punkte  0  befindliche  Quantität  q  auf  dem  ab» 
geleiteten  Conductor  inducirt,  so  ist  für  den  Punkt  0,  da  jetzt 
V  constant  wird: 

Wir  entnehmen  dieser  Gleichung,  dass  die  Quantität  der 
influcirten  Ladung  der  inducirenden  Masde  entgegengesetzt  und 
an  absolutem  Werthe  kleiner,  höchstens  gleich  ist.  Jene  Quan- 
tität bleibt  ungeändert,  wenn  der  inducirende  Punkt  auf  einer 
Niveaufläche  des  Potentiales  V  verschoben  wird,  und  sie  durch- 
läuft aUe  Werthe  yon  —  g  bis  o,  wenn  die  inducirende  Masse 
von  einem  Punkte  auf  dem  Conductor  ausgehend,  auf  einer 
Kraftlinie  des  genannten  Potentiales  ins  unendliche  rückt.  J) 

die  Dichtigkeit  der  indudrten  Ladung^j^fii^  so  ist  A 
ihr  Vorzeichen  allenthalben  dem  der  inducirenden  llasse  ent- 
gegengesetzt, auch  verschwindet  sie  in  keinem  Punkte.  Es 
genügt,  diesen  wichtigen  Satz  für  den  Fall  zu  beweisen,  wo  die 
inducirende  Masse  etwa  positiv  und  gleich  Eins  ist.  Die  von 
ihr  inducirte  Dichtigkeit  sei  ^e*  Alsdann  hat  man,  unter  V 
und  V  das  äussere  und  innere  Potential  einer  beliebig  vertheil- 
ten  Ladung  von  gleichartiger,  etwa  positiver  Dichtigkeit  ver- 
standen, für  den  Punkt  0: 

Wäre  nun  an  einer  Stelle  des  Conductors  q^  positiv  oder 
Null,  so  könnte  man  offenbar  dadurch,  dass  man  die  Ladung 
nach  jenem  Punkte  hindrängte,  erzielen,  dass  das  Integral  einen 
negativen  Werth  erlangte,  oder  dass  es  sich  der  Null  näherte; 
zugleich  würde  aber  in  dem  einen  und  anderen  Falle  das  Po- 
tential V  s^h  einem  positiven  von  Null  verschiedenen  Werthe 
nähern.  Dieser  Widerspruch  lässt  ersehen,  dass  ^o  nothwendig 
kleiner  als  Null  sein  muss.  Ein  abgeleiteter  Conductor,  welcher 
der  Wirkung  äusserer,  beliebig  vertheilter,  aber  gleichnamiger 
elektrischer  Massen  ausgesetzt  wird,  bedeckt  sich  allenthalben 
mit  Elektricität  von  entgegengesetzter  Natur,  und  die  Quan- 
tität seiner  Ladung  ist  im  Allgemeinen  kleiner  als  die  der 
inducirenden  Massen,  Jiöchstens  ihr  gleich.  Bezeichnen  wir  jene 
durch  Q^ ,  das  Element  der  inducirenden  Elektricität  dm*ch  d  Q, 
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das   äussere   und   innere  Potential   einer   gewöhnlichen   Gleich- 
gewichtsladung des  Conductors  durch   V  und   F',  so  kommt: 

rv 

Die  letzte  Gleichung  verliert  ihre  Gültigkeit  nicht, 'wenn 
die  inducirenden  Massen  aus  ungleichnamigen  Theilen  bestehen. 
In  diesem  Falle  ist  aber  die  Dichtigkeit  der  inducirten  Ladung 
im  Allgemeinen  theils  positiv,  theils  negativ,  und  über  die  Quan- 
tität der  Ladung  lässt  sich  nur  soviel  aussagen,  dass  ihre  un- 
gleichnamigen Theile  an  absoluter  Grösse  kleiner  als  die  ihnen 
entgegengesetzten  Theile  der  inducirenden  Massen  sind. 

Für  einen  abgeleiteten  sphärischen  Conductor  ergiebt  sich 
aus  dem  Obigen,  wie  auch  unmittelbar,  folgende  Beziehung, 
wenn  JR  der  Radius  des  Conductors,  Fq  der  Werth  des  indu- 
cirenden Potentiales  im  Mittelpunkte  ist: 

Q,  =  -B  Fo. 
Diese  Beziehung  kann  als  Grundlage  für  eine  Methode,  den 
Werth   des  Potentiales   fester  elektrischer  Massen  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  durch  absolutes  Maass  zu  bestimmen,  dienen. 

b.  Mit  geringen  Modificationen  lassen  sich  die  vorher- 
gehenden Betrachtungen  auf  den  Fall  übertragen,  wo  der  Con- 
ductor eine  Schale  ist  und  den  Inducenten  ganz  einschliesst. 

Wird  in  diesem  Falle  der  Conductor  mit  der  Erde  in  Ver- 
bindung gesetzt,  so  befindet  sich  die  inducirte  Ladung  ganz  auf 
der  Oberfläche  der  Höhlung  und  auf  dieser  ist  sie  so  verth^t, 
dass  ihr  Potential  in  Gemeinschaft  mit  dem  Potential  des  Indu- 
centen auf  der  gedachten  Fläche  und  in  dem  ganzen  ausserhalb 
gelegenen  Räume  verschwindet.  Wenn  man  also  feste  elektri- 
sche Massen  in  einen  Leiter  einschliesst  und  diesen  mit  der 
Erde  in  Verbindung  setzt,  so  findet  ausserhalb  des  Conductors 
keine  elektrische  Wirkung  statt,  ein  Satz,  der  durch  die  Erfah- 
rung bestätigt  wird.  In  gleicher  Weise  wie  ein  geschlossener 
Conductor  würde  eine  abgeleitete  unbegrenzte  Scheibe  die  Wir- 
kung elektrischer  Massen  auf  der  von  diesen  abgekehrten  Seite 

f 

vollständig  vernichten. 

Bezeichnen  wir  wieder  wie  im  Vorhergehenden  durch  Qq 
die  Dichtigkeit,  welche  von  der  elektrischen  Masse  Eins  auf 
einem  Elemente  ds  der  Oberfläche  der  Höhlung  inducirt  wird, 
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wenn  sie  in  einen  Punkt  0  der  Höhlung,  concentrirt  ist,  femer 
durch  V  und  V  das  Potential  einer  auf  der  Oberfläche  der 
Höhlung  irgendwie  vertheilten  Ladung  für  den  Punkt  0  und 
für  die  Punkte  der  Oberfläche,  so  flndet  man  auch  hier  durch 
analoge  Betrachtungen  wie  früher: 

r=—fQo  rds. 

Aus  diesem  Theoreme  folgt,  dass  sich  die  Quantität  der  auf 
dem  a0|;eleiteten  Conductor  inducirten  Ladung  lediglich  durch  das 
Vorzeichen  von  der  Quantität  der  eingeschlossenen  Massen  unter- 
scheidet, denn,  wenn  F'  auf  der  Oberfläche  der  Höhlung  constant 
wird,  so  wird  auch  V  gleich  V\  Zu  demselben  Resultate,  dessen 
man  sich  zur  Bestimmung  der  Summe  beliebig  vertheilter  elek- 
trischer Quantitäten  bedienen  könnte,  würde  auch  für  einen 
sphärischen  Conductor  die  2.  Bemerkung  des  3.  Zusatzes  zum 
Green'schen  Lehrsatze  führen.  Wofern  die  inducirenden  Massen 
gleichnamig  sind,  hat  die  Dichtigkeit  der  inducirten  Ladung  allent^ 
halben  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  und  ist  sie  an  keiner  Stelle 
gleich  Null.  Es  ergiebt  sich  dieser  Satz  durch  dieselben  Schlüsse^ 
wie  der  analoge  Satz  der  vorhergehenden  Nummer.  Bei  un- 
gleichnamigen Massen  ist  die  Dichtigkeit  der  inducirten  Ladung 
im  Allgemeinen  theils  positiv,  theils  negativ.  Die  ungleich- 
namigen Theüe  der  Ladung  sind  an  absoluter  Grösse  kleiner 
als  die  ihnen  entgegengesetzten  Theile  der  inducirenden  Massen. 

Wenn  der  Conductor  nicht  abgeleitet  wird,  so  besteht  seine 
Ladimg  unter  der  Einwirkung  des  Idioelektricums  aus  zwei 
Theilen;  dex  eine  Theil  befindet  sich  auf  der  Oberfläche  der 
Höhlung,  und  fällt  mit  der  Ladung  zusammen,  die  inducirt 
würde,  wenn  man  den  Conductor  mit  der  Erde  in  Verbindung 
setzte.  Der  zweite  Theil  ist  über  die  äussere  Oberfläche  des 
Conductors  verbreitet  und  so  vertheilt,  dass  er  für  sich  im 
Gleichgewichte  ist.  Die  Quantität  dieses  Theiles  ist  der  Quan- 
tität der  ursprünglichen  Ladung  um  die  Quantität  des  Inducen- 
ten  vermehrt  gleich. 

Es  ist  leicht,  Beispiele  von  solchen  Gleichgewichtszuständen, 
wie  sie  im  Vorhergehenden  erörtert  wurden,  zu  bilden.    In  der  * 
That,  es  sei  S  eine  in  sich  geschlossene  Niveaufläche  der  Poten- 
tialfunction  V,  und  zwar  entspreche  sie  dem  Potentialwerthe  Ä, 
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Von  den  Massen,  welche  das  Potential  erzeugen,  liege  —  was 
der  allgemeine  Fall  ist  —  ein  Theil  Qi  ausserhalb*  und  ein 
zweiter  Theil  Q^  innerhalb  der  Fläche  S,    Wird  nun   letztere 

1  dV 
mit  Elektricität  von  der  Dichtigkeit  —  —  •  -t-j^  belegt,  so  er- 
hält man  diejenige  Ladung  eines  von  der  Fläche  S  begrenzten 
und  von  den  Massen  Qi  influencirten  Conductors,  deren  Quan- 
tität Q2  ist  und  bei  welcher  im  Inneren  des  Conductors  das 
G^ammtpotential   den   Werth   A    aufweist.     Belegt    man   aber 

1     dV 
dieselbe  Fläche  mit  Elektricität  von  der  Dichtigkeit  t— •  j^r>so 

^         4jt  dir 

ist  dies  die  Ladung,  welche  auf  der  Fläche  von  den  einge- 
schlossenen Massen  Q2  inducirt  wird,  wenn  jene  eine  Höhlung 
im  Inneren  eines  abgeleiteten  Conductors  begrenzt. 

Die  Bestimmung  des  elektrischen  Gleichgewichtes  auf  der 
Oberfläche  eines  gegebenen  Conductors,  welcher  der  Influenz 
gegebener  fester  elektrischer  Massen  ausgesetzt  wird,  ist  im 
Allgemeinen  mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft.  Wir  wer- 
den uns  hier  damit  begnügen,  den  einfachsten  der  Fälle  zu 
betrachten,  in  welchem  die  Lösung  jenes  Problemes  gelungen 
ist,  den  Fall  nämlich,  wo  die  Influenzelektricität  auf  einer  sphä- 
rischen Fläche  auftritt.  Ausserdem  werden  wir  eine  allgemeine 
Methode  zur  Lösung  des  Problemes  aufstellen  und  dieselbe  auf 
einen  ellipsoidischen  Conductor,  welcher  der  Wirkung  einer  con- 
stauten  vertheilenden  Kraft  ausgesetzt  ist,  anwenden. 


2.   Influenzelektrioität  auf  einer  sphärisohen  Fläohe. 


a.    Lehrsätze  über  das  Potential  der  Sphäre. 

1.  Es  werde  der  Mittelpunkt  eines  irgendwie  mit  elek- 
trischer Materie  belegten  sphärischen  Conductors  zum  Pol,  ein  Ra- 
dius zur  Axe  und  eine  durch  diesen  gelegte  Diametral -Ebene  zur 


durch  feste  elektrische  Massen.  49 

Fundamental -Ebene  eines  räumlichen  Polarcoordinaten- Systems 
genommen.  Für  ein  Element  ds  der  Kugel  sei  (p'  der  Winkel, 
welchen  der  nach  dem  Elemente  gezogene  Badius  R  mit  der 
Axe  bildet,  sowie  Ö'  der  Azimuthai winkel  zwischen  der  Fun- 
damentalebene und  der  durch  den  Strahl  und  die  Axe  geleg- 
ten Ebene.  Femer  sei  q,  eine  Function  von  Ö'  und  9)',  die 
Dichtigkeit  der  Ladung.  Alsdann  hat  man  für  das  Potential 
in  einem  Punkte,  dessen  Polarcoordinaten  t,  9,  0  sind: 

J      *■        1/        0  VR'  —  2Rtcosä-{'P' 

wo  S  den  Winkel  zwischen  dem  Leitstrahle  des  Punktes  und 
dem  Leitstrahle  eines  Elementes  der  Oberfläche  bezeichnet,  so 
dass  zu  setzen  ist: 

cos  d  =z  cos{0  —  ff)  sin  q)  sin  (p^  -{-  cosq)  cos  9'. 

Entwickelt  man  den  Badicanden  unter  dem  Integralzeichen 

nach  steigenden  Potenzen  von  —  oder  -^  ,  jenachdem  der  Punkt, 

auf  welchen  sich  das  Potential  bezieht,  ausserhalb  oder  inner- 
halb der  Kugel  liegt,  so  kommt: 

.  F=ft(|)+P,(?y+P.(fy 
+p.(^)*+-=i:p.(fr. 

0  ^ 

und  es  sind  die  Coefflcienten  Pn  rationale  ganze  Functionen  der 
Gix)ssen  cos  9,  sin  9?  cos  0  und  sin  9  sin  Ö.  Wenn  nämlich  durch 
Pn  (cos  ö)  der  Coefficient  des  n  ten  Gliedes  in  der  Entwickelung 
des  Ausdruckes  (1  —  2  t  cos  ä  ^  P)-^  *^  nach  steigenden  Poten- 
zen von  t  bezeichnet  wird,  so  hat  man: 

271        n 

P„  =  Rfdff  fdip'  Q  sin  (p'pn  (cos  d),      ^ 
0         0 

Beer,  Elektrostatik.  4 
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/  und  es  ist: 

/  Vn{cos *)= ^^ '(cos  Ä"  -  2$;^^ <^^  «-^ 

^  2.4(2w— l)(2n~3)   ^^ 

n(n-^l)(n~2)(n-3)(n-4)(n~5)  ,         \ 

246(2«— l)(2n  — 3)(2w  — 5)  "^"7 

Die  Coefficienten  p„  machen  eine  besondere  Art  der  Coef- 
ficienten  P„  aus,  indem  der  Ausdruck  (1  —  2^  C05  ä -j- ^2)- »A  ajg 
ein  Kugelpotential  aufgefasst  werden  kann,  nämlich  als  das  Po- 
tential der  Masse  Eins,  solche  in  den  Punkt  mit  den  Winkel- 
coordinaten  9^0'  auf  einer  um  den  Pol  mit  dem  Radius  Eins 
beschriebenen  Kugel  concentrirt  gedacht. 

Wenn  wir  ein  rechtwinkliges  Punktcoordinatensystem  ein- 
fuhren, dessen  ^er-Axe  in  die  Axe  der  Polarcoordinaten  und 
dessen  a:-Axe  in  die  Fundamentalebene  fallt,  so  ist: 

X  '=•1  sin  (p  cosO,    y  =  t  sin  <p  sin  ö,    js  =  t  cos  (p, 
und  hieraus  ergiebt  sich: 

~  dP  '^  t'  dt"^  P  dip^  "•"  t^  '  dtp'^Psintp^'de^' 
Dieser  Ausdruck  verschwindet  aber  Air  jeden  ausserhalb 
und  innerhalb  der  Kugel  befindlichen  Punkt;  man  hat  dah^r 
auch  für  solche  Punkte,  Iwie  die  Substitution  von  V  und  Vf 
und  die  AnnuUirung  der  Coefficienten  ergiebt,  mit  jwglohen  die 
Potenzen  von  t  behaftet  erscheinend 


d 


(1  _  ^.)  p^j    4^ 

^        '^^  df*  J    ,       de« 


wo  zur  Abkürzung  cosq)  =  fi  gesetzt  ist. 

Die  Coefficienten  P«  gehören  zu  der  Classe  der  sogenann- 
ten Kugelfunctionen.    Ihre  allgemeine  Form  ist  folgende: 

1  =  0  ^ 

WO  An,ij  Bn,i  constante,  d.h.  von  den  Coordinaten  unabhängige, 
Coefficienten  bedeuten  und  fi  für  cos  (p  gesetzt  ist. 

Es  mögen  hier  noch  zwei  bemerkenswerthe  Theoreme  über 
die  Coefficienten  P»  Platz  finden,  damit  der  Leser  in  den  Stand 
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gesetzt  werde,  die  allgemeinen  Entwickelungen  des  folgenden 
Abschnittes  für  den  Fall  der  Eugelfläche  zu  verificiren. 

Erstes  Theorem.    So  oft  die  Indices   der  Functionen 
Pff/,  Tnit  von  einander  verschieden  sind,  hat  man: 

wenn  die  Integration  über  die  ganze  Oberfläche  der  Kugel  aus- 
gedehnt wird. 

Der  Differentialgleichung  D  zufolge  ist  nämlich: 


w'(w'-f-l)  rP„.P„//fte=n'(w'  +  l)   fde  Cd^RHin^Pn^P 


=  nf  (n'  +  1)  -R2  Cdd  Cd^i P^ßP, 


271      ^n 

0 

371       ^+1 


0  —1 


/27r        /^ 
4,J 


0  — 1 


,       dÖ» 


1  —  /t« 

Integrirt  man  jetzt  rechter  Hand  durch  Theile,  und  zwar 
beim  ersten  Qliede  nach  /t,  beim  zweiten  Qliede  nach  0,  und  be- 
rücksichtigt man  die  Stetigkeit  der  Functionen  Pm  so  kommt: 

p^p^,ds=m  j  de      J(i-^«)^^ 

0  —1 

dPn^    dP^f 

,    de    de 


1    —  ft2 

Hiemach  ist  aber  offenbar: 

{n'.(w'  +  1)!—  n'^Onf'  -\-  1)}  f  P^  P^,  ds  =  0, 

woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  erhellt. 

Zweites  Theorem.  Bezeichnen  wir  durch  i  den  Winkel, 
welchen  der  Leitstrahl  9',^  eines  Elementes  der  Kugelfläche 
mit  einem  festen  Leitstrahl  9,6  bildet,  so  ist: 

f,(COS  d)  Pn  (9',ö')  ds  =  ^^  Pn  (<P,Ö), 

wenn  das  Integral  sich  über  die  ganze  Eugelfläche  erstreckt. 

4* 


/. 
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Um  uns  von  der  Richtigkeit  dieses  Theoremes  zu  überzeugen, 
wenden  wir  den  Qreen'schen  Lehrsatz  (dritter  Zusatz)  auf  die 
Function: 

an,  indem  wir  zugleich  für  die  Fläche  s  die  Kugelfläche  nehmen. 
Wir  finden,  da  ^'^F  verschwindet,  für  jeden  Punkt  im  Inneren 
der  Kugel: 

inF=J    -^ds-  J    F-^ds, 

Nim  hat  man  aber  allgemein  für  den  reciproken  Werth  der 
Entfernung  r  zweier  Punkte  t,  (p,  0  und  f,  9',  ff,  deren  Leitstrah- 
len den  Winkel  Ö  einschliessen,  je  nachdem  t^t'  oder  i'^f  ist: 


00  .^x-  ,         ,    00 


7  =  yS  Pn i<^osS)  (jj    oder  ~  =  y^  pn  (ßos8)  [jj  . 

Hiemach  erlangen  die   Ausdrücke    —  und  — 57^    für    die 

°  r  dt 

Punkte  der  Kugelfläche  die  Werthe: 

'^^Pn{cosS){j^   und  — ■g2^(w  +  l)i>«(cos«)(^), 

wo  t  die  Länge  des  nach  dem  Centrum  der  r  gezogenen  Leit- 
strahles, 8  aber  den  Winkel  zwischen  diesem  und  dem  Radius 
des  betreffenden  Punktes  der  Kugel  bedeutet.    Es  erlangen  fer- 

dF 
ner  Fund  -^  für  einen  Punkt  der  Kugelfläche  die  Werthe: 

P,(y'.eO  und  ü^!^, 

wenn  ^\ff  die  Winkelcoordinaten  des  Punktes  sind. 

Durch  Substitution  der  letzten  vier  Ausdrücke  in  die  Glei- 
chung mit  F  findet  man,  wenn  noch  der  Uebersichtlichkeit  we- 
gen für  den  Index  der  auftretenden  Summen  der  Buchstabe  v 
gesetzt  wird: 


00 

+  ^  (v  +  1)1)k  (.cos  8)  [-^JUs. 
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Das  rechter  Hand  auftretende  Integral  zieht  sich  aber  dem 
vorhergehenden  Theoreme  zufolge  auf: 

(2  w  +  1 )  (^y/Pn  (cos  Ä)  P„  (9)'.  ÖO  ds 

zurück,  woraus  dann  die  Richtigkeit  des  Satzes  erhellt. 

Als  Zusatz  zu  dem  letzten  Theoreme  ergiebt  sich  die  Be- 
ziehung: 


/ 


2w+r 

indem  pn  (1)  für  jeden  Index  der  Einheit  gleich  wird. 

2.  Da  bei  der  Kugel  die  Differentiation  nach  der  auswärts 
gerichteten  Normale  mit  einer  Differentiation  nach  t  zusammen 

fallt,  so  hat  man:   4«(>  =  —  y-jr  —  "Tfr")'      ^"^    ^^^    ^"^^ 
für  die  Punkte  der  Oberfläche,  d.  i.  fiir  t  =  R: 

^=-^{p«+2P,+3P,+.-}  =  -i{F+(P,+2P,+3P,+...)) 

^'  =  1{p,+2P,+3P,+--)=-;^{f'-(Po+2P,+3P,4-)-). 

wo  rechter  Hand  V  oder  F'  das  Potential  auf  der  Oberfläche 
bedeutet,  d.  h.  die  Reihe: 

p,^p,-\-p,^ 

Hiemach  ergiebt  sich: 

Die  beiden  letzten  Ausdrücke  führen  zu  einer  bemerkens- 
werthen  Form  des  äuaseren  und  inneren  £[!ugelpotentiales.  Der 
erste  jener  Ausdrücke  liefert  nämlich : 

Es  ist  aber  nach  dem  Green'schen  Lehrsatz  (dritter  Zu- 
satz) für  jeden  Punkt  ausserhalb  der  Eugelfläche,  da  im  Inne- 
ren derselben  ^'^  F  verschwindet: 


/f  -  =  fr'-$ 


ds. 


<7) 

Femer  erlangt  der  Ausdruck      ,      auf  der  Oberfläche  fol- 


54  Induction  einzelrifer  Leiter 

genden  Werth,   wenn   der  nach  dem  Centrum  der  r  gezogene 
Leitstrahl  durch  t  bezeichnet  wird: 

t^  —  R^ 1_ 

2JBr3  2Rr' 

Hiemach  kommt  für  das  äussere  Potential: 


L    r=\     ^   I  ^ds. 

4:1111 


Für  das  innere  Potential  findet  man,  indem  man  den  zwei- 
ten Ausdruck  für  4;r(>  benutzt: 


4nU 


Wir  wollen  die  beiden  letzten  Formeln  auf  einen  interes- 
santen Fall  des  elektrischen  Gleichgewichtes  anwenden.  Eine 
isolirte  Kugelschale  aus  einer  leitenden  Substanz,  welche  an 
einer  Stelle  durchbohrt  ist,  werde  mit  einem  beliebigen  Quan« 
tum  Elektricität  geladen.  Die  Dicke  der  Schale  sei  im  Ver- 
gleich mit  dem  Radius  sowie  auch  mit  den  Dimensionen  der 
.Oefihung  sehr  klein.  Bekanntlich  lässt  sich  alsdann  durch  den 
Versuch  nachweisen,  dass  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  auf 
der  inneren  Oberfläche  des  Conduetors  in  grösserer  Entfernung 
von  der  Oeffhung  nur  einen  sehr  kleinen  Bruchtheil  der  Dich- 
tigkeit an  der  äusseren  Oberfläche  ausmacht,  wofern  auch  die 
Oberfläche  des  ausgeschnittenen  Theiles  im  Vergleich  mit  der 
ganzen  Oberfläche  klein  ist.  Diese  Thatsache  lässt  sich  wie 
folgt  erklären. 

Indem  man  die  Dicke  des  Conduetors  annähernd  als  ver- 
schwindend klein  annimmt,  kann  man  das  Potential  der  La- 
dung ausserhalb  der  leitenden  Masse  als  ein  Kugelpotential 
betrachten.  Wenn  wir  daher  den  Potentialwerth  im  Inneren 
der  leitenden  Substanz  durch  Ä  bezeichnen,  so  erhalten  wir 
aus  den  Formeln  I.  und  11.,  wie  leicht  zu  finden: 


t  4:7€R 


wo  die  Integration  sich  über  die  in  der  Oefihung  gelegenen 
Elemente  der  Kugel  erstreckt.  Es  sei  nun  Qa  die  Dichtigkeit 
der  Elektricität  auf  der  convexen,  9,  die  auf  der  concaven 
Fläche  der  Schale  und  ^  die  Dichtigkeit,  welche  einer  gleich- 
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förmigen  über  die  ganze  Kugel  ausgebreiteten  Ladung  mit  dem 
inneren  Potentiale  Ä  entspricht.    Alsdann  kommt,  wenn  noch 

gesetzt  wird: 

1     dV  .     ^  1     dV 

Der  Werth  von  Ä  —  V  hat  innerhalb  der  Grenzen  des  Inte- 
grales, oder,  was  dasselbe  ist,  in  den  Punkten  der  Oefihung  das- 
selbe Vorzeichen  wie  Ä  und  verschwindet  am  Rande  der  Oeff- 
nung.  Es  folgt  hieraus,  dass  Jq  dasselbe  Vorzeichen  wie  q  hat; 
übrigens  wächst  ^  q  schliesslich  ins  unendliche,  wenn  man  sich 
auf  dem  Conductor  dem  Bande  der  Oefihung  nähert.  Bei  einer 
kreisförmigen  Oefihung  wächst  der  Werth  der  Differenz  A  —  F, 
wenn  man  von  dem  Bande  der  Oefinung  auf  der  Kugel  nach 
der  Mitte  hin  fortschreitet,  von  Null  ausgehend  bis  zu  einem 

Werthe,  der  kleiner  als  Ä  sin  ^  ist,  unter  <p  den  scheinbaren 

Halbmesser  der  Oeffiiung  für  das  Centrum  der  Kugel  verstan- 
den; solches  ergiebt  sich,  wenn  man  das  Potential  des  Theiles  q 
der  Ladung  ermittelt.  Es  erreicht  also  ^  q  auf  einem  Elemente 
der  Kugelschale,  dessen  kürzeste  Entfernung  von  der  Oefläiung 
gleich  r  ist,  nicht  den  Werth: 

Hieraus  erhellt  aber  der  Zusammenhang  der  erwähnten  That- 
Sache  mit  den  Principien  der  Elektrostatik.  Beispiels  halber 
möge  erwähnt  werden,  dass  dem  Obigen  zufolge  bei  einer  Oeff- 
nung  von  15®  Halbmesser  der  Quotient  ^Q  :  Q  in  den  Punkten, 
welche  um  45»,  90»,  180^  von  der  Mitte  der  Oeffiiung  entfernt 
sind,  bezüglich  kleiner  als  0,0641,  0,0050,  0,0012  wird. 

Vorgreifend  bemerken  wir,  dass  2^p  die  Dichtigkeit  der- 
jenigen Ladung  ist,  welche  auf  der  verschwindend  dünnen  Kugel- 
schale inducirt  würde,  wenn  jene  abgeleitet  und  der  ausge- 
schnittene Theil  gleichförmig  mit  Elektricität  von  der  Dichtigkeit 
—  Q  belegt  würde. 

3.  Eine  besondere  Beachtung  verdient  eine  solche  Anord- 
nung der  Elektricität,  wobei  die  Dichtigkeit  nur  eine  Function 
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der  Polardistanz  ist.  Es  lässt  sich  dann  die  Integration  nach 
ff  ausfiihren  und  man  kann  in  dem  Ausdrucke  für  cos  ö  0  =  0 
setzen;  man  findet  so: 


r'=  Po  P.'  +  Pi  Pi'  {-)  +  j),P,'  {ff  + 


und  es  bedeuten  Po',  P/,  Pa'  etc.  die  Ausdrücke,  welche  aus 
Po,  Pi  etc.  hervorgehen,  wenn  man  an  die  Stelle  von  d  die 
Grösse  9'  treten  lässt,  während  po,  pi  etc.  die  Coefficienten  der 
nach  steigenden  Potenzen  von  t  geordneten  Entwickelung  des 
Bruches  (1  —  2  t  cos.  y-j-^^)"  ^'*  bedeuten,  so  dass: 

Po  =  l,    pi=COS(p,    i)a  =  V2  (3  cös  gj- —  1), 
P3  =  ^^(ßcosip^  —'  3cosq>),    Pi  =  Vs  (35 cos  9?*—  30 cos  9?^  -|-  3)^ 

^5  =  1/8(63  cos  93*  —  70  cos  93  -|-  15  cos  9)  etc. 

Aus  obigen  Entwickelungen  findet  man  für  die  Punkte  der 
Axe,  d.  i.  für  9  =  0: 

^=P,(D  +  P,(|y+P,(|y+ 

Hiernach  kann  das  allgemeine  Potential  leicht  aus  der  Ent- 
wickelimg  für  das  Potential  der  auf  der  Axe  gelegenen  Punkte 
gefunden  werden.  Man  braucht  nämlich  nur  die  Coefficienten 
in  der  Entwickelung  des  letzteren  bezüglich  mit  Pq,  pi  etc. 
zu  multipliciren. 

4)  Das  Potential  elektrischer  Massen,  welche  ganz  ausser- 
halb oder  ganz  innerhalb  einer  gegebenen  Kugelfläche  liegen, 
muss  sich  auch  für  den  beziehungsweise  iunerhalb  oder  ausser- 
halb der  Kugel  befindlichen  Raum  in  gleicher  Weise  wie  das 
Potential  einer  elektrischen  Ladung,  welche  über  die  Kugel- 
fläche ausgebreitet  ist,  entwickeln  lassen.  Es  ergeben  sich  aber 
die  betreflFenden  Entwickelungen  wie  folgt. 

Es  sei  erstlich  V  das  Potential  elektrischer  Massen,  welche 
ausserhalb  der  Sphäre  liegen.  Das  Element  der  Massen  sei  dq 
und  seine  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  Polarcoordinat'ensystem, 
dessen  Pol  in  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  fallt,  seien  f ,  9',  ff. 
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Man  hat  alsdann  Rir  einen  Funkt  t,  9,  0  im  Inneren  der  Kugel- 
fläche, wenn  wir,  unter  d  den  Winkel  zwischen  den  Leitstrah- 
len t  und  f  verstanden,  Kürze  halber  _p„  für  pn{cos  d)  setzen: 

und  hieraus  folgt: 

Lr=|p.(^)-. 

WO  zu  setzen  ist: 

Die  Coefficienten  P«  sind  rationale  ganze  Functionen  der  Grössen 
cos  9,  sin  (p  sin  ö,  sin  q)  cos  0  und  genügen  der  Differentialglei- 
chung D. 

Wenn  zweitens  die  elektrischen  Massen  von  der  Kugel- 
fläche eingeschlossen  werden,  so  hat  man  für  das  Potential  in 
einem  äusseren  Punkte: 

Es  ergiebt  sich  hieraus: 

wenn  man  setzt: 

und  über  die  Coefficienten  dieser  Entwickelung  lässt  sich  das- 
selbe aussagen,  was  hinsichtlich  der  Coefficienten  in  der  Ent- 
wickelung I.  bemerkt  wurde.  Beide  Entwickelungen  aber  sind 
im  Allgemeinen  convergent,  wie  leicht  durch  Betrachtung  des 
Potentiales  einer  punktförmigen  Masse  gefunden  werden  kann, 
und  dies  gilt  auch  wenn  die  elektrischen  Massen  auf  die  Kugel- 
fläche zu  liegen  kommen,  da  man  es  dann  mit  den  früher  be- 
trachteten specielleren  Entwickelungen  zu  thun  hat.  Die  Form 
der  oben  gewonnenen  Entwickelungen  ergiebt  sich  auch  sofort 
aus  den  Gleichungen: 


'  "  '       A:7C        dt 
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von  welchen  die  erste  für  den  ersten,  die  zweite  für  den  zwei- 
ten  der  betrachteten  Fälle  gilt.      Man  braucht  zu  dem  Ende 

1  "(7) 

nur  die  Ausdrücke  —  und      ,       in  der  ersten  Gleichung  nach 

steigenden,  in  der  zweiten  Gleichung  nach  fallenden  Potenzen 
des  nach  dem  Centrum  der  r  gezogenen  Leitstrahles  zu  ent- 
wickeln. 


b.   Bestimmung  der  auf  einer  Kugelfläche  durch  feste 
elektrische  Massen  inducirten  Ladung. 

Mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Theoreme  über  das  Kugel- 
potential lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  die  elektrische  Ladung 
finden,  welche  auf  der  sphärischen  Oberfläche  eines  Conductors 
durch  äussere  feste  elektrische  Massen  oder  auf  der  Oberfläche 
einer  sphärischen  Höhlung  durch  eingeschlossene  Massen  indu- 
cii-t  wird.  Wir  beschränken  uns  auf  die  Betrachtung  des  Falles, 
wo  der  Conductor  abgeleitet  ist,  weil  der  entgegengesetzte  Fall 
stets  leicht  auf  jenen  zurückgeführt  werden  kann. 

Es  sei  nun  erstlich  V  das  Potential  elektrischer  Massen, 
welche  ausserhalb  eines  abgeleiteten  Conductors  mit  sphärischer 
Oberfläche  liegen.  Nach  dem  Vorhergehenden  können  wir  als- 
dann bei  Zugrundelegung  eines  Polarcoordinatensystemes,  des- 
sen Pol  im  Centrum  des  Conductors  liegt,  und  wenn  wir  die 
früheren  Bezeichnungen  beibehalten,  folgende  Form  für  das  Po- 
tential im  Inneren  des  Conductors  erzielen: 

r=|]P.(^)-. 

Bezeichnen  wir  das  äussere  und  innere  Potential  der  Ladung, 
welche  von  den  elektrischen  Massen  auf  der  Oberfläche  des 
Conductors  inducirt  wird,  durch  U  und  U',  so  haben  wir  für 
die  auf  der  Oberfläche  und  im  Inneren  des  Conductors  gelege- 
nen Punkte: 
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7  +  ü'  =  0, 
woraus  folgt: 

Im    Hinblick   auf  die    Beziehung   zwischen   dem    inneren   und 
äusseren  Kugelpotentiale  finden  wir  ferner: 

Die  Dichtigkeit  q  der  inducirten  Ladung  bestimmt  sich  durch 
die  Qleichung: 

^       00 


^     0 

Wenn  zweitens  die  inducirenden  Massen  in  einer  sphärischen 
Höhlimg  eines  abgeleiteten  Conductors  eingeschlossen  ßind,  so 
lässt  sich  ihr  Potential  für  den  ausserhalb  der  Höhlung  liegen- 
den Raum  auf  die  Form: 

.=|p.(ir' 

bringen.  Man  findet  dann  durch  eine  ähnliche  SchlussweiBe 
wie  im  vorhergehenden  Falle  für  das  Potential  der  inducirten 
Ladung : 

und  zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  hat  man  wiederum: 

1     ^ 
inQ=  -  -^  ^  (2n+  1)P„. 

Einfache  und  bemerkenswerthe  Gesetze  ergeben  sich  für 
die  elektrische  Ladung,  welche  von  einer  punktförmigen  elektri- 
schen Masse  auf  einer  abgeleiteten  Kugelfläche  inducirt  wird. 
Die  Masse  heisse  Q  und  liege  ausserhalb  der  Kugel  in  einem 
Punkte  P,  dessen  Entfernung  vom  Mittelpunkte  T  sei.  Der 
nach  P  hin  gehende  Leitstrahl  werde  der  Einfachheit  wegen 
zur  Axe  des  Coordinaten-Systemes  genommen,  da  dann  offenbar 
die  Coordinate  0  nicht  mehr  auftreten  wird.  Füi*  das  Poten- 
tial der  inducirenden  Masse  hat  man,  wenn  noch  Kürze  halber 
Pn  statt  pn  (cos  <p)  gosetzt  wird : 
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Hieraus  ergiebt  sich  füi'  die  inducirte  Ladung: 

<.=-|iv(|)-(i)-.^=-|i:^4)-(l)-^'- 

Bestimmen  wir  die  Grösse  T  so,  dass 

TT'  =  jR« 
wird,  so  kann  man  für  die  letzte  Gleichung  schreiben: 

Es  ist  aber  der  Ausdruck 

1  ^  ^"  KT) 
nichts  anderes  als  die  Entwickelung  des  reciproken  Werthes  der 
Entfernung  von  einem  Punkt  F'  auf  dem  nach  P  hingehenden 
Leitstrahle,  der  in  der  Entfernung  T  vom  Mittelpunkte  und 
auf  derselben  Seite  wie  P  liegt,  der  folglich  innerhalb  der  Ku- 
gel, und  zwar  so  liegt,  dass  er  von  dem  Punkte  P  durch  die 
Kugelfläche  harmonisch  getrennt  wird.  Bedeutet  also  /  die  Ent- 
fernung von  dem  gedachten  Punkte  P',  so  ist: 

T    1* 

Wie  uns  diese  Gleichung  zeigt,  Avirkt  die  von  der  Masse  Q  in- 
ducirte   Ladung   nach    aussen  hin    genau  so,    wie   die    Masse 

—  ^r-|  solche  in  den  Punkt  P'  concentrirt  gedacht.   Den  Punkt 

P'  mit  seiner  Masse  nennt  man  nach  Thomson  das  elektrische 
Bild  des  Punktes  P  mit  seiner  Masse. 

Für  die  Dichtigkeit  der  inducirten  Ladung  findet  man: 

Q_  T^  —  R^ 

und  die  Quantität  der  ganzen  Ladung  ist  in  Uebereinstimmung 
mit  einem  früheren  Satze  und  wie  leicht  von  vornherein  sich  er- 
giebt, gleich  dem  negativen  Producte  aus  dem  Radius  der  Ku- 
gel und  dem  im  Mittelpunkte  der  Kugel  auftretenden  Potential- 
werth. 

Durch  eine  Analyse,  welche  der  oben  ausgeführten  ähnlich 
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ist,  ergeben  sich  die  Gesetze  für  die  Ladung,  welche  auf  der 
sphärischen  Oberfläche  einer  Höhlung  in  einem  abgeleiteten 
Conductor  von  einem  innerhalb '  der  Kugelfläche,  welche  ^ie 
Höhlung  bildet,  gelegenen  Punkte  P  mit  der  Masse  Q  inducirt 
wird.  Nach  aussen  hin  wirkt  die  Ladung  für  sich  wie  die  in 
den  Punkt  P  concentrirte  Masse  —  Q.  Für  den  inneren  Baum 
aber  ist  das  Potential  der  Ladung  dasselbe  wie  das  der  Masse 

OB 

—     jT,  solche  in  einen  Punkt  P',  den  Bildpunkt  des  Punktes 

P,  concentrirt  gedacht,  welcher  mit  letzterem  auf  demselben 
Badius  liegt  und  von  ihm  durch  die  Eugelfläche  harmonisch  ge- 
treimt  wird.  Für  die  Dichtigkeit  der  indudrten  Ladung  findet 
man: 


Q  =  — 


4jriJ 


und  die  Quantität  der  Ladimg  ist  in  üebereinstimmung  mit 
einem  früheren  Satze  der  inducirenden  Masse  entgegengesetzt 
gleich. 

Litteratur:  Laplace,  Mecanique  Celeste.   Tome  II. 


3.  Allgemeine  Entwiokeltmg  der  auf  einer  beliebigen 
Fläche  durch  feste  elektrische  Massen  inducirten  Ladung. 
Anwendung  auf  ein  Ellipsoid,  welches  der  Wirkung  einer 

vertheilenden  Kraft  ausgesetzt  ist. 


Das  Potential  elektrischer  Massen,  welche  ganz  ausserhalb 
oder  ganz  innerhalb  einer  gegebenen  Fläche  von  beliebiger  Ge- 
stalt liegen^  kann  beziehungsweise  iiir  den  inneren  oder  äusse- 
ren Baum  der  Fläche  mittelst  des  Green'schen  Lehrsatzes 
(dritter  Zusatz)  auf  dieselbe  Form  wie  das  Potential  einer  elektri- 
schen Ladung  der  Fläche  gebracht  werden.  Aus  dieser  bemer- 
kenswerthen  Form  lässt  sich  aber    ein   allgemeines    Verfahren 
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zur  Bestimmung  der  Influenzelektricität,  welche  auf  einem  be- 
liebigen  Conductor  durch  feste  elektrische  Massen  hervorgerufen 
wir.d,  ableiten. 

Wir  betrachten  erstlich  den  Fall,  wo  die  elektrischen 
Massen ,  deren  Potential  durch  V  bezeichnet  werde,  ausserhalb 
der  Fläche,  welche  s  genannt  werde,  liegen.  Für  den  von  der 
Fläche  umschlossenen  Raum  haben  wir  nach  dem  angezogenen 
Satze: 

^  r  ^     ^71     an 

]3as  letzte  Glied  dieser  Gleichung  ist,  wie  aus  letzterer  selbst 
erhellt,  eine  Potentialfunction,  deren  Massen  ausserhalb  und  auf 
der  Fläche  liegen,  so  dass  der  Ausdruck  z/'f  für  dieselbe  im 
Inneren  der  Fläche  verschwindet.  Auf  die  Function  können  wir 
daher  den  Satz  wiederum  anwenden,  desgleichen  auf  das  jetzt 
auftretende  letzte  Glied  u.  s.  f.  Wenn  wir  dann  endlich  der 
Reihe  nach  die  für  die  letzten  Glieder  gewonnenen  Ausdrücke 
substituiren,  erhalten  wir  die  gewünschte  Form  des  Potentiales. 
Zur  bequemeren  Darstellung  dieser  Form  fuhren  wir  noch  die 
Kugelfläche  ein,  welche  sich  um  das  Centrum  der  r,  um  den 
Punkt,  auf  welchen  sich  das  Potential  V  bezieht,  mit  dem  Ra- 
dius Eins  beschreiben  lässt.  Auf  diese  Kugelfläche  projiciren 
wir  die  Elemente  der  Fläche  und  bezeichnen  die  Projection  des 
Elementes  ds  durch  d6.    Ferner  setzen  wir: 


^     4;r     an  ^     ^n 

^     in     an  ^     in 


d(J  :=  —  V\ 


u.  s.  w. 
Hiernach  kommt  endlich,  wenn  noch  der  Gleichförmigkeit 
wegen   Y^  für   V  geschrieben  wird: 

00 


FC»') 
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wo  gesetzt  ist: 


lim.  F(''>  =  C, 


00 


dV  ,  dV'      dV"  ...  N^^dF^") 

dn    '    dn     '     dw     '  *^  -^     dn 

Die  durch  C  bezeichnete  Grenze  ist  offenbar  eine  Constante, 
denn  die  Function  V  verläuft  innerhalb  der  Fläche  s  gleich- 
förmiger als  F,  ebenso  verläuft  F"  gleichförmiger  als  F'  u.  s.'  t, 
so  dass  sich  also  die  Functionen  F^"^  mit  wachsendem  Index 
einer  constanten  Grenze  nähern. 

Das  neben  der  Constante  C  in  dem  Ausdruck  für  F  auf- 
tretende Integral  fallt  mit  dem  inneren  Potential  der  Fläche, 
solche  mit  Elektricität  von  der  Dichtigkeit 


4:7t  ^     dn 

belegt  gedacht,  zusammen.  Aus  dieser  Bemerkung  folgt  ohne 
Weiteres,  dass  auf  einem  Conductor,  welcher  von  der  Fläche  s 
begrenzt  und  der  Wirkung  des  Potentials  F  ausgesetzt  wird, 
die  Ladung  mit  der  DicJ;itigkeit 

^~       4%^    dn 

im  Gleichgewichte  i9t.  Was  den  besonderen  Charakter  dieser 
Ladung  betri£R},  so  bemerke  man,  dass  ihre  Quantität  gleich 
Null  ist,  denn  man  hat  für  jeden  Index  v: 

'd  F^") 


f- 


ds  =  0. 


dn 

Die  gefundene  particuläre  Ladung  ist  folglich  diejenige,  wel- 
che von  den  elektrischen  Massen  inducirt  wird,  wenn  der  Con- 
ductor isolirt  und  ursprünglich  nicht  geladen  ist.  Hieraus  er- 
giebt  sich  auch  noch  eine  Bedeutung  der  Constante  C.  Letz- 
tere ist  nämlich  offenbar  gleich  dem  Werthe,  welchen  das  Po- 
tential der  gesammten  Elektricität  in  dem  Conductor  unter  den 
angegebenen  Umständen  annimmt,  und  deshalb  ist  sie  auch 
entgegengesetzt  gleich  dem  inneren  Potentiale,  welches  auftritt, 
wenn  die  durch  das  Potential  F  auf  dem  abgeleiteten  Conduc- 
tor inducirte  Ladung  so  angeordnet  wird,  dass  sie  für  sich  im 
Gleichgewicht  ist. 

Für  den  ausserhalb  des  Conductors  gelegenen  Raum  hat  man: 
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Wenn  man  also  setzt: 


/F^*')  ^\r)  ^  I    FC)   , 
T — ds=    I    - — (16  = 
4;r       an              ^      4ä 


wo  d6  die  Projection  von  ds  auf  eine  um  das  Centrum  der  r 
mit  dem  Radius  Eins  beschriebene  Kugelfläche  bedeutet,  solche 
Projection  positiv  oder  negativ  genommen,  je  nachdem  der  be- 
treffende Radius  vecfcor  an  der  Stelle  von  ds  in  den  inneren 
Raum  des  Conductors  eindringt  oder  aus  demselben  heraustritt, 
so  erhält  man  für  das  äussere  Potential  der  oben  gefundenen 
partikulären  Ladung: 

1    >ci  d  F^»') 


00 


5 ^—  ds  =  -  2a  Fn 


Die  Functionen  F^"^  nähern  sich  mit  wachsendem  Index 
fiir  jeden  Punkt  des  äusseren  Raumes  fter  Grenze  0,  wie  solches 
aus  der  über  die  Functionen   F^''^  gemachten  Bemerkung  folgt. 

Wenn  zweitens  die  elektrischen  Massen,  welche  das  Po- 
tential F  erzeugen,  innerhalb  der  Fläche  s  liegen,  so  hat  man 
für  jeden  Punkt  ausserhalb  der  Fläche : 

1    dF 


4ä   dw    ,      ,      \     y   ^\r)  . 


J    U 


d 


und  aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  auf  demselben  Wege, 
welcher  im  vorhergehenden  Falle  eingeschlagen  wurde,  für  F 
ein  Ausdruck  von  derselben  Form  wie  das  Potential  einer  La- 
dung der  Fläche.    Man  setze: 

^    47C      dn  ^    4;r 

f^.'-ß.s  =f^ä.=  y,.        . 

^     in      dn  t-/     ^^ 


u.  s.  w., 
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wo  dd  die  mit  dem  gehörigen  Vorzeichen  genommene'*  Projec- 
tion  von  ds  auf  eine  mit  dem  Radius  Eins  um  das  Centrum  der 
r  beschriebene  Kugel  bedeutet.  Alsdann  hat  man,  da  die  Func- 
tionen Vi,  F2 . . .  mit  wachsendem  Index  für  jeden  ausserhalb 
der  Fläche  gelegenen  Punkt  sich  der  Grenze  0  nähern,  wenn 
noch  der  Gleichförmigkeit  wegen  Fo  für  F  gesetzt  wird: 

J_   y  d  F(y) 

n.    F=      / 5 ds. 

ty  r 

Aus  dieser  Form  des  Potentiales  ergiebt  sich  sofort  die  La- 
dung, welche  von  den  elektrischen  Massen  auf  der  Fläche  s  in- 
ducirt  wird,  wenn  letztere  eine  Höhlung  in  einem  abgeleiteten 
Conductor  begrenzt.    Die  Dichtigkeit  dieser  Ladung  ist: 

1    ^^ 
9  = 


1        y^    d  V^y) 


4;r  ~    dn 
Für  die  Punkte  der  Höhlung  hat  man  femer: 


dn 


ds. 


Setzt  man  also: 


^     4tn:        dn  ^     4» 


M> 


unter  d6  die  Projection  von  ds  auf  eine  mit  dem  Radius  Eins 
um  das  Centrum  der  r  beschriebene  Kugel  verstanden,  so  er- 
hält man  für  das  innere  Potential  der  gefundenen  inducirten 
Ladung : 


1    ^-,dF 


C*') 


4«  ~^  ~~d 


n 


ds  =  —^   Fr 


[vy 


Die  Functionen  F[y]  nähern  sich  wie  die  Functionen  F(,f) 
mit  wachsendem  Index  der  Grenze  0. 

Aus  den  im  Obigen  gewonnenen  Formeln  I.  und  IL  ergiebt 
sich,  wie  wir  sahen,  unmittelbar  die  Ladung,  welche  auf  einem 
isolirten,  ursprünglich  nicht  geladenen  Conductor  durch  äussere 
elektrische  Massen  inducirt  wird,  sowie  die  Ladung,  welche 
auf  der  inneren  Oberfläche  eines  hohlen  und  abgeleiteten  Con- 

B«er,  Klcktrostotlk,  5 
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ductors  durch  eingeschlossene  elektrische  Massen  hervorgerufen 
wird.  Ausser  der  Eenntniss  dieser  beiden  Ladungen  ist  nach 
früher  gemachten  Bemerkungen  noch  die  der  Ladung  erforder- 
lich, welche  für  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche  im  Gleichge- 
wicht ist,  wenn  man  im  Stande  sein  soll,  die  Influenzelektrici- 
tät  zu  bestimmen,  die  auf  einem  beliebig  gestalteten,  geladenen 
oder  nicht  geladenen,  isolirten  oder  abgeleiteten  Conductor 
durch  gegebene  äussere  oder  eingeschlossene  elektrische  Mas- 
sen hervorgerufen  wird.  Es  kann  aber  aus  der  Formel  L  leicht 
eine  Entwick^lung  für  jene  Ladung  gefunden  werden.  Man 
bezeichne  nämlich  durch  q  die  Dichtigkeit,  durch  V  das  Poten- 
tial einer  nach  einem  willkürlich  angenommenen  Qesetze  über 
die  gegebene  Fläche  s  ausgebreiteten  Ladung;  alsdann  stellt,  wie 
sich  aus  der  angezogenen  Formel  ergiebt, 


4t7t    ^ 


0        rf»* 


die  Dichtigkeit  derjenigen  für  sich  im  Gleichgewichte  befind- 
lichen Ladung  dar,  deren  Quantität  gleich  fg-ds  ist,  und  wel- 
che im  Inneren  der  Fläche  das  hier  allenthalben  gleiche  Po- 
tential 


-M 


^    dFc*') 


ds 


erzeugt.    Das  äussere  Potential  dieser  Ladung  ist: 

00 

F  —  2  V^"^- 

0 

Indem  wir  es  dem  Leser  überlassen,  die  vorhergehenden 
allgemeinen  Entwickelungen  für  den  Fall,  wo  die  Influenzelek- 
tricität  auf  einer  sphärischen  Fläche  auftritt,  zu  verificiren,  wol- 
len wir  hier  mittelst  derselben  die  elektrische  Ladung  bestim- 
men ,  welche  auf  einem  isolirten ,  ursprünglich  neutralen  Con- 
ductor von  ellipsoidischer  Gestalt  durch  eine  punktförmige, 
ins  Unendliche  gerückte  elektrische  Masse  inducirt  wird. 

Die  Axen  2o,  2b.  2c  des  Conductors  E  nehmen  wir  zu 
Coordinatenaxen  und  bezeichnen  die  Winkel  zwischen  diesen 
Axen  und  der  Richtung,  nach  welcher  die  vertheilende  Masse  Q 
ins  Unendliche  gei-ückt  ist,  durch  a,  j3,  y.    Es  leuchtet  alsdann 
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ein,  dass  das  Potential  der  Masse  Q  mit  der  Grenze  zusammen- 
fallt, welcher  sich  der  Ausdruck 

Q 

nähert,  wenn  die  Grösse  R  über  alle  Grenzen  hinaus  wächst. 
Für  den  veränderlichen  Theil  dieser  Grenze,  welcher  offenbar 
für  sich  in  unserer  Frage  als  inducirendes  Potential  aufgefasst 
werden  kann,  findet  man,  wenn  die  Grenze  des  Quotienten 
Q :  i2*  durch  K  bezeichnet  wird : 

K  [xcosa  -\'  ycosß  '\'  Bcosy]  =z  V. 

Die  Niveauflächen  dieses  Potentiales  sind  eben  und  stehen 
auf  der  Richtung  a,  /S,  y  senkrecht,  die  Kraftlinien  sind  gerade 
und  mit  der  genannten  Richtung  parallel,  die  Grösse  der  Kraft 
endlich  ist  allenthalben  gleich  K,  Es  möge  nebenbei  bemerkt 
werden,  dass  man  einen  Raum,  welcher  von  ebenen  Niveau- 
flächen durchzogen  wird,  ein  gleichförmiges  elektrisches  Feld 
nennt. 

Aus  der  Form  des  Potentiales  erhellt,  dass  die  gesuchte 
Ladung  angesehen  werden  kann  als  Uebereinanderlagerung 
der  drei  Ladungen,  welche  den  einzelnen  Componenten  der  ver- 
theilenden  Kraft  entsprechen.  Mit  Rücksicht  hierauf  bestim- 
men wir  zimächst  die  durch  das  Potential  V  =  x  bewirkte 
Vertheilung.  Es  seien  r,  9,  0  rämnliche  Polarcoordinaten,  de- 
ren Pol  in  einem  Punkte  x,  y,  z  innerhalb  des  Ellipsoides  liegt^ 
deren  Axe  mit  der  Axe  der  x  parallel  läuft,  und  deren  Funda- 
mentalebene au£  der  Axe  der  z  senkrecht  steht  Alsdann 
haben  wir,  wenn  wir  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Elementes  der  Oberfläche  accentuiren,  übrigens  aber  die  frü- 
here Bezeichnungsweise  beibehalten: 

4«  V  =f  V  dö  =  f  af  d6  =i  f  {x  -{-  rcostp)  dö, 
woraus  folgt: 

4ä  V  =  inx  +  y  dö  fd<p  rsin(pcosq>. 

0         0 

Das    letzte    Litegral  stellt   aber   offenbar   die   a;-Compo- 

nente  der  Anziehung  dar,  welche  die  Masse  Eins,  in  den  Punkt 

Xf  y,  0  concentrirt,  seitens  des  gleichförmig  mit  Masse  von  der 


68  Induction  einzelner  Leiter 

Dichtigkeit  Eins  erfüllten  Ellipsoides  erfahrt,  hierbei  die  Attrac- 
tions-Constante  gleich  Eins  gesetzt.  Bezeichnen  wir.  also  durch 
A  die  absolute  Anziehung,  welche  die  Masse  Eins  von  dem  Ellip- 
soide. erleidet,  wenn  sie  in  einem  Scheitel  der  Axe  2a  liegt,  so 
hat  man: 

\  4ara/ 

Wir  schliessen  hieraus»  dass  allgemein  zu  setzen  ist : 

Fei')  =  A  —  ^r^X. 

Da    der  Quotient  A'Ana,  wie  leicht  zu  finden,  kleiner  als 
1  ist,  so  kommt: 


0  *" 

Hiernach  ergiebt  sich  endlich  für  die  durch  das  Potential  V  •=  x 
inducirte  Dichtigkeit,  wenn  a  den  Winkel  zwischen  der  aus- 
wärts gerichteten  Normale  des  Ellipsoides  und  der  Axe  der  x 
bedeutet : 

acoscL 


~  A     ' 

und  man  bemerke,  dass  der  letzte  Ausdruck  proportional  ist  mit 
der  kürzesten  Entfernung  des  Ellipsoides  E  von  einem^  zwei- 
ten EUipsoide,  welches  erhalten  wird,  wenn  man  jenes  um 
eine  verschwindend  kleine  Grösse  parallel  mit  der  a;.Axe  ver- 
schiebt. 

Aus  dem  oben  gewonnenen  Resultate  ist  es  jetzt  leicht,  den 
elektrischen  Zustand  zu  bestimmen,  welchen  der  Conductor  un- 
ter der  Einwirkung  des  Potentiales 

V  z=i  K  {xcosa  -f-  ycosß  +  sscosy] 

darbietet.  Man  construire  ein  Hülfsellipsoid  @,  dessen  Axen 
2  9(,  2  33,  2  6  in  die  des  Conductors  fallen  imd  so  bestimmt  sind, 
dass  man  hat: 

n 

„^      A       .        /^2  cos  0'^ sind dd 

a 


'Jvi 


cos  ö'  + 1-*  sin  ö»)  (cos  8*-^  ^  sin  ö») 


«2  =  ^  =  4 

0 
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/*r cos d^ sine  de 

J     y  {cos  Ö2  4-  ^  sine^  (cos  ö*  +  ^  sin  0 A 


6^  =  -  = 


-  "/f 


TT 

cose^sinede 


(cos  Ö^  +  ^  s*w  ÖM  (cose-^  4- 1;  siw  ö«j 

In  dem  EUipsoide  <S  ziehe  man  den  Radius  q  nach  der 
Richtung  a,  ß,  7^,  nach  welcher  «die  Masse  Q  ins  Unendliche  ge- 
rückt ist.  In  dem  Endpunkte  des  Radius  lege  man  eine  Tan- 
gentialebene an  das  Ellipsoid  und  falle  auf  dieselbe  aus  dem  Mit- 
telpunkte ein  Perpendikel  p.  Nach  der  Richtung  dieses  Perpen- 
dikels verschiebe  man  das  Ellipsoid  E  in  eine  neue  Lage  E', 
so  dass,  unter  s  eine  verschwindend  kleine  positive  Grösse 
verstanden,  die  Verschiebung  den  Betrag 

pq 
erlangt    Füllt   man  nun  endlich  das  Ellipsoid  E  mit  elektri- 
scher Masse,  welche  die  absolute  Dichtigkeit  —  hat  und  mit 

der  Masse  Q  gleichnamig  ist,  das  Ellipsoid  E'  aber  mit  ebenso 
dichter  entgegengesetzter  Elektricität,  so  stellen  die  in  dieser 
Weise  geladenen  Ellipsoide  E  und  E'  in  ihrer  Gemeinschaft 
genonmien  den  von  der  Masse  Q  oder  der  Kraft  K  inducirten 
elektrischen  Zustand  dar. 

Die  Axen  des  HülfseUipsoides  lassen  sich  mittelst  der 
elliptischen  Functionen  berechnen.   Es  sei  nämlioh: 

a  >  6  >  c; 

alsdann  setze  man: 

a»  —  6»  ja  --  c2 

und  bestimme  den  zwischen  0  und  -^r-  gelegenen  Bogen  q>,  für 


welchen: 


c 

cosq>  =  — 


a 
Hiemach  berechne  man  folgende  Ausdrücke,   in  welchen  die 
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bei    den    elliptischen    Functionen    gewöhnliche    Bezeiohnungs* 
weise  angewandt  ist: 

X  =  ^JF(m,<]p)--B(m,(]p)}, 

Alsdann  hat  man,  wenn  noch 

gesetzt  wird:  c 

«2  =  :i  =  HX,  iß^  =  ^=  HT,  Q^  =  ^  =  HZ. 

a  0  c 

Man  bemerke  noch,  dass  die  grösste  und  kleinste  Axe  dea 
Hülfsellipsoides  beziehungsweise  in  die  kleinste  und  grösste 
Axe  des  Conductors  fallt.    Nehmen  wir  nämlich  an,  es  sei: 

a>  b  >  c, 
so  ist  auch: 

T  >  T  >  T  '^^^  T  >  T  >  X» 
0        a        a  CCD 

und  hieraus  folgt: 

^  <  «  <  6. 

Die  Bestimmung  der  statischen  Verhältnisse  des  Conduc- 
tors bietet  nunmehr  keine  Schwierigkeit  dar. 

Man  findet  ohne  Weiteres,  dass  die  am  Conductor  wirken- 
den elektrischen  Kräfte  sich  ersetzen  Ifiissen  durch  ein  Kräfte 
paar,  welches  in  der  durch  die  Linien  p  und  q  bestimmten 
Ebene  liegt,  welches  strebt,  die  Linie  p  auf  dem  kürzesten 
Wege  in  die  Linie  q  zu  drehen,  und  dessen  Moment  gleich  ist: 

pq 
wenn  E  das  Volumen  des  Conductors,  S  den  Winkel  zwischen 
p  und  q  bedeutet.  Dies  Resultat  lässt  sich  auch  durch  Betrach« 
tung  des  Fotentialea  der  Elektricität  in  Bezug  auf  sich  selbst 
ableiten,  und  wir  wollen  hier  zeigen,  wie  allgemein  die  Bedin- 
gungen fttr  das  Gleichgewicht  eines  beweglichen  isolirten  Con« 
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ductors,  der   von   einem  Idiolelektricum   influencirt  wird,   mit 
Hülfe  jener  Function  gefunden  werden  können. 

Es  sei  V  das  Potential  eines  Idioelektricums,  q  die  Dichtig- 
keit der  Elektricität  auf  einem  isolirten  Öonductor,  welcher  unter 
der  Influenz  ^^  Idioelektricums  steht,  und  TJ  das  Potential  der 
Ladung,  /j^gäs^im  hat  man  für  den  veränderlichen  Theil  des 
halben  ]^r^|^tiale8  der  gesammten  Elektricität  in  Bezug  auf 
sich  selbfCr 

w=f(^u-\-  r)Qds. 

Es  werde  nun  d^  Conauctor  in  eine  heue  Lage  versetzt, 
wie  die  Art  seiner  Beweglichkeit  es  gestattet  und  so,  dass  je- 
der seiner  Punkte  einen  'unendlich  MemenWeg  beschreibt. 
Nachdem  sich  das  elektrische  Gleichgewicht  wiederum  berge» 
stellt  hat,  weist  die  Grösse  W  .eine  verschwindend  kleine  Aen- 
derung  d  W  auf.  Man  hat  alsdann  in  Gemässheit  des  Princi- 
pes  der  virtuellen  Gteschwindigkeiten,  wenn  noch  dP  die  ne- 
gative Arbeit  der  Kräfte  bedeutet,  welche  neben  den  elektri- 
schen Kräften  am  Conductor  wirken: 

Aus  letzterer  Gleichung  lassen  sich,  sobald  W  bekannt  ist, 
für  jede  Lage  des  Conductors  die  nicht  elektrischen  Kräfte  be- 
stimmen, welche  den  am  Conductor  wirkenden  elektrischen 
Kräften  das  Gleichgewicht  halten,  und  wenn  jene  Kräfte  ge- 
geben sind,  so  lässt  sich  die  Lage  des  Conductors  bestimmen, 
in  welcher  Gleichgewicht  stattfindet.  Wenn  die  Grösse  P  -^  W 
für  eine  bestimmte  Lage  ein  unbedingtes  Minimum  aufweist, 
so  findet  stabiles  Gleichgewicht  statt,  im  entgegengesetzten 
Falle  ist  das  Gleichgewicht  labil,  und  wenn  im  Besonderen 
jene  Summe  für  die  zulässigen  Versetzungen  des  Conductors 
constant  bleibt,  so  ist  das  Gleichgewicht  indifierent. 

Für  die  Variation  von  W  hat  man : 

Da  aber  der  Conductor  isolirt  und  mithin  bei  den  in  Be- 
tracht kommenden  Versetzungen  die  Quantität  der  Ladung  xm- 
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geändert  bleibt,  so  ist  in  Gemässheit  der  Bedingungen  für  das 
elektrische  Gleichgewicht: 

mithin  hat  man  auch: 

dW=fQdVds. 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  erhellt  auch  aus  der  Be- 
merkung, dass  sich  die  Kräfte  zwischen  den  einzelnen  Theilen 
der  Ladung  gegenseitig  das  Gleichgewicht  halten,  die  Kräfte 
zwischen  dem  Conductor  und  dem  Inducenten  aber  dieselben 
sind,  wie  wenn  jener  ein  Isolator  und  seine  Ladung  nicht  be- 
weglich wäre. 

Bezeichnen  wir  das  Gesammtpotential  im  Inneren  des  Con- 
ductors  durch  G,  oct  iat  auch  für  die  Oberfläche: 

U+  r=  G; 

hiemach  kann   man,  wenn  noch  die  Ladung  des  Conductors 
durch  Q  bezeichnet  wird,  schreiben: 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  auf 
den  Fall  ausdehnen,  wo  der  Conductor  abgeleitet  ist,  indem 
man  von  zwei  isolirten  Conductoren,  die  mit  einander  durch 
einen  verschwindend  dünnen  Draht  verbunden  sind,  ausgeht. 
Solches  dem  Leser  überlassend  wenden  wir  uns  zu  dem  ellip- 
soidischen  Conductor  im  homogenen  Felde  zurück.  Die  Quan- 
tität seiner  Ladung  wurde  gleich  Null  angenommen.  Ferner 
bemerke  man,  dass  das  Potential  eines  im  Unendlichen  gelege- 
nen^ Punktes  in  Bezug  auf  einen  im  Endlichen  gelegenen  Kör- 
per gleichkommt  dem  Potential  in  Bezug  auf  die  Masse  des 
Körpers,  letztere  in  den  Schwerpunkt  concentrirt  gedacht. 
Hiernach  ergiebt  sich: 

Tjr        1   /*     T7  j              EK^  cos  8 
W  =  -  /  Q  V  ds  = ö j 

oder,  da  p  gleich  qcosd  ist: 

Wir  verweisen  den   Leser,  um  Wiederholungen  zu  vermei- 
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den,  wegen  der  Folgerungen,  welche  sich  an  die  letzte  Formel 
hinsichtUch  besonders  interessanter  Fälle  des  Qleichgewichtes  und 
der  Bewegung  des  ellipsoidischen  Conductors  anknüpfen  lassen, 
auf  die  später  folgende  Untersuchung  über  die  Magnetisirung 
eines  EUipsoides  im  homogenen  magnetischen  Felde  und  bemer- 
ken noch,  dass  die  obigen  Ergebnisse  als  Grundlage  für  eine  Me- 
thode, die  Intensität  einer  gegebenen  constanten  elektrischen 
Kraft  auf  absolutes  Maass  zurückzufuhren,  dienen  können. 


V. 

VOM  GLEICHGEWICHTE  DER  ELEKTRICITÄT 
AUF  ZWEI  EINANDER  INFLUENCIRENDEN  CONDÜG 

TOREN. 


1.   Allgemeine  Betraohtungen. 

Bei  einem  beliebigen  Systeme  von  leitenden  und  idioelek- 
trischen  Körpern  ist  das  Oleichgewicht  der  Elektricität  an  die 
Bedingimg  geknüpft,  dass  das  Potential  der  sämmtlichen  in  dem 
Systeme  enthaltenen  Elektricität  in  allen  Punkten  eines  Conduc- 
tors  einen  gleichen  Werth  aufweise,  welcher  Werth  aber  für  die 
verschiedenen  Conductoren  keineswegs  ein  und  derselbe  zu  sein 
braucht  Wenn  einer  der  Conductoren  abgeleitet  ist,  so  muss 
das  Gesammtpotential  in  seinem  Inneren  den  Werth  0  haben, 
und  wenn  zwei  Conductoren  mit  einander  in  leitender  Verbin- 
dung stehen,  so  muss  das  Gesammtpotential  in  beiden  einen  und 
denselben  Werth  haben.  Wir  beschränken  uns  in  der  Folge  auf 
die  nähere  Betrachtung  des  elektrischen  Gleichgewichtes  bei 
zwei  Conductoren,  von  welchen  der  eine  sich  im  Wirkungskreise 
des  anderen  befindet.  Hier  lässt  sich  die  Bestimmung  des  Gleich- 
gewichtes unter  Anderem  stets  auf  die  beiden  Fälle  zurückführen, 
wo  einer  der  Conductoren  abgeleitet  ist,  während  der  andere 
isolirt  und  mit  einer  solchen  Ladung  versehen  ist,  dass  in  seinem 
Inneren  das  Gesammtpotential  1  herrscht.  Um  nun  zuvörderst 
diese  besonderen  Gleichgewichtszustände  mittelst  der  bisher  ge- 
wonnenen Resultate  ^u  ermitteln,  wenden  wir  folgendes  Verfah- 
ren an,  welches  der  HauptHsache  nach  zuerst  von  Murphy  an- 
gegeben wurde. 
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Ueber  die  Oberfläche  des  isolirten  Oonductors  werde  ein 
Quantum  Elektricität  von  der  Grösse  und  in  der  Art  ausgebrei- 
iet,  dass  es  in  jedem  Punkte  des  Conductors  das  Potential  1  er- 
zeugt. Jene  Ladung  werde  durch  q^  bezeichnet.  Die  Ladung  g® 
denke  man  sich  als  eine  feste  elektrische  Masse,  und  als  solche 
rufe  sie  auf  dem  zweiten ,  abgeleiteten  Conductor  die  Ladung  q' 
hervor.  Man  denke  sich  jetzt  die  Ladung  (f  als  fest  und  den 
ersten  Conductor  als  abgeleitet;  die  Ladung,  welche  alsdann  auf 
letzterem  durch  ^  inducirt  wird,  heisse  g".  Femer  sei  g'"  die 
Ladung,  welche  von  der  als  fest  gedachten  Ladung  g"  des  ersten 
,  Conductors  auf  dem  zweiten  Conductor  inducirt  wird,  sobald 
letzterer  mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt  wird.  In  dieser 
Weise  ohne  Ende  fortfahrend,  erhalten  wir  auf  dem  ursprünglich 
isolirten  Conductor  nach  und  nach  die  Ladungen  g<>,  g",g'^ 
u.  s.  f.,  auf  dem  ursprünglich  abgeleiteten  Conductor  die  Ladun- 
gen g',  g"',  q^  u.  s.  f.  Man  bilde  nunmehr  die  aus  g®,  g",  g^^ 
u.  s.  f.  resultirende  Ladung,  d.  h.  die  Ladung,  deren  Dichtigkeit 
gleichkommt  der  Summe  der  Dichtigkeiten,  oder  deren  Poten- 
tial gleichkommt  der  Summe  der  Potentiale  der  genannten  La- 
dungen, und  ebenso  bilde  man  die  aus  dw  Ladungen  g',  g!^g^ 
u.  s.  f.  resultirende  Ladung.  Es  smd  alsdann 'die  beioen  so  ge-* 
wonttCTgpJLadung^  die  gesuhhten^  für  welobaun.  dem  isolirten 


Conducto?  das  'PotenSST^sämiintlicher  Elektricität  aÜenthalBen 
den  Werth  1,  im  abgeleiteten  Conductor  allenthalben  den  Werth 
0  aufweist.  In  der  That,  das  Gesammtpotential  der  Ladungen 
go  und  g'y  das  der  Ladungen  q"  und  q"'  u.  s.  f.  hat  innerhalb 
des  abgeleiteten  Conductors  den  Werth  0.  Im  Inneren  des  iso- 
lirten Conductors  aber  ist  das  Potential  der  Ladung  g^  gleich  1 
und  verschwindet  das  Gesammtpotential  der  Ladungen  g'  und 
g",  das  der  Ladungen  g"'  und  g^^  u.  s.  f.  Endlich  bemerke 
man  noch,  dass  dem  Früheren  zufolge  die  Dichtigkeit  einer  je- 
den einzelnen  Theüladung  allenthalben  ein  und  dasselbe  Vor- 
zeichen aufweist,  und  dass  die  absoluten  Werthe  der  Quantitä- 
ten der  Ladungen  g^  g',  g"...,  folglich  auch  die  Potentiale  die- 
ser Ladungen  für  irgend  einen  bestimmten  Punkt  eine  conver- 
gente  Beihe  bUden.  Aus  alle  dem  folgt,  dass  das  Gesammtpo- 
tential der  beiden  resultirenden  Ladungen  in  dem'  isolirten 
Conductor  allenthalben  gleich  1  ist,  in  dem  abgeleiteten  Con- 
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ductor  aber  verschwindet,  so  dass  die  Ladungen  sich  im  Gleich- 
gewichte befinden.  Auch  ergiebt  sich  noch,  dass  die  ganze 
Oberfläche  des  isolirten  Conductors  mit  positiver,  die  ganze 
Oberfläche  des  abgeleiteten  Conductors  mit  negativer  Elektri- 
cität bedeckt  ist,  und  dass  die  Quantität  der  auf  dem  ersten 
Conductor  befindlichen  Ladung  die  des  zweiten  Conductors  an 
absoluter  Grösse  übertrifft.  Der  oben  erörterte  elektrische 
Gleichgewichtszustand  zweier  Conductoren  kann  als  das  Ergeb- 
niss  einer  unendlichen  Reihe  von  aufeinander  folgenden  ficiiven 
Inductionsacten  angesehen  werden,  wobei  jedesmal  eine  feste 
Ladung  des  einen  Conductors  auf  den  anderen,  abgeleiteten  Con- 
ductor inducirend  einwirkt.  Der  erste  Inductionsact  besteht  da- 
rin ,  dass  die  als  fest  gedachte  Ladung  q^  des  isolirten  Conduc- 
tors, welche  als  bewegliche  Ladung  für  sich  im  Gleichgewichte 
ist,  auf  dem  abgeleiteten  Conductor  die  Ladung  (f  inducirt. 
In  dem  zweiten  Inductionsacte  hat  man  sich  q^  und  g'  als  fest, 
den  ursprünglich  isolirten  Conductor  als  abgeleitet  zu  denken, 
und  ruft  g'  auf  dem  letzt  genannten  Conductor  die  Ladung  g" 
hervor  u.  s.  f.  * 

Es  erübrigt  jetzt  noch  zu  zeigen,  wie  jede  den  Bedingun- 
gen des  Gleichgewichtes  genügende  Ladungsweise  zweier  Con- 
ductoren auf  die  beiden  particulären  Gleichgewichtsladungen, 
welchen  die  inneren  Potentiale  0  und  1  entsprechen,  zurückge- 
führt werden  könne.  Für  die  eine  dieser  Ladungen  sei  F/  das 
Potential  des  Conductors,  in  welchem  das  Gesammtpotential 
den  Werth  1  hat,  Fj^  das  des  zweiten  Conductors,  in  welchem 
das  Gesammtpotential  gleich  0  ist.  Für  die  andere  Ladungs- 
weise sei  Fi^^  das  Potential  des  ersten  Conductors,  in  welchem 
jetzt  das  Gesammtpotential  gleich  0  ist,  und  V^'^  das  des  zwei- 
ten Conductors  mit  dem  inneren  Gesammtpotentiale  1.  Man 
hat  alsdann  für  eine  Ladungsweise,  wobei  das  Gesammtpoten- 
tial in  dem  ersten  Conductor  den  Werth  öi,  in  dem  zweiten 
Conductor  den  Werth  ff,  hat,  <?!  Fi^  4-  O2  Fi^^  als  Potential 
des  ersten  und  Oi  V^^  -f-  G^  F«^  als  Potential  des  zweiten  Con- 
ductors. 

Die  gegenseitigen  Wirkungen  der  Ladungen  auf  zwei  ein- 
ander influencirenden  Conductoren  lassen  sich  unter  Anderem 
mittelst  des  halben  Fotentiales  der  gesammten  Elektricität  in 
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Bezug  auf  sich  selbst  ermitteln.  Für  diese  Grösse  hat  man, 
wenn  Qi,  Qj  die  Quantitäten  der  Ladungen  und  6ri,  G^  die  be- 
züglichen Werthe  des  inneren  Gesammtpotentiales  sind: 

PT  =  i  (öl  öl  +  Gi  Q*)- 

Beispiele  von  solchen  Gleichgewichtszuständen,  wie  sie  oben 
erörtert  wurden,  lassen  sich  leicht  aus  schicklich  gewählten  Po- 
ientialfunctionen  ableiten.  In  der  That,  es  seien  erstlich  8i  und 
S'2  zwei  geschlossene  Niveauflächen  einer  Potentialfunction  F, 
welche  ganz  auseinander  liegen,  die  entsprechenden  Potential- 
werthe  seien  Äi  und  A2-  Die  erste  Fläche  schliesse  den  Theil 
Qi,  die  zweite  den  Best  Q«  der  Massen  ein,  welche  das  Poten- 
tial V  erzeugen.  Unter  ^i,  ^2  die  auswärts  gerichteten  Nor- 
malen der  Flächen  verstanden,  belege    man  die  erste  Fläche 

1     dV 
mit  elektrischem  Fluidum  von  der  Dichtigkeit  —  7~"  JWy   die 

1     dV 

zweite  mit  elektrischem  Fluidum  von  der  Dichtigkeit  —  j—  •  ,^- 

Hiermit  hat  man  die  Anordnung  der  Elektricität  erhalten,  wie 
sie  auf  zwei  von  den  Flächen  81  und  ^2  begrenzten  Conducto- 
ren auftreten  würde,  wenn  man  letztere  bezüglich  mit  den 
Quantitäten  Qi  und  Q2  lüde.  ^  Das  Gesammtpotential  dieser 
Ladimgen  fallt  ausserhalb  und  auf  den  Conductoren  mit  V  zu- 
sammen, so  dass  es  auf  und  in  dem  einen  Conductor  den  Werth 
Äi ,  auf  und  in  dem  anderen  Conductor  den  Werth  Äj  hat.  Es 
seien  zweitens  /Sj  und  S2  wiederum  geschlossene  Niveauflächen 
der  Potentialfunction  F,  von  welchen  aber  jetzt  die  erste  mit 
dem  Potentialwerthe  Äi  ganz  innerhalb  der  zweiten  mit  dem 
Potentialwerthe  A2  liege.  Von  den  Massen,  welche  das  Po- 
tential F  erzeugen,  werde  ein  Theil  Qi  von  der  ersten  Fläche 
eingeschlossen,  während  der  Rest  Q^  ausserhalb  der  zweiten 
Fläche  liege.  Die  erste  Fläche  denke  man  sich  als  Oberfläche 
eines  Conductors,  die  zweite  Fläche  als  Oberfläche  einer  Höh- 
lung in  einem  zweiten  Conductor,  welcher  also  den  ersten  um- 
schliesst.     Belegt  man  alsdann  die  Oberfläche  des  ersten  Con- 

1        dV 
ductors  mit  Elektricität  von  der  Dichtigkeit  —  —  •  -pj^,    die 

Oberfläche  der  Höhlung  im  zweiten  Conductor  mit  Elektrici- 
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1  dV 
tat  von  der  Dichtigkeit  —  •  -jt^  ,  so  findet  für  diese  Ladun- 
gen elektrisches  Gleichgewicht  statt.  Die  Quantität  der  La- 
dung auf  dem  eingeschlossenen  Conductor  ist  gleich  Qi,  die  auf 
der  Oberfläche  der  Höhlung  ist  gleich  —  ^i.  Das  Oesammt- 
Potential  beider  Ladungen  ist  in  dem  Zwischenräume  zwischen 
beiden  Conductoren  gleich  V  —  Ä2',  dasselbe  hat  also  auf  und 
in  dem  eingeschlossenen  Conductor  den  Werth  Äi  —  A^,  auf 
und  ausserhalb  der  Oberfläche  der  Höhlung  den  Werth  0- 


2.  Qegenseitlge  Influenz  zweier  sphärischer  Cionduotoren. 
Bestimmung  der  Ladung  eines  spMrisolien  Oonduotors 

naoh  absolutem  Maasse. 


Die  vorhergehende  Methode  wollen  wir  auf  die  Untersu- 
chung der  elektrischen  Verhältnisse  zweier  Kugeln  anwenden, 
von  welchen  die  eine  isolirt  und  geladen,  die  andere  aber  mit 
der  Erde  durch  einen  verschwindend  dünnen  Draht  in  leitende 
Verbindung  gesetzt  ist.  Die  Badien  der  Kugeln  seien  bezüg- 
lich El  und  B^,  die  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte  sei  S. 

Ueber  die  erste  Kugel  mit  dem  Radius  Ri  breiten  wir 
gleichförmig  die  Ladung  q^  =  Bi  aus,  der  das  Potential  1  ent* 
spricht.  Diese  Ladung  wirkt  nach  aussen  wie  ein  Punkt  p^  im 
Mittelpunkte  jener  Kugel  mit  der  Quantität  q^.  Die  im  ersten 
Inductionsacte  von  q^  erzeugte  Ladung  q'  der  zweiten  abgeleite- 
ten Kugel  lässt  sich  fiir  jede  nach  aussen  hin  gehende  Wirkung 
durch  den  elektrischen  Bildpunkt  p'  von  p^  mit  der  Masse  ^  er- 
setzen, und  nach  dem  Früheren  bestimmt  sich  sowohl  die  Lage 
wie  auch  die  Quantität  dieses  Bildpunktes.  Die  Fortsetzung 
obiger  Betrachtung  lässt  ersehen,  dass  die  Wirkungen  der 
schliesslichen  Ladungen  beider  Kugeln  sich  durch  die  einer 
Reihe  von  Punkten  ersetzen  lassen,  welche  bei  jeder  Kugel  auf 
dem  nach  dem  Mittelpunkte  der  anderen  Kugel  hingehenden  Ra- 
dius gelegen  sind.     Für  einen  solchen  Punkt  wollen   wir  die 
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Entfernungen  von  den  Mittelpunkten  der  Kugeln  bezüglich 
durch  ti  und  tz  bezeichnen.  Man  findet  alsdann  folgende  Be- 
ziehungen für  die  aufeinander  folgenden  Theilladungen,  wodurch 
der  Endzustand  des  Qleichgewichtes  vollständig  bestimmt  ist, 
indem  die  einzelne  Ladung  der*  Eugelfläche  vollständig  bekannt 
ist,  sobald  die  Lage  und  Masse  des  Punktes  bekannt  sind, 
durch  welchen  ihre  Wirkung  nach  aussen  ersetzt  werden 
kann: 

g^   =  iJi  t^  =  0         J^^   =  S 

h 
q"  =  _  g'    ^        u"  W    =   B?         U'  =  S-W 

«"'  =  -  8"  -^        i^"'\"  =   M  .     J"'  =  S-t,'" 

q'y  =  _  q'"  ßr        *i"' h'"  =  Rl        1,"^=  S-t^'y 

u.  8.  f.  u.  8.  f.  ',      l'Ki.  8.  f. 

Für  die  Berechnung  der  Grössen  t,  dtirch  welche  sich  auch 
die  Grössen  q  bestimmen,  wird  die  Beme(rkung  von  Nutzen 
sein,  dass  die  Entfernungen  der  Bilder,  welche  die  erste  Kugel 
einschliesst,  von  dem  Mittelpunkte  dieser  Kugel  nichts  anderes 
als  derO.,  2.,  4.  u.  s.  w.  Partialbruch  des  folgenden  Kettenbru- 
ches sind: 

s--^ 


R? 


S  —  etc. 

Die  analogen  Entfernungen  für  die  in  der  zweiten  Kugel 
enthaltenen  Bilder  sind  der  1.,  3.,  5.  u.  s.  w.  Partialbruch  des 
folgenden  Kettenbruches: 

=^{s'+R?-R?-VW'VRi'+R2r-^RIsj 


S  —  etc. 

Aus  Obigem  findet  man  für  die  Gesammtladung   Qi ,   Q^  der 
einen  und  anderen  Kugel: 
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^1  =  go  +  g"  +  g/F  +  .  .  .  ., 

Ca  =  «'  +  r  +  «^   + 

Femer  ergiebt  sich  für  die  äusseren  und  inneren  Potentiale, 

wenn  die  Entfernung  von  einem  Bildpunkte,  in  dem  die  Masse 

g<»'>  concentrirt  ist,  durch  r^*'^  beieichnet  wird: 

•^1  =  7^  +  7^  +  ;7vH — »    '^i  —  ^  —  y  ""  p> » 

^«=  ^r +  ;j??  +  ^  i >     y^  —    —    70  — 77  — ;7r 

Obige   Reihen   convergiren    im    Allgemeinen;    sie    convergiren 
aber  um   so  weniger  stark,  je  näher  die  beiden  Kugeln  anein- 
ander rücken,  und  verlieren  endlich  ihre  Convergenz,  wenn  die 
Kugeln  zur  Berührung  kommen. 
Indem  wir  die  Formel: 

Q_     <«  — Jgg 

für  die  auf  einer  Kugel  durch  einen  äusseren  Punkt  inducirte 
Ladung  in  Anwendung  bringen,  ergeben  sich  leicht  die  £nt- 
wickelungen  für  die  Dichtigkeiten  der  Elektricität  auf  den  bei- 
den betrachteten  Sphären.   Wir  bezeichnen  jene  bezüglich  durch 

(1  und  ^j,  den  Ausdruck  V^i^»')»  —  B}  oder  Vt^^^  —  JB|,  d.  i. 
die  Länge  der  Tangente,  die  von  einem  Bildpunkte  in  der  einen 
Kugel  an  die  andere  Kugel  gezogen  werden  kann,  durch  ü^*'^ 
Es  ist  alsdann: 


4knRiQi  =  1  — 


^9  ^iiz 


Auf  den  oben  erörterten  Fall  lässt  sich  leicht  das  Oleich- 
gewicht einer  jeden  Ladung,  die  einem  Systeme  von  zwei  sphä- 
rischen Oonductoren  mitgetheilt  wird,  zurückführen.  Ohne  wei- 
teres ergeben  sich  aus  den  gewonnenen  ttesultaten  für  ein  sol- 
ches System  folgende  allgemeine  Regeln. 

a.  Wenn  eine  der  Kugeln  abgeleitet  ist,  so  sind  beide  Ku- 
geln allenthalben  mit  Elektricität  bedeckt  und  zwar  die  eine 
mit  positiver,  die  andere  mit  negativer.  Auf  jeder  der  Kugeln 
nimmt  die  absolute  Dichtigkeit  mit  wachsender  Entfernung  von 
dem  der  anderen  Kugel  zunächst  gelegenen  Punkte,  dem  Pole, 
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stetig  ab,  und  es  ist  natürlich  die  Dichtigkeit  blos  eine  Function 
der  Entfernung  vom  Pole.  Die  Ladung  der  isolirten  Kugel 
stimmt  hinsichtlich  des  Vorzeichens  mit  dem  Potentialwerthe 
überein. 

b.  Wenn  das  Gesammtpotential  in  der  einen  Kugel  einen 
positiven,  in  der  anderen  einen  negativen  Werth  hat,  so  ist  auch 
auf  jener  die  Dichtigkeit  allenthalben  positiv,  auf  dieser  allent- 
halben negativ.  Ueber  den  Verlauf  der  absoluten  Dichtigkeit 
lässt  sich  dasselbe  wie  im  vorhergehenden  Falle  aussagen. 

c.  Das  Gesammtpotential  habe  in  beiden  Kugeln  einen 
gleichen  Werth.  Die  Dichtigkeit  stimmt  alsdann  auf  beiden 
Kugeln  hinsichtlich  des  Vorzeichens  mit  dem  Potentiale  überein. 
Der  absolute  Werth  der  Dichtigkeit  nimmt  mit  wachsender 
Entfernung  vom  Pole  stetig  zu. 

d.  In  beiden  Kugeln  weise  das  Gesammtpotential  dasselbe 
Vorzeichen  auf,  aber  in  der  einen  Kugel  einen  grösseren  abso- 
luten Werth,  als  in  der  anderen.  Jene  ist  alsdann  allenthal- 
ben mit  Elektricität  bedeckt,  deren  Vorzeichen  mit  dem  des  Po- 
tentiales  übereinstimmt.  Auf  der  anderen  Kugel  nimmt  die 
Dichtigkeit  der  Ladung  (nicht  der  absolute  Werth  der  Dichtig- 
keit) mit  wachsender  Polardistanz  stetig  zu  oder  ab,  je  nach- 
dem das  Potential  bezüglich  positiv  oder  negativ  ist.  Auf  die- 
ser Kugel  kann  die  Dichtigkeit  für  eine  gewisse  Polardistanz 
verschwinden,  und  es  lässt  sich  stets  das  Verhältniss  der  Poten- 
tialwerthe in  beiden  Kugeln  so  bestimmen,  dass  die  Dichtig- 
keit für  eine  gegebene  Polardistanz  verschwindet. 

Eine  besondere  Betrachtung  erheischt  der  Fall,  wo  die  bei- 
den Kugeln  sich  berühren.  Wir  nehmen  wiederum  an,  dass 
die  eine  Kugel  isolirt,  die  andere  abgeleitet  ist,  und  dass  in  je- 
ner das  Potential  den  Werth  Eins  hat.  Man  findet  aus  dem 
Obigen  für  einen  Punkt,  der  auf  der  Centrallinie  innerhalb  des 
ersten ,  d.  i.  isolirten  Conductors  in  der  Entfernung  ti  vom  Mit- 
telpunkte liegt: 

Und  in  analoger  Weise  ergiebt  sich  für  den  zweiten  Conductor: 

Beer,  ElpktTO«tetik.  (j 
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F, 


V=-^  (^i<»  +  [«  +  1]  [^i  +  ^']  [^^  -  *»!)"'• 


Hl  R2 

Für  die  erste,  übrigens  divergente  Reihe  kann  man  schreiben: 


WO  zu  setzen  ist: 

Ri  Rj 

^  -  (Ri  +  R2)  {Ri  -uy 

Da  nun  allgemein 

a       J 

0 

Ist,  so  fallen  die  Glieder  der  ersten  Entwicklung  mit  den  Glie- 
dern zusammen,  die  sich  ergeben,  wenn  man  in  dem  Ausdruck 

1 1  r'xp-' 

{Ri  +  Ik)  {Hi  -^04    ^  -  ^ 

den  Integranden  nach  steigenden  Potenzen  der  Veränderlichen 
entwickelt  und  hierauf  integrirt. 

Ebenso  ergeben  sich  die  Glieder  in  der  zweiten  gleichfalls 
divergenten  Entwicklung,  wenn  man  den  folgenden  Ausdruck 
in  analoger  Weise  umformt: 

1 r^izL  d 

{R,  +  R^)  {R.2  —  ti)^J    l  —  X    ^' 


Ji^t^ 


wo  zu  setzen  ist: 

Die  obigen  Bemerkungen  führen  uns  auf  eine  neue  Form 
für  das  innere  Potential  in  der  Centrallinie,  wenn  sieh  die  bei- 
den  Sphären  leitend  berühren  und  in  ihnen  das  Potential  Eins 
herrscht.  Die  Ladung  besteht  dann  aus  zwei  Ladungen  der 
oben  betrachteten  Art.  Bei  der  einen  dieser  Ladungen  ist  die 
erste  Kugel,  bei  der  anderen  Ladung  die  zweite  Kugel  als  iso- 
lirt  zu  betrachten.  Bei  der  ersten  Ladung  ist  die  Anfangs- 
ladung der  ersten  Kugel  2?i,  bei  der  zweiten  ist  die  An- 
fangsladung der  zweiten  Kugel  iJa.  Für  die  auf  der  Centrale 
im  Inneren  der  ersten  Kugel  befindlichen  Punkte  besteht  das 
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von  der  Ladung  dieser  Kugel  herrührende  Potential  aus  dem 
oben  durch  F/  bezeichneten  Theil,  sowie  aus  einem  zweiten 
Theile,  der  aus  F^'  durch  Vertauschung  der  Marken  1  und 
2  gewonnen  wird.  Bezeichnen  wir  das  gedachte  Potential 
durch  üx\  so  ist  also  für  die  Centrallinie  im  Inneren  der  ersten 
Kugel: 


00 


üi'  =ByBi^  (R,  11,  +  «  [iJ,  +  J2,]  [i?,  _  ^,])-i 


00 


0 

_  Ejlk /"  x9  —  x^ 

wo  zu  setzen  ist: 

^ ^1-^ 11.  -R2  ^1 

9  =  /ü — i — ttttü r\  —  1 »    ^  = 


Lässt  man  die  Glieder  der  beiden  Reihen  in  der  ersten 
Form  von  Ui  mit  einander  abwechseln,  so  gewinnt  man  eine 
convergente  Reihe,  ebenso,  wenn  man  in  der  so  erhaltenen 
Reihe  je  zwei  aufeinander  folgende  und  dem  Vorzeichen  nach 
entgegengesetzte  Glieder  in  ein  Glied  zusammenzieht.  Nur  iiir 
den  Berührungspunkt,  oder  den  Pol  der  Kugel,  d.  h.  für  ^  =  iJj, 
hat  die  Entwicklung  keine  Summe  und  wird  auch  die  Into- 
gralform  imbestimjnt.^''  Es  giebt  aber  dennoch  die  letztere  über 
die  Verhältnisse  des  gedachten  Punktes  Aufschluss.  Wenn  wir 
nämlich  das  Integral  durch   die  Substitution 

umformen  und  vor  der  Integration  den  wahren  Werth  des  Ih- 
tegranden  für  ti  =  J?i  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  bestim- 
men, so  finden  wir  erstlich,  dass  in  dem  gedachten  Punkte: 

■Rl   +  -^2 

Zweitens  ergiebt  sich: 

düi'  1 


dh    ~       2  (JJi  +  JJj) 

Hiemach  lässt  die  Formel: 

6* 
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^'^9  =  ^+2-^ 

ersehen,  dass  in  dem  Berührungspunkte  die  Dichtigkeit  ver- 
schwindet. 

Aus  der  zusammengezogenen  Beihenentwickelung    für    Ui 
findet  man,    indem  man  fi  =  0  setzt,  und  mit  üi  multiplicirt, 
für  die  Quantität  der  Ladung: 

^^=Sr=M2  r  "^2(2  +  ^)  + 3(3  + 2g) +4(4  +  3g)  +'•'•) 
wo  zur  Abkürzung  JSi :  iZa  =  g  gesetzt  ist. 

Wenn  wir  in  der  letzten  Reihe  für  den  Nenner  des  nten 
Gliedes  w(n[l  -|-  g]  —  q)  schreiben,  das  Verhältniss  1 : 1  -f-  g  =  a 
einführen  und  nach  Potenzen  desselben  entwickeln,  so  kommt: 

^  =  «2  jl  +  \[S^{^<1)  +  8,(eqy  +••••]), 
wo  zu  setzen  ist: 

1     i    1     1     l     I 

Durch  Vertauschung  von  Ei  und  üj  finden  wir  femer: 

Es  ist  folglich,  wenn  noch: 

«2  («2)  +  Ss («g)2  H =  £ 

gesetzt  wird: 

Je  kleiner  q  ist,  um  so  stärker  convergirt  die  Reihe  27,  um  so 
weniger  aber  die  Reihe  £'.  Es  lässt  sich  aber  letztere  wie 
folgt  in  einen  Ausdruck  umwandeln,  der  noch  stärker  wie  die 
erste  Reihe  convergirt.    Bekanntlich  hat  man: 

log  r(x)     =^logx—  Cx  +  ^  S2X^  —  I  S^x^  +  |  S^x^ 

logr{\-x)=      Cx^^  S,x'  +  ~  S^x^  +  1  8,x^  + 

wo  C  die  Constante  des  Integrallogarithmus  bedeutet  und  zu 
setzen  ist: 
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1*1        11 

Differentiirii  man  beide  Gleichungen  und  setzt  in  die  erste  für 
X  die  DifTerenz  1  —  a?,  so  kommt: 
dlogr{l—x)  _  ^  1 

—  Sa  (1  —  a;)  +  53  (1  —a?)»  — 

£%^^=0  +  .  +  ^^  + :•.+«,.  +  .,.«  + 

Durch  QleichsetzuDg  der  Ausdrücke  rechter  Hand  und  indem 
wir  für  x  die  Verhältnisazahl  £  einsetzen,  finden  wir; 

^'  =  rT2^-''^'^  +  s,(fg)'  - 

Wenden  wir  die  obigen  Formeln  auf  einen  später  zu  erwähnen- 
den Fall  an,  in  welchem  die  Radien  der  Kugeln  1,1537  und 
15,946  Centimeter  maassen,  so  finden  wir  durch  Berechnung 
von  je  vier  Gliedern  der  auftretenden  Reihen  für  das  Verhält- 
niss  der  Ladungen  die  Zahl  0,0079377.  Die  zur  Berechnung  er- 
forderlichen Coefficienten  s  findet  man  u.  a.  in  Legendre's  Tratte 
desfondions  eUipUques  et  des  integrales  Eideriennes. 

Wenn  jRi  an  Grösse  abnimmt,  so  nähert  sich  ^i  der  Grenze 

zugleich  nähert  sich  die  Ladung  Q^  dem  Grenzwerthe  JRa.  Hier- 
aus folgt:  Berührt  man  eine  geladene  Kugel  mit  einer  zweiten 
Kugel,  die  gegen  jene  als  verschwindend  klein  betrachtet  wer- 
den kann,  und  entfernt  hierauf  wiederum   beide  Kugeln,  so  ist 

die  Dichtigkeit  der  Elektricität  auf  der  kleinen  Kugel  -^  mal 

grösser  als  auf  der  grossen  Kugel.  Coulomb  fand  für  jene 
Yerhältnisszahl  aus  seinen  Versuchen  den  Werth  2. 

Die  Kenntniss  des  Verhältnisses  zwischen  den  Ladungen 
zweier  sich  berührender  Kugeln  ist  fiir  das  Fractioniren  eines 
gegebenen  Quantums  Elektricität  erforderlich.  Jenes  Verhältniss 
kann  für  verschiedene  zwischen  1  und  200  gelegene  Verhält- 
nisse der  Radien  aus  der  Tabelle  entnommen  werden,  welche 
wir  hier  folgen  lassen,  indem  wir  zugleich  auf  eine  von  Plana 
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(Biess,  die  Lehre  von  der  Reibungselekttricität)  berechnete 
Tabelle  verweisen.  Der  Radius  Ri  der  ersten  Kugel  ist  gleich 
Eins  gesetzt,  und  für  das  Gesammtpotential  innerhalb  der 
Kugeln  ist  wie  in  der  obigen  Analyse  der  Werth  Eins  ange- 
nommen. 


Ä2' 

Qi 

Q2 

B, 

öl 

02 

JB2 

Qi 

«2 

1 

0,693147 

0,693147 

3,6 

0,342234 

3,254237 

10 

0,145780 

9,872406 

1,1 

0,666998 

0,790318 

4,0 

0,310234 

3,769459 

11 

0,133931 

10,881466 

1,2 

0,642530 

0,888908 

4,5 

0,283665 

4,283276 

12 

0,123857 

11,889342 

1,3 

0,619625 

0,988616 

5,0 

0,261261 

4,795700 

13 

0,115191 

12,896249 

1,4 

0,598167 

1,089209 

5,5 

0,242120 

5,307033 

14 

0,107058 

13,902353 

1,5 

0,578061 

1,190520 

6,0 

0,225583 

5,817227 

15 

0,101048 

14,907785 

1,6 

0,559146 

1,292346 

6,5 

0,211152 

6,326467 

20 

0,077313 

19,927889 

1,7 

0,641382 

1,394625 

7,0 

0,198451 

0,834807 

30 

0,052597 

29,949827 

1,8 

0,524658 

1,497244 

7,5 

0,187188 

7,342529 

40 

0,039855 

39,961541 

1,9 

0,508893 

1,60(1127 

8,0 

0,177131 

7,849530 

50 

0,032082 

49,968824 

2,0 

0,494013 

1,703212 

8,5 

0,168098 

8,355965 

75 

0,021507 

74,978844 

2,5 

0,430690 

2,220216 

9,0 

0,159940 

8,801885 

100 

0,010429 

99,983990 

3,0 

0,381484 

2,737679 

9,5 

0,152530 

9,307349 

200 

0,008173 

199,99189 

Es  erübrigt  noch  die  Anordnung  der  Elektricität  auf  dem 
einzelnen  Conductor  zu  betrachten.  Zur  Bestimmung  der  Dich- 
tigkeit reicht  es  hin,  das  innere  Potential  der  Ladung  einer  Ku- 
gel zu  kennen.  Solches  kann  in  ähnlicher  Weise  wie  das  Po- 
tential der  Centrallinie  im  nächst  Vorhergehenden  aus  den  all- 
gemeinen Potentialen  zweier  Kugeln,  die  in  beliebiger  Entfer- 
nung von  einander  liegen,  abgeleitet  werden;  es  kann  dasselbe 
aber  auch  nach  einer  früher  schon  aufgeführten  Methode  aus 
dem  Potential  für  die  Punkte  der  Centrallinie  gefunden  werden. 
Das  letztere  Potential  kann  auf  folgende  Form  gebracht  werden: 


U'  = 


y^      ^      -V— i 

-^^-^  Uy    byt  "^^  Cy    Üyt 


Man  hat  es,  um  das  allgemeine  Potential  F'  für  einen  inne- 
ren Punkt  zu  erhalten,  nach  steigenden  positiven  Potenzen  von 
t  zu  entwickeln  imd  hierauf  den  Coefficienten  der  wten  Po- 
tenz mit  pny  d.  i.  dem  Coefficienten   der  wten  Potenz  von  t  in 
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der  Entwicklung  des  Ausdrucks  (1  — 2tcos(p  -^t^)^^^*  zu  mul- 
tipliciren.    Für  das  einzelne  Glied  ergiebt  sich  aber: 


Die  Multiplication  mit  den  Coefficienten  p  liefert: 
und  mit  Bücksicht  hierauf  also  ist: 

—    S    (Cy^    —    2CydytC0Sq>    4-dy^t^)-y*. 

Mittelst  der  so  gewonnenen  B^en  lässt  sich  nun  für  je- 
den Punkt,  den  Berührungspunkt  ausgenommen,  die  Dichtigkeit 
berechnen.  Poisson  hat  diese  Berechnung  für  eine  Anzahl 
Fälle,  die  Coulomb  dem  Versuche  unterworfen  hatte,  ausge- 
führt. Wir  lassen  einige  derselben  zur  Vergleichung  der  theo- 
retischq^  und  empirischen  Ergebnisse  hier  folgen.  Der  Werth 
des  Qesammtpotentials  ist  gleich  Eins  gesetzt,  die  Dichtigkeit 
in  der  Polardistanz  (p  durch  q  {g))  und  die  mittlere  Dichtigkeit, 
d.  i.  die  Quantität  der  Ladung,  durch  die  Oberfläche  dividirt, 
mit  (i  bezeichnet. 

1.    JSi  =  Ji,  =  1. 

9  0«  30^  60^  90«  180** 

4nQ  0,0  0,137  0,599  0,803  0,916 

()(90):p(180)  9(90):(>(60)  9(90):^(30)  p(180):/^ 

Berechnet        0,877  1,342  5,85?  1,322. 

Beobachtet      0,95  1,25  4,80  1,27. 


2.  It,  —  \,B,  —  2. 

9 

0»        fiO»       90« 

1800 

4«p, 

0,0       0,321      0,577 

0,781 

i«Qt 

0,0       0,464 

«  •  •  • 
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(>i (90) :9a (90)    QiilSO):ii,  (ir.lh 

Berechnet  1,238  1,834  1,1601 

Beobachtet        1,25  1,55  1,08 


3.    Ri  =  1, 

R,  =  4. 

g>                        0« 

90« 

180» 

4:31  Ol                                       0 

0,349 

0,584 

9i(180):p,(90) 

Pi(180):^ 

i^wlh 

Berechnet         1,673 

2,477 

1,3168 

Beobachtet        1,43 

2,35 

1,30 

4.    i?i-l, 

^  —  8. 

p,(180):(ti 

Hl.  Hl 

« 

Berechnet          3,087 

1,4443 

Beobachtet     -3,18 

1,65. 

Von  der  Betrachtung  der  Influenz  zwischen  zwei  elektri- 
sirten  Kugeln  wenden  wir  uns  zur  Bestimmung  der  Kraft,  mit 
welcher  zwei  gleich  grosse  elektrisirte  Kugeln  sich  gegenseitig 
anziehen  oder  abstossen.  Wir  fassen  zunächst  den  Fall  ins  Auge, 
wo  die  Kugeln  einander  berühren  und  mit  gleichen  Quantitäten 
geladen  sind,  so  dass  eine  gegenseitige  Abstossung  stattfindet. 
Die  Ladung  der  Kugeln  können  wir  als  aus  zwei  Ladungen  be- 
stehend betrachten,  wie  sie  auftreten,  wenn  die  eine  Kugel  iso- 
lirt,  die  andere  abgeleitet  ist.  Für  die  Bildpunkte  einer  solchen 
Ladung  hat  man  aber  dem  Früheren  zufolge,  wenn  das  Ge- 
sammtpotential  in  der  isolirten  Kugel  und  der  Radius  der  Ku- 
geln gleich  Eins  gesetzt,  übrigens  aber  die  bisherige  Bezeich- 
nungsweise beibehalten  wird: 

go    =1,     g'    =_J,     g"    =1,     g"'  =-l 

/O    A        //    3         ///    2         *  ff    & 


s     •  •  • 


-—     •  •  •  •  • 


^2      2,       tg     j,       ^2       _^   -,       ^2 


m   3 


T        •     •     • 


4 


Da  nun  für  beide  Kugeln  gleiche  Verhältnisse  bestehen,  so 
folgt  hieraus,  dass  die  ganze  Ladung  der  einzelnen  Kugel  sich 
auf  elektrische  Bilder  zurückfahren  lässt,  deren  Massen  die  fol- 
genden sind : 


2>      3»  4 
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und  für    die   entsprechenden  Entfernungen  vom  Mittelpunkte 
hat  man: 

Es  werde  jetzt  die  Masse  eines  Bildpunktes  der  einen  Kugel 
durch  qn  und  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkte  durch  UJ  be- 
zeichnet, während  die  analogen  Grössen  für  einen  Bildpunkt 
der  anderen  Kugel  qn"  und  tn"  seien.  Alsdann  hat  man,  wie 
leicht  einzusehen,  für  die  Grösse  der  Abstossung,  welche  die 
Bildpunkte  der  einen  Kugel  durch  die  der  anderen  erleiden: 


•  •  ■  • 


(2  -  U  -  tn")* 

Nun  ist  aber: 

y;__jl 1 2  3 

also  auch: 

^=^  t'-p+r« — )- 2^-45+55 — } 
_LQ|i_i_i_i_    l_Jl_2._i_l_    1 

"•"14»       5»   '6»      ""J  l5»       6»"'  7»      **"/ 

+ 

Um   zunächst  die  hier   auftretenden  Beihen  zu  summiren, 
bemerke  man,  dass  für  jedes  positive  n,  das  grösser  als  Eins  ist. 


^-^^^fx'logld 


X 


ist.    Hieraus  folgt: 

(irTTr»~örT^+'örT3)5 =f^iog^dx 

—  I  ix'  +  ^log—  dx  -\-  I  Zx*^Hog—  äx  —  •••• 

0  0 

'  1 

n^log  — 

dXf 


(1+^)' 


wonach  man  findet: 
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^  {1  —  2x  -{-  3x^  —  4a;8  + )dx 


xlogx     j 
7  ^^> 


(1  +  xy 


oder: 


i:  =  ^  (4  7ö^  2  —  1)  =  0,07386. 


Da  man  in  dem  betrachteten  Falle  ftir  die  Ladung  einer 
Kugel  den  Werth 

1-J  +  -J- =  %2 

hat,  so  stellt  sich  also  die  Abstossung  einer  Kugel  in  dem  Falle, 
wo  jede  der  Kugeln  die  Ladung  Q  hat,  dar  durch: 

0,15373  Q\ 

Die  Anziehung  zweier  Kugeln,  die  sich  berühren,  ohne  dass 
eine  Leitung  stattfindet,  ist  unendlich  gross,  wenn  ihre  Ladun- 
gen solche  sind,  dass  das  Gesammtpotential  in  beiden  Kugeln 
verschiedene  Werthe  hat. 

Wir  wollen  jetzt  zwei  gleiche  Kugeln  betrachten,  die  sich 
nicht  berühren,  und  über  deren  Ladungen  ^i  und  Q^  wir  keine 
beschränkende  Annahme  machen.  Um  ihre  Anziehung  mittelst 
des  Principes  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  zu  finden,  bilden 
wir  das  halbe  Potential  der  Elektricität  auf  sich  selbst;  es  ist, 
wenn  (ri,  G^  das  Gesammtpotential  in  der  einen  und  ande- 
ren Kugel  ist: 

\  (öl  <2i  +  G^  Qt). 

Die  Variation,  welche  dieser  Ausdruck  erleidet,  wenn  man 
die  Kugeln  in  der  Richtung  der  Centrale  einander  nähert,  oder 
von  einander  entfernt,  kommt  der  negativen  Arbeit  der  beiden 
Kräfte  gleich,  durch  welche  die  Wirkungen  zwischen  den  Kugeln 
dargestellt  werden  Ist  nun  K  diese  Kraft  für  die  eine  Kugel 
und  wird  solche  positiv  genommen,  wenn  die  Kugel  von  der 
anderen  abgestossen  wird,  so  ist  also,  wofern  beide  Kugeln  isolirt 
sind  und  folglich  die  Quantitäten  ungeändert  bleiben: 


auf  zwei  Conductoren.  9 1 

2'  dS 


Nach  dem,  was  Irüher  über  die  Influenz  zweier  Kugeln  ge- 
funden wurde/ hat  man: 

wo  zu  setzen  ist: 

^  =  ^  +  S»  -  1  +  S^  _  3iS2  +  1  + 

Tf —   ^     I  ?  I l L 

Indem   man  die  obigen    Gleichungen  differentürt  und  die 

Werthe  von  -ttt  und  -^-7^  einsetzt,  findet  man: 

dS  dS 


2 


[(ß?  +  G^))  g  -  2  ö.  a.  g[ 


wodurch  die  fragliche  Wirkung  sich  aus  der  Centrale  und  den 
Potentialwerthen  bestimmt.  Um  dieselbe  Grösse  durch  die  La- 
dungen und  die  Centrale  auszudrückeo ,  lösen  wir  die  beiden 
Gleichungen  für  ^1  und  ^2  auf  ui^d  finden: 

wo  gesetzt  ist: 


2J  S 


I 


—  A  —  7? 


Hiernach  kommt: 


^^\  {(<?!'  +  Ql)  M-2Qr  Q,n], 
wo  zu  setzen  ist: 

Wenn  eine  der  Kugeln  abgeleitet  ist,  so  verschwindet  der 
Potentialwerth  in  ihr  und  bleibt  nur  die  Ladung  der  anderen 
Kugel  constant;  alsdann  ist,  wenn  Q  den  Potentialwerth  in  der 
isoUrten  Kugel  bedeutet: 
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2      dS 
Es  möge  hier  eine  von  W.  Thomson  berechnete  Tabelle 

Platz  finden,  welche  die  Werthe  der  Grössen  S,  S',  -3-0    und 

dZ' 
dS 


fiir  Werthe  von  S  liefert,  die  von  2  bis  4,  um  ein  Zehntel 


fortschreitend,  anwachsen. 


^  8 

* 

2 

2'     • 

1  d^Z 

2  dS 

1  dS' 

2  dS 

2,0 

r+0,693147 

00 

00 

-Idf'  +  ^^'^^^ 

2,1 

1,58396 

0,88175 

1,13844 

1,17439 

2,2 

1,43131 

0,72378 

0,52852 

0,56350 

2ß 

1,34827 

0,63395 

0,32917 

0,36357 

2,4 

1,29316 

0,57202 

0,23159 

0,26464 

2,5 

1,25324 

0,52537 

0,17432 

0,20630 

2,6 

1,22218 

0,48819 

0,13696 

0,16787 

2,7 

1,19755 

0,45746 

0,11082 

0,14090 

2,8 

1,17738 

0,43140 

0,09174 

0,12073 

2,9 

1,16056 

0,40886 

0,07720 

0,10526 

3,0 

1,14629 

0,38908 

0,06592 

0,09299 

3,1 

1,13404 

0,37151 

0,05693 

0,08304 

3,2 

1,12340 

0,35571 

0,04963 

0,07481 

3,3 

1,11410 

0,34150 

0,04363 

0,06791 

3,4 

1,10588 

0,32852 

0,03863 

0,06203 

3,6 

1,09859 

0,31663 

0,03441 

0,05697 

3,6 

1,09208 

0,30569 

0,03084 

0,05257 

3,7 

1,08623 

0,29557 

0,02775 

0,04872 

3,8 

1,08095 

0,28617 

0,02509 

0,04531 

3,9 

1,07617 

0,27742 

0,02278 

0,04229 

4,0 

1,07182 

0,26924 

0,02075 

0,03958 

Aus  dem  Obigen  ergeben  sich  leicht  folgende  allgemeine 
Regeln  über  das  Vorzeichen  der  Kraft  K,  Wenn  beide  Kugeln 
isolirt  und  mit  ungleichnamigen  Quantitäten  geladen  sind,  so 
findet  unter  allen  Umständen  eine  Anziehung  statt,  desgleichen, 
wenn  die  eine  Kugel  isolirt,   die  andere  abgeleitet  ist.     Wenn 


f — -s 


^-  1 
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die  Ladungen  der  Kugeln  einander  gleich  sind,  so  stossen  letz- 
tere einander  in  jeder  Entfernung  ab.  Zwei-  gleiche  Kugeln, 
i^A  TMif  pUir^Vj^rfipfo^  ^  nVkAr  ungleichen  Elektricitä tsmengep, > ge- 
laden  sin^^^-^nbcö-beL^einer  gewissen  EutfomiTng  keine  Wirkung 
[ander  aus.  Bei  jedör-grfjgseren  Entfernung  stossen  sie 
einander  ab,  bei  jeder  kleineren  Entfernung  aber  ziehen  sie  ein- 
ander an. 

Ueber  die  Wechselwirkung  zwischei>  elektrisirten  Kugeln 
hat  Snow  Harris  (W,  Thomson^  (hi  the  mathematical  theory 
qf  eUctricity  in  Equilibrium,  Philos.  Magaa,  4.  ser,  Vol  VIII.) 
Versuche  angestellt.  Derselbe  bestimmte  mit  Hülfe  einer  ge- 
wöhnlichen Wage  die  Anziehung  zwischen  einer  Kugel,  welche 
isolirt  war  und  mit  der  inneren  Belegung  einer  geladenen  Bat- 
terie in  Verbindung  stand,  und  einer  gleich  grossen,  aber  abge- 
leiteten Kugel.  Für  verschiedene  Entfernungen  beider  Kugeln 
ergaben  sich  folgende,  in  Grau  ausgedrückte  Anziehungen: 


s 

K 

2,3 

15 

2,5 

8,25 

2,8 

4,6 

3,0 

3,5 

Der  Theorie  gemäss  hat  man  für  die  absolute  Anziehung, 
da  das  elektrische  Potential  in  der  einen  Kugel  gleich  Null  war: 

2  'dS' 
wo  G  das  Potential  in  der  isolirten  Kugel  bedeutet.  Insofern 
nun  letzteres,  welches  mit  dem  der  inneren  Belegung  der  Batte- 
rie zusammenfiel,  merklich  congtattL  blieb ^  mussten  sich  die 
Kräfte,  welcbö  döfTverscKiedenen  Entfernungen  entsprachen,  wie 
die  Zahlen  32917,  17432,  9174,  6592,  oder  wie  die  Zahlen  15,  7,94, 
4,18,  3,00  verhalten.  Die  steigenden  Differenzen  der  drei  letzten 
Zahlen  und  der  correspondirenden  beobachteten  Zahlen  lassen 
sich  nach  Thomson  aus  dem  Umstände  erklären,  dass  neben 
den  Kugeln  auch  noch  andere  bezüglich  isolirte  und  abgeleitete 
Körper  zur  Wirkung  kamen.    Eine  solche  Störung  musste  sich 


J 


y 
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offenbar  in  gleichem  Sinne  äussern^  wie  eine  Vergrösserung  der 
Engeln  bei  gleichbleibender  Entfernung,  d.  h.  es  musste  die  An- 
ziehung weniger  rasch  abnehmen,  als  die  Theorie  angiebt,  wie 
solches  wirklich  der  FaU  war. 

Die  Kenntniss  der  Gesetze  für  die  Wechselwirkung  zweier 
Sphären  macht  es  möglich,  die  Ladung  einer  Sphäre  durch  An- 
wendung der  Drehwage  auf  absolutes  Maass  zurückzuführen. 
Es  sei  Q  die  zu  bestimmende  Ladung  einer  Sphäre.  An  dieser 
Sphäre  werde  die  Standkugel  einer  Drehwage  geladen.  Aus 
den  Dimensionen  der  erst  erwähnten  Kugel  und  der  Stand- 
kugel kann  nach  dem  Früheren  die  Ladung  X  Q,  welche  auf  die 
Standkugel  übergeht,  bestimmt  werden.  Nachdem  die  Stand- 
kugel in  das  Elektrometer  gebracht  worden,  die  bewegliche  Ku- 
gel, die  ebenso  gross  wie  jene  sei,  mit  ihr  in  Berührung  ge- 
bracht und  elektrisirt  worden,  werde  durch  Torsion  des  Drah- 
tes erzielt,  dass  der  Wagebalken  in  einem  bestimmten  Azimuthe 
ins  Gleichgewicht  kommt.  Die  diesem  Azimuthe  entsprechende 
Entfernung   der  Kugeln  der  Drehwage  sei  S,  alsdann  hat  man, 

da  jetzt  Qx  zrzi  Q2  =z  •-  XQ  ist,  für  die  Abstossungskraft,  die  an 

jeder  der  Kugeln  thätig  ist : 

K=-jl^Q^ JS . 

wenn,  unter  B  den  Radius  einer  der  Kugeln  verstanden,  ge- 
setzt wird: 

^-  ^  —^y-S~^  Ä«  —  11'  ~  S»  —  2E^S 

I  -R*  .1 

^  S*  —  3Ji*Sü  + JK* ]■ 

Indem  wir  den  reciproken  Wertli  dieses  Ausdruckes  n&oh 
steigenden  Potenzen  von  E :  S  entwickeln,  die  Derivation  bilden 
und  substituiren,  ergiebt  sich  für  eine  Annäherung  bis  zur  5ten 
Potenz  einschliesslich: 


jr-^'Q'Cl        4-Rn 


Für  das  durch  letztere   Kraft    erzeugte  Drehungsmoment  hat 
man: 
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wenn  p  das  Perpendikel  ist,  welches  in  der  Horizontalebene 
von  der  Drehungsaxe  auf  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
beider  Ku'geln  herabgelassen  wird. 

Und  wenn  ferner  r  das  Torsionsmoment  der  Drehwage,  ö 
aber  die  Torsion  des  Drahtes  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes 
bedeutet,  so  ist:     . 

«•=!?  "■ 

Die  Anwendung  der  letzteren  Formel  wollen  wir  an  Daten 
erläutern,  die  einer  Untersuchung  von  Weber  und  Kohlrausch 
über  elektro- dynamische  Maasabestimmungen  entnommen  sind. 
Der  Radius  der  Kugel,  deren  Ladungen  gemessen  wurden,  be- 
trug 15,946  Centimeter;  der  Radius  der  Standkugel  1,1537; 
hiemach  war  (s.  S.  85): 

1.     A  =  0,0078752,  Q  —  kQ:kQ=\i 0,0079377. 

Die  Standkugel  war  um  9,353,  die  bewegliche  Kugel  um  6,17 
Centimeter  von  der  Drehaxe  entfernt.  Hieraus  folgt,  da  den 
beiden  Kugeln  durch  Torsion  immer  eine  solche  Stellung  gege- 
ben wurde,  dass  ihre  Azimuthaidifferenz  genau  90®  betrug,  S  = 
11,205,  jp  =  5,15025.  Endlich  war  H  =  1,1567  zu  setzen,  indem 
letzteres  das  Mittel  der  sehr  nahe  gleichgrossen  Kugeln  des 
Elektrometers  war.    Aus  obigen  Daten  folgt: 

2.    ö  =  97,942. 

Um  das  Torsionsmoment  t  zu  bestimmen  wurde  der  Wage- 
balken entfernt,  mittelst  eines  kleinen  senkrechten  Cylinders 
eine  Kreisscheibe  in  ihrem  Mittelpunkte  horizontal  an  den 
Draht  befestigt  und  die  Schwingungsdauer  bei  dieser  Belastung 
bestimmt.  Der  kleine  Cylinder  hatte  einen  Radius  von  0,325 
Centimeter,  und  wog  2,620  Gramme.  Der  Radius  der  Scheibe 
betrug  6,395  Centimeter,  ihr  Gewicht  191,1124  Gramme.  Hier- 
nach war  das  Trägheitsmoment  der  oscillirenden  Masse: 

J  =  3908,03868. 

Die  Dauer  einer  ganzen  Oscillation  wurde  gefunden: 

D  =  94,278. 
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Nun  ist  aber  in  Gemässheit  der  Gesetze  für  die  verschwindend 
kleinen  Torsionsoscillationen  eines  belasteten  Drahtes: 

woraus    sich    mittelst    obiger    Daten    für   das    Torsionsmoment 
der  Werth 

17,358 

berechnet.     Durch   Combination  dieses  Werthes  mit  dem  durch 
einen  zweiten  Versuch  gelieferten  ergab  sich: 

3.    T  =  17,400. 

Aus  1,  2  und  3  folgt  jetzt  endlich: 

^2  =  27,4786. 10«.  e, 

wo   0  den    Torsionsbogen  im   Elreise   mit  dem  Radius  Eins  be- 
deutet. 

Bei  «einem  von  den  genannten  Forschern  angestellten  Ver- 
suche betrug  der  Torsionswinkel  175,3  Minuten,  mithin  war: 

ö  =  0,0509927, 
und  folglich: 

Q  =  1183,7. 

Die  Ladung  der  ersten  Kugel  enthielt  also  1183,7mal  das- 
jenige Quantum  Elektricität,  welches  auf  ein  gleiches  Quantum 
in  der  Entfernung  eines  Centimeters  mit  einer  Kraft  wirkt,  die 
einem  Gramme  während  einer  Secunde  die  Geschwindigkeit 
von  einem  Centimeter  ertheilen  würde. 

Litteratur.    PoißBon.    Memoire  1  et  2  sur  la  distribution  de  reiectricit^ 
k  la  surface   des  corps   conducteurs.     Mem.   de  la   classe   des   soieno. 
mathem.  et  phys.  de  Tinstitat.  Annee  1811. 
W.  Thomson.   On  the  mutual  attraction  or  repulsion  between  two  elec- 
trified  spherical  oonductors.    Philos.  Mag.  4.  ser.  Vol.  V,  VI. 


3.    Elektrisohe  Verstärkungsapparate. 
Das  Prlnoip  der  Erhaltung  der  Kraft  auf  den  Hergang 
bei  der  Entladung  eines  Verstärkungs- Apparates  ange- 
wandt.    Bestimmung  der  Ladung  eines  Verstärkungs- 
Apparates  naoh  absolutem  Maasse. 


In  den  Wirkungskreis  eines  isolirten,  geladenen  Leiters, 
von  dem  wir  der  Einfachheit  wegen  annehmen  wollen,  dass  er 
von  einer  Revolutionsfläche  begrenzt  sei,  werde  ein  zweiter 
mit  der  Erde  in  Verbindung  stehender  Leiter  gebracht  und 
auch  dieser  möge  von  einer  Bevolutionsfiäche  begrenzt  und  so 
gestellt  werden,  dass  seine  Axe  mit  der  des  ersten  Leiters  zu- 
sammenfällt. 

Es  leuchtet  alsdann  ein ,  dass  die  elektrische  Wirkung 
zwischen  den  Conductoren  strebt  den  einen  dem  anderen  in  der 
Richtung  der  gemeinsamen  Axe  zu  nähern,  indem  der  eine  allent- 
halben mit  positiver,  der  andere  mit  negativer  Elektricität  be- 
deckt ist.  Wir  schliessen  hieraus,  dass,  wenn  der  eine  Conductor 
dem  anderen  in  der  genannten  Richtung  genähert  wird,  der 
Werth  des  Gesammtpotentiales  im  Innern  des  isolirten  Conduc- 
tors  an  Grösse  abnimmt.  Wegen  der  Art  der  Wirkung  muss 
nämlich  bei  einer  Annäherung  rin  Wrrfji^jjjni  rntrnttftlii  nh'TBJldli 
üchCT^Elektricillflr'gnf^sitdi  selbst  abnehmen.  Dieser  stellt  sich 
aber  dar  durch  das  Product  aiis  der  Ladung  des  isolirten  Con- 
ductors  und  dem  in  letzterem  auftretenden  Potentialwerthe,  in- 
dem das  Potential  im  abgeleiteten  Conductor  verschwindet.  Und 
da  die  Ladung  des  isolirten  Conductors  constant  bleibt,  so  muss 
also  das  Potential  der  Elektricität  auf  sich  selbst  zu-  oder  ab- 
nehmen, je  nachdem  das  Gesammtpotential  im  isolirten  Con- 
ductor zu-  oder  abnimmt. 

Auf  den  soeben  erörterten  Verhältnissen  bei  zwei  Conduc- 
toren beruht  die  Wirkung  der  zur  Verstärkung  und  Ansamm- 
lung der  Elektricität  dienenden  Apparate,  des  Condensators,  der 
Franklin'schen  Tafel,  der  Leydener  Flasche  und  der  elektri- 

Beer,  Elektrostatik.  7 
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sehen  Batterie.  Es  bestehen  diese  Apparate  aus  zwei  einander 
nahe  gebrachten  Leitern,  von  welchen  der  eine  mit  einer  Elek- 
tricitätsquelle  in  Verbindung  gebracht  wird,  während  der  an- 
dere abgeleitet  wird.  Aus  einer  Elektricitätsquelle  wird  der 
Uebergang  der  Elektricität  auf  den  zu  ladenden  Leiter  auf- 
hören, sobald  die  scheidende  Kraft  der  Quelle  nicht  mehr  im 
Stande  ist  der  Abstossung  das  Gleichgewicht  zu  halten,  welche 
die  aufgehäufte  Elektricität  von  der  ganzen  elektrischen  La- 
dung erleidet.  In  dem  Maasse  also,  als  das  Potential  der  auf 
beiden  Leitern  aufgehäuften  Elektricität  kleiner  ist,  wird  auch 
die  Quantität  der  Ladung  des  isolirten  Conductors  für  den  Zu- 
stand, wo  die  Thätigkeit  der  Quelle  aufhören  muss,  grösser  sein. 
Jenes  Potential  wird  aber,  wie  wir  sahen,  dm-ch  die  Gegenwart 
des  abgeleiteten  Leiters  herabgedrückt,  so  dass  also  eben  da- 
durch der  isolirte  Leiter  ein  grösseres  Quantum  aufnehmen  muss, 
damit  das  Gesammtpotential  den  Werth  annimmt,  wobei  die 
Aufnahme  aus  der  Quelle  aufhört.  Die  gegenseitige  Influenz 
der  beiden  Condußtoren  wird  unter  übrigens  gleichen  Umstän- 
den-da^JJTch  wesently.h  Y^^«^^'^^t,  ^"»ss  sie  mit  möglichst  grossen 
Theilenjifirer  Oberfläche  möglichst  nahe  gebracht  werden.  In 
der  Regel  tret5rdte'i)eld^li''t}üüdüeluien>-€Ja.ijüe-^ine-'i^  an- 
dere metallische  Belegung  einer  gut  isolirenden  möglichst  dün- 
nen Platte  oder  als  äussere  und  innere  Belegung  eines  gut  isoli- 
renden flaschenförmigen  Gefasses  auf. 

Als  ein  sehr  einfaches  Beispiel  von  einem  elektrischen  Ver- 
stärkungsapparat wollen  wir  hier  eine  Leydener  Flasche  von 
sphärischer  Gestalt  betrachten.  Eine  isoHrende  dünne  Kugel- 
schale, die  mit  einer  kleinen  etwa  kreisförmigen  Oeffhung  ver- 
sehen ist,  sei  auf  ihrer  ganzen  äusseren  und  ihrer  ganzen  inne- 
ren Fläche  mit  einem  verschwindend  dünnen  Metallüberzuge 
versehen.  Durch  einen  sehr  dünnen  Draht,  welcher  durch  die 
Oeflhung  hindurchgeht,  werde  die  innere  Belegung  der  Flasche 
mit  einer  Elektricitätsquelle  in  Verbindung  gesetzt,  deren  Thä- 
tigkeit aufhöre,  sobald  das  Potential  der  inneren  Belegung  den 
Werth  c  erreicht.  Die  äussere  Belegung  der  Flasche  werde 
durch  einen  ebenfalls  sehr  dünnen  Draht  abgeleitet.  Welches 
wird  unter  diesen  Umständen  die  Grösse  der  Ladung  sein»  wel- 
che von  der  Flasche  aufgenommen  wird? 
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Man  sieht  leicht  ein,  dass,  wenh  die  Oberfläche  der  Oeff- 
nung  gegen  die  ganze  Oberfläche  der  Flasche  vernachlässigt 
werden  kann,  die  Ladung  der  einen  und  anderen  Belegung  so 
berechnet  werden  darf,  als  ob  die  äussere  und  innere  Fläche 
der  Flasche  gleichförmig  mit  Elektricität  belegt  sei  Bezeich- 
nen wir  daher  die  Ladung  der  inneren  und  äusseren  Belegung 
durch  Q  und  Q^,  den  äusseren  Radius  der  Flasche  durch  B  und 
ihre  Dicke  durch  0,  so  hat  man: 

woraus  sich  ergiebt: 

V  =  —    VO   7j • 

Die  Verstärkung  9  welche  hier  durch  die  äussere  Belegung  be- 
wirkt ^ird,  hat  den  Quotienten  R:d  zum  Maasse,  da  die  in- 
nere Belegung  für  sich  allein  nur  die  Quantität  (i2  -<-  0)  c  auf- 
nehmen würde.  Man  bemerke  ferner^  dass  die  Ladungen  der  bei- 
den Belegungen  entgegengesetzt  gl^eich  sind,  sowie  dass  das  Po- 
tential auf  der  inneren  Belegung  mit  der  Quantität  der  Ladung 
und  in  erster  Annäherung  mit  der  Dicke  des  Zwischenkörpers 
proportional  ist.  Analoges  gilt,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  für 
jede  beliebig  gestaltete  Flasche,  wofern  nur  der  Zwischenkörper 
sehr  dünn  ist  und  keine  von  den  Belegungen  über  die  andere 
hinaus  ragt. 

Es.  sei  Q  die  Ladung  der  einen,  wir  wollen  sagen  der  inne* 
ren  Belegung  einer  Flasche,  auf  d^ren  äusserer  Belegung  das 
Potential  der  Oesammtladung  verschwindet.  Sie  kann  in  zwei 
Theile  q  und  go  zerlegt  werden,  von  welchen  der  erste  so  über 
die  innere  Belegung  ausgebreitet  ist,  dass  er  für  sich  allein  im 
Gleichgewicht  ist  und  sein  inneres  Potential  mit  dem  Werthe 
des  Gesammtpotentiales  auf  der  genannten  Belegung  zusammen- 
faili  Der  zweite  Theil  go  i^t  alsdann  die  Ladung,  welche  auf 
der  inneren  Belegung,  wenn  sie  abgeleitet  wäre,  von  der  Ladung 
der  äusseren  Belegung  inducirt  würde;  letztere  Ladung  wollen 
wir  durch  —  Q^  bezeichnen.  Ferner  sei  Äi  und  Äi  das  äussere 
und  innere  Potential  für  die  innere  Belegung,  wenn  solche  für 
sich  allein  genommen  mit  der  Quantität  Eins  geladen  wird ;  die 

7* 
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analogen  Grössen   fiir  die  äussere   Belegung   seien  A^  und  A^!. 
Man  hat  alsdann  nach  einem  früheren  Satze: 

Wenn  nun  der  Zwischenkörper  verschwindend  dünn  ist, 
und  keine  der  Belegungen  über  die  andere  hinausragt,  so  kann 
man  innerhalb  der  Grenzen  der  obigen  Integrale  setzen: 

Äi  =  JLi'  —  4:7tQx0y  -4.3  =  A'  —  4^930, 
wo  6  die  Dicke  des  Zwischenkörpers,  ^i  und  q^  die  den  Poten- 
tialen Ai  und  A^  entsprechenden  Dichtigkeiten  auf  den  einan- 
der zugekehrten    Seiten    der  Belegungen   bedeuten.    Hiernach 
kommt: 

Für  das  Potential  auf  der  inneren  Belegung  erhält  man : 
qÄ,'  =  (Q-q;)Ä,'  =  (^fQ,6dQ,  +  ^.  f  9^0  d  q)  A,' . 

Aus  den  letzten  Formeln  ersehen  wir  aber,  dass  bei  einer 
Flasche  mit  sehr  dünnem  Zwischenkörper  in  erster  Annäherung 
die  absoluten  Werthe  der  Ladungen  Q  und  —  Qq  einander  gleich 
gesetzt  werden  können  und  dass  das  Potential  auf  der  inneren 
Belegung  durch  a  Q  dargestellt  werden  kann,  wenn  a  eine  von 
der  Beschaffenheit  der  Flasche  abhängige  Constante  bedeutet, 
welche  von  derselben  Ordnung  wie  die  Dicke  des  Zwischen- 
körpers ist. 

Auf  den  oben  betrachteten  Fall,  wo  das  Gesammtpotential 
auf  der  einen  Belegung  verschwindet,  und  den  Fall,  wo  in  bei- 
den Belegungen  ein  und  derselbe  Potentialwerth  auftritt,  lässt 
sich,  wie  man  leicht  einsehen  wird,  eine  jede  Ladungsweise  einer 
Leydener  Flasche  zurückführen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  der  elektrischen 
Batterien.  Indem  man  eine  Eeihe  von  Leydener  Flaschen  so 
vereinigt,  dass  die  gleichnamigen  Belegungen  etwa  mit  Hülfe 
von  sehr  dünnen  Drähten  in  leitende  Verbindung  treten,  erhält 
man  die  gewöhnliche  elektrische  Batterie. 

Das  Potential  der  Gesanmitladung  einer  solchen  Batterie 
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muss  sowohl  auf  der  einen  wie  auch  auf  der  anderen  Belegung 
einen  constanten  Werth  aufweisen.  Wenn  ins  Besondere  eine 
Belegung  mit  der  Erde  in  Verbindung  steht,  so  verschwindet 
auf  ihr  das  Potential.  In  diesem  Falle,  welcher  bei  der  gewöhn- 
lichen Art  die  Batterie  zu  laden  stattfindet,  kann  dem  Vorher- 
gehenden zufolge  das  Oesammtpotential  in  der  einzelnen  Fla- 
sche dem  Potential  ihrer  Ladung  in  erster  Annäherung  gleiqh 
gesetzt  werden.  Hieraus  folgt,  dass  die  Ladung  der  einzelnen 
Flasche  nahezu  in  gleicher  Weise  angeordnet  ist,  wie  wenn  die 
Flasche  für  sich  allein  stände.  Es  sei  Q  die  Elektricitätsmenge, 
welche  einer  Belegung,  wir  wollen  sagen  der  inneren  zugeführt 
wird,  während  die  andere  abgeleitet  ist.  Die  Ladungen  der  in- 
neren Belegungen  der  einzelnen  Flaschen  seien  gi,  92,  gs  •••  Fer- 
ner seien  a^  02,  03  •  •  •  die  Potentiale  auf  den  inneren  Belegun- 
gen der  einzelnen  getrennten  Flaschen,  wenn  solche,  während 
die  äusseren  Belegungen  abgeleitet  sind,  mit  dem  Quantum  Eins 
geladen  werden.  Alsdann  hat  man,  wenn  noch  das  Potential 
auf  der  inneren  Belegung  der  Batterie  durch  c  bezeichnet  wird: 

c  =  aiqi  =  a^qi  =  Oa^s  =••,  ö  =  2i  +  *  +  33  H 

Für  eine  Batterie,  die  aus  v  gleich  gestalteten  und  gleich  grossen 
Flaschen  besteht,  ergiebt  sich  hieraus: 

V 

Unter  der  Fran klinischen  oder  Cascadenbatterie  versteht 
man  ein  System  von  Flaschen,  welche  so  verbunden  sind,  dass 
von  den  Belegungen  einer  Flasche  die  eine  mit  der  ungleich- 
namigen Belegung  der  vorhergehenden  Flasche,  die  andere  mit 
der  ungleichnamigen  Belegung  der  folgenden  Flasche  in  leiten- 
der Verbindung  steht.  Unverbunden  bleibt  also  eine  Belegung 
der  ersten  Flasche  des  Systemes  und  die  ungleichnamige  Bele- 
gung der  letzten  Flasche.  Die  Ladung  wird  bewirkt,  indem 
von  den  letzt  genannten  Belegungen  die  eine  mit  der  Elektrici- 
tätsquelle,  die  andere  mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt  wird. 
Wir  wollen  unsere  Betrachtungen  auf  den  Fall  beschränken,  wo 
die  Batterie  aus  lauter  gleichen  Flaschen  besteht.  Die  äussere 
Belegung  der  ersten  Flasche  sei  abgeleitet  und  enthalte  das 
elektrische  Quantum  —  Q,  Alsdann  ist  die  Ladung  der  inne- 
ren Belegung  in  erster  Annäherung  gleich  Q  zu  setzen  und  auf 
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dieser  Belegung  herrscht  das  Potential  aQ,  wenn  a  das  Poten- 
tial ist,  welches  der  Ladung  Eins  entspricht.  Dasselbe  Poten- 
tial muss  auf  der  äusseren  Belegung  der  zweiten  Flasche  auf- 
treten und  die  Ladung  dieser  Belegung  ist  offenbar  —  ^.  Was 
die  Anordnung  der  Ladung  in  der  zweiten  Flasche  betrifft,  so 
kann  diese  Ladung  als  zusammengesetzt  betrachtet  werden  aus 
einer  Ladung,  welche  für  sich  auf  der  äusseren  Belegung  das 
Potential  Null  erzeugt,  und  einer  Ladung,  welche  in  beiden  Be- 
legungen ein  und  dasselbe  Potential  hervorruft.  Die  Theile  der 
ersten  Ladung,  welche  auf  der  inneren  und  äusseren  Belegung 
auftreten,  seien  in  erster  Annäherung  ^  und  —  g.  Die  Theile 
der  zweiten  Ladung  sind  in  erster  Annäherung  einander  gleich 
und  seien  g*.  Wenn  wir  alsdann  noch  das  Potential,  welches 
auftritt,  wenn  beiden  Belegungen  einer  Flasche  die  Quantität 
Eins  mitgetheilt  wird,  und  welches  in  erster  Annäherung  für 
beide  Belegungen  dasselbe  ist,  durch  h  bezeichnen,  so  kommt 
nach  dem  Obigen: 

6«'  =  a(2,  g-g'=  Ö. 
Hiemach  erlangt  das  Potential  auf  der  inneren  Belegung  der 
zweiten  Flasche  den  Werth: 

o«  +  ft«'  =  (2a+  |^)<2, 

oder  in  erster  Annäherung  den  Werth  2aQ. 

Indem  man  von  der  zweiten  Flasche  zur  dritten  u.  s.  f.  in 
gleicher  Weise  wie  von  der  ersten  zur  zweiten  fortschreitet, 
findet  man,  dass  die  Ladungen  der  inneren  Belegungen  gleich 
Qy  die  der  äusseren  gleich  —  Q  sind,  und  dass  das  Potential 
auf  den  auf  einander  folgenden  äusseren  Belegungen  die  Werthe 
0,  a(2,  2a<?,  3a^  •••,  auf  den  inneren  Belegungen  die  Werthe 
aQy  2aö,  3a^,  ia^---  aufweist,  wenn  Q  die  der  inneren  Be- 
legung der  letzten  Flasche  zugefiihrte  Elektricitätsmenge  ist. 

Der  Hergang  bei  der  Entladung  einer  elektrischen  Batterie 
ist  jedenfalls  ein  sehr  verwickelter.  Wie  derselbe  aber  auch 
verlaufen  möge,  die  lebendige  Kraft,  welche  bei  der  Entladung 
erzeugt  wird,  kfifiomt  in  Gemässheit  des  Principes  von  der  Er- 
haltung der  Kraft  dem  Doppelten  der  Arbeit  gl^h,  welche 
von  den  thätigen  Kräften  geleistet  wird.  Bezeichnen  wir  die 
erzeugte  lebendige  Kraft,  vermindert  um  das  Doppelte  der  Ar- 
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beit  der  nicht  elektrischen  Kräfte  als  den  Effect,  welchen  die        \ 
elektrischen  Kräfte  hervorbringen,  so  ist  also  jener  Effect  gleich 
dem  Doppelten  der  Arbeit  der  elektrischen  Kräfte  und  mithin 
auch  gleich  der  negativen  Aenderung  des  Fotentiales  der  Elek- 
tricität  in  Bezug  auf  sich  selbst.    Als  ein  Theil  des  genannten 
Effectes  ist  die  lebendige  Kraft  der  Wärme  —  letztere  als  eine 
Molekularbewegung  aufgefasst  —  anzusehen,  welche  durch  die 
Entladung  hervorgerufen  wird,  und  es  liegt  nahe  anzunehmen,« 
dass  die  lebendige  Kraft  der  Wärme,  welche  bei  der  Entladung 
einer  und  derselben  Batterie  in  einem  bestimmten  Theile  des 
Schliessungsbogens  entwickelt  wird,   wenigstens  innerhalb  ge* 
wisser  Grenzen  in  einem  constanten  Verhältnisse  zu  dem  gan- 
zen Effecte  stehe,  wofern  nur  der  Schliessungsbogen  ungeändert 
bleibt.    Wenn  aber  solches  der  Fall  ist,  so  muss  die  Erwär- 
mung eines   bestimmten  Theiles   des  Schliessungsbogens  einer 
und  derselben  Batterie  bei  der  Entladung  mit  der  Verminde- 
rung des  Fotentiales  der  Elektricität  auf  sich  selbst  proportio- 
nal sein,  indem  jie  einem  Wärmequantum  entsprechende  leben- 
dige Kraft  mit  dem  Quantum  proportional  zu  setzen  ist.    Diese 
Folgerung  steht  mit  den  Resultaten  im  Einklang,  zu  welchen 
Biess  (die  Lehre  von  der  Beibungselektricität)  bei  seinen  Unter- 
suchungen über  die  Erwärmung  bei  der  Entladung  einer  Batte- 
rie gelangt  ist.     Bevor  wir   einige  Belege  hierfür  beibringen, 
wollen  wir  noch  kurz  andeuten,  wie  Biess  bei  den  betreffenden 
Versuchen    verfuhr.     In    den    Schliessungsbogen    der    Batterii 
wurde   ein    elektrisches    Luftthermometer    eingeschaltet.     Der 
Flatindraht  des  Thermometers  bildete  den  Thml-des  Schliessungs- 
bogens, dessen  Erwärmung  mnittelt' wiirde,  und  zwar  war  jene 
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unter  übrigens  gleichen  umständen  der  SemmtgTlter  Flüssig- 
keit  in  der  Th'ermometerroEre  proportional  zft  setzen,  welche 
bei  der  Entladung  eintrat.  Um  die  Quantität  der  Ladung  zu 
bestimmen  wurde  die  äussere  Belegung  der  isolirten  Batterie 
mit  der  ioneren  Belegung  einer  Lane'schen  Flasche  in  Verbin- 
dung gesetzt,  deren  äussere  Belegung  abgeleitet  war.  Wurde 
nun  die  innere  Belegung  der  Batterie  geladen,  so  entlud  sich 
die  Maassflasche  in  aufeinander  folgenden  Epochen  und  die  An- 
zahl dieser  Entladungen  konnte  der  zugefuhrten  Elektricität 
annähernd  proportional  gesetzt  werden. 
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Die  erste  Versuchsreihe,  deren  wir  hier  gedenken  wollen, 
bezieht  sich  auf  die  vollständige  Entladung  einer  gewöhnlichen 
Batterie.  Der  absolute  Werth  der  Aenderung,  welche  hier  das 
Potential  der  Ladung  auf  sich  selbst  bei  der  Entladung  erlei- 
det, kommt  dem  Werthe  jenes  Potentiales  vor  der  Entladung 
gleich,  weil  der  Werth  des  letzteren  nach  der  Entladung  gegen 
den  erst  genannten  Werth  verschwindet.  Betrachten  wir  näm- 
lich zunächst  eine  einzelne  Flasche,  so  haben  wir  für  das  frag- 
liche Potential  vor  der  Entladung,  wenn  wir  die  früheren  Be- 
zeichnungen beibehalten: 

Andererseits  haben  wir  fui*  das  Potential  nach  der  Entladung 
wie  leicht  einzusehen: 

wenn  B*  das  innere  Potential  der  Ladung  Eins  für  die  verbun- 
denen Belegungen  bedeutet.  Wenn  aber  der  Zwischenkörper 
sehr  dünn  ist,  so  kann  offenbar  der  letzte  Potentialwerth  gegen 
den  ersten  vernachlässigt  werden.  Man  bemerke  auch  noch, 
dass  in  diesem  Falle  die  Grössen  Ai\  A^'  und  B'  nahe  gleich 
sind.  Was  so  eben  für  die  Flasche  erwiesen  wurde  gilt  auch 
für  die  Batterie,  und  deshalb  hat  man  für  die  Depression  D 
»des  elektrischen  Thermometers  bei  der  Entladung  einer  Batte- 
rie, die  aus  v  gleichen  Flaschen  besteht  xmd  mit  der  Elektri- 
citätsmenge  Q  geladen  ist: 

V 

wo  der  Coefficient  X  von  Q  und  v  unabhängig  ist. 

Die  beiiien  folgenden  Tabellen  enthalten  einige  der  von 
Biess  gewonnenen  Resultate,  welche  die  letzte  Formel  bestäti- 
gen. Die  erste  Tabelle  bezieht  sich  auf  eine  Batterie  aus  fünf 
Flaschen,  welche  in  verschiedener  Weise  geladen  wurde.  Die 
zweite  Tabelle  bezieht  sich  auf  Versuche,  wobei  die  Anzahl  der 
Batterieflaschen  verändert,  jedesmal  aber  der  Batterie  eine  con- 
stante  Ladung,  welche  sechs  Entladungen  der  Maassflasche  ent- 
sprach, mitgetheilt  wurde.    Bei  der  Berechnung  der  Depression, 


D 
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welche  in  Linien  der  Thermometerskala  ausgedrückt  ist,  wurde 
für  die  Constante  l  der  Werth  0,88  angenommen. 

Erste  Tabelle. 

Q  345678  9  10 

beobachtet  1,5      3,0      4,5      6,5      8,8      11,3      14,3      16,7 
berechnet    1,6      2,8      4,4      6,3      8,6      11,3      14,3      17,6 

Zweite  Tabelle. 

V  2  3  4         5  6 

(beobachtet  13,4        9,7      7,3      6,5      5,5 
jberechnet     15,8      10,6      7,9      6,3      5,5 

Eine  geladene  Batterie,  deren  äussere  Belegung  mit  der 
Erde  in  Verbindung  steht,  wird  dadurch  theilweise  entladen, 
dass  man  ihre  isolirte  Belegung  mit  der  inneren  Belegung  einer 
zweiten  ursprünglich  nicht  geladenen  Batterie,  deren  äussere 
Belegung  abgeleitet  ist,  in  Yerbindimg  setzt.  Man  hat  hier- 
durch eine  grössere  Batterie  hergestellt,  deren  Ladung  gleich 
ist  der  ursprünglichen  Ladung  der  ersten  Theübatterie.  Zu- 
gleich wird  das  Potential  der  Elektricität  auf  sich  selbst  ver- 
mindert und  muss  folglich  eine  Wärmeentwickelung  eintreten. 
Es  sei  Ol  das  Potential  einer  Flasche  der  ersten  Batterie,  wenn 
jene  mit  der  Quantität  Eins  geladen  ist,  und  Oj  dieselbe  Grösse 
für  eine  Flasche  der  zweiten  Batterie.  Das  Potential  der  La- 
dung Q  der  ersten  Batterie  auf  sich  selbst  ist  dann,  wenn  letz- 
tere aus  Vi  Flaschen  besteht: 

Vi 

Wird  ferner  durch  q^  und  q^  die  Ladung  einer  Flasche 
der  ersten  und  zweiten  Batterie  bezeichnet,  nachdem  diese 
mit  einander  verbunden  worden,  so  ist,  unter  v^  die  Anzahl  der 
Flaschen  in  der  zweiten  Batterie  verstanden: 

«iSi  =  «2^2,  vi^i  -|-  v^q^  =  Q, 
woraus  folgt: 

</i  s^  , ,  Q4  =  , '  * 
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Für  das  Potential  der  Elektricität  auf  sich  selbst  nach  Her- 
stellung der  Verbindung  kommt  also: 

Aus  1  und  2  findet  man  für  die  durch  die  Umladung  bedingte 
Verminderung  des  Fotentiales  der  Elektricität  auf  sich  selbst: 


V2 


a 


3 


«'. 


und  hieraus  ergiebt  sich  für  die  Depression,  welche  in  einen 
eingeschalteten  elektrischen  Thermometer  bei  der  Entladung  in 
Folge  der  Erwärmung  eintritt: 

vJ^  +  '^l) 

wo  A  von  den  Grössen  Vi,  v^,  Q  unabhängig  ist. 

Durch  folgende  von  Biess  gewonnene  Besultate  wird  die 
letzte  Formel  vollkommen  bestätigt.  Bei  der  Berechnung  der 
Depression  ist  ai :  Oj  =  0,577,  X  =  0,649  angenommen. 
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16 
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Die  dritte  Beihe  der  von  Biess  ausgeführten  Versuche, 
welche  hier  erwähnt  werden  soll,  bezieht  sich  auf  ein  System 
von  zwei  Batterien  mit  gleichen  Flaschen,  welche  nach  Art 
zweier  Elemente  einer  Franklin^schen  Batterie  verbunden  sind« 
Es  sei  Vi  die  Anzahl  der  Flaschen  in  der  einen,  v^  die  in  der 
anderen  Batterie  und  Q  die  zugefübrte  Ladimg.  Durch  analoge 
Betrachtungen,  wie  wir  sie  bei  der  Besprechung  der  Franklin '- 
sehen  Batterie  angestellt  haben,  ergiebt  sich  alsdann,  dass  auf 
den  auf  einander  folgenden  Belegungen  das  Potential  die  Werthe 

ctQ     aQ     uQ     '    aQ 

Vi  Vi   '       Vi        '       Vj 


0, 


r 
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aufweist,  und  dass  die  entsprechenden  Ladungen 

-  Ö,  Ö,  -  a  « 
sind.     Hiemach  ist    das   Potential   der    Elektricität   auf  sich 

selbst  gleich 
folglich  hat  man: 

wo  X  von  Q^  Vi  und  v^  unabhängig  ist. 

Aus  der  folgenden  Tabelle  erhellt  die  Uebereinstimmung 
zwischen  der  letzten  Formel  und  der  Beobachtung.  Die  mitge- 
theilten  Erwärmungen  wurden  durch  gleich  grosse  Ladungen  er- 
halten. Bei  der  Berechnung  der  Depression  ist  A  =  12,4  ange- 
nommen. Die  Zahl  Vi  bezieht  sich  auf  die  direct  geladene 
Theilbatterie. 


Vi              1 

1 

1 

1 

1 

•  2 

3 

4 

Vt                 1 

2 

3 

4 

1 

1 

1 

1 

beobachtet  23,9 

18,7 

17,1 

16,3 

24,0 

18,3 

16,5 

15,7 

berechnet    24,8 

18,6 

16,5 

15,5 

24,8 

18,6 

16,5 

15,5 
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Die  Aequivalenz  zwischen  dem  Effecte,  welcher  bei  der 
Entladung  hervorgebracht  wird,  und  der  doppelten  Arbeit,  wel- 
che von  den  elektrischen  Spannkräften  geleistet  wird,  sowie  der 
Satz,  dass  die  auftretende  Wärme  als  ein  Theil  jenes  Effectes  zu 
betrachten  ist,  werden  auch  noch  durch  andere  von  Biess  ge^ 
machte  Beobachtungen  erwiesen.  Es  stellt  sich  nämlich  die 
wärmung  eines  bestimmten  Theiles  des  Schliessungsbogens  unterli 
übrigens  gleichen  Umständen  37^11  aa  geringer  heraus.  Je  grösseij  \ 
der  Effect  ist,  welcher  an  einer  anderen  Stelle  jenes  Bogens  un-' 
ter  Anderem  durch  Durchbohrung  eingeschalteter  Körper,  durch 
Erschütterung  und  Biegung  dünner  in  den  Schliessungsbogen 
gebrachter  Drähte  hervorgebracht  wird.  Auch  die  Versuche, 
welche  Massen  {Etudes  de  Photometrie  eledrique.  Anndt,  de 
chim.  et  de  phys.  3tne  serie  T,  XIV.)  über  die  Licht-Intensität 
des  elektrischen  Funkens  anstellte,  welcher  bei  der  Entladung 
einer  Franklin'schen  Tafel  auftritt,  dienen  als  Belege  für  die 
oben  aufgestellten  Beziehungen.     Massen  fand,  dass  die  Inteu- 
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sität  des  Entladungsfunkens  in  geradem  Verhältnisse  mit  der 
Oberfläche  einer  Belegung  und  mit  dem  Quadrate  der  Schlag- 
weite, in  umgekehrtem  Verhältnisse  aber  mit  der  Dicke  des 
Zwischenkörpers  steht.  Die  Schlagweite,  welche  mittelst  eines 
Funkenmikrometers  ermittelt  wurde,  kann  innerhalb  gewisser 
Grenzen  mit  der  Differenz  der  Werthe,  welche  das  Potential 
auf  den  beiden  Belegungen  annimmt,  proportional  gesetzt  wer- 
den. Hiemach  ist  dann  die  Intensität  des  Funkens  proportio- 
nal mit  dem  Ausdrucke 

0  ' 
wenn  die  eine  Belegung  bei  der  Ladung  der  Tafel  leitend  be- 
rührt wurde,  und  wenn  c  das  Potential  auf  der  anderen  Bele- 
gung, 0  den  Flächeninhalt  einer  Belegung  und  0  die  Dicke  des 
Zwischenkörpers  bedeutet. 

Um  den  Zusammenhang  obigen  Ergebnisses  mit  der  Theorie 
zu  erkennen,  denken  wir  uns  zunächst  die  Belegungen  mit  ent- 
gegengesetzt gleichen  Elektricitätsmengen  Q,  —  Q  geladen. 
Diese  ordnen  sich  offenbar  in  Bezug  auf  die  Mittelebene  der 
Tafel  symmetrisch  an  und  die  Summe  ihrer  Potentiale  Fj,  Fj 
nimmt  in  den  beiden  Belegungen  entgegengesetzt  gleiche  Werthe 

-,  —  n  ^^'  ^^  die  Dichtigkeit  auf  der  äusseren  Fläche  der 
ersten  Belegung,   auf  welche  sich  Q,  Fi,  —  beziehen,  hat  man: 


^  \an         an/ 


ö  — 


Es  ist  aber,  wenn  die  Dicke  des  Zwischenkörpers  verschwin- 
dend klein  ist,  für  jeden  in  endlicher  Entfernung  vom  Bande 
gelege^en  Punkt  der  gedachten  Fläche 

dn  dn  dn- 

folglich  kommt: 

In  erster  Annäherung  können  also  die  Dichtigkeiten  auf  den 
äusseren  Flächen  der  Belegungen  vernachlässigt  werden. 

Für  jeden  Punkt  auf  der  inneren  Fläche  der  betrachteten 
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Belegung,  welcher  in  endlicher  Entfernung  vom  Bande  liegt, 
hat  man  femer: 

"2-2"'' d^ ^  +  "-' 


und  da  überdies: 


Äi.+n.=_..„ 


so  ist  in  erster  Annäherung: 

Bemerkt  man  jetzt,  dass  die-  Ladung,  welche  erforderlich  ist^ 
um  den  Potentialwerth  in  der  einen  Belegung  auf  c,  in  der  an- 
deren auf  0  zu  bringen,  gegen  die  oben  bestimmte  Ladung  in 
erster  Annäherung  vernachlässigt  werden  kann,  so  ergiebt  sich 
aus  dem  Obigen  in  dem  Falle,  wo  jene  Werthe  auftreten,  für 
das  Potential  der  Ladung  auf  sich  selbst : 

Diesem  Ergebmss  zufolge  ist  die  Intensität  des  Entladungs- 
funkens mit  der  Verminderungjdwu  rüLuutialeu-^ier  ins  Spiel  tre- 
tendfin,^le£tricität  aar  sieh -^bst  proportional,  was^^lawilern 
init  der  Theorie  übereinstimmrriils '  die  TGitensität  des  Lichtes 
wie  die  Wärmemenge  mit  der  lebendigen  Kraft  der  betreffen- 
den Bewegimg  proportional  ist. 

Wir  haben  oben  eine  von  Biess  angewandte  Methode  zur 
Bestimmung  der  Ladung  eines  Verstärkungsapparates  kennen 
gelernt;  es  möge  aber  hier  auch  noch  eine  zweite  Methode  er- 
wähnt werden,  welche  von  Weber  und  Eohlrausch  (Elektro- 
dynamische Maassbestimmungen.  Abhandl.  d.  E.^gä^tsr'GeseH»- 
ssbaft  d.  Wissensch.  V.)  angewandt  wtbpdej-nfifjene  Grösse  auf 
%bsolutes.  Maasär  airüdczuführen. 

Dieses  Verfahren  besteht  darin,  dass  man  erstens  das  Ver- 
bal tniss  ermittelt,  in  welchem  die  Ladung  des  Verstärkungs- 
apparates vermindert  wird,  wenn  eine  isolirte  Kugel  von  be- 
stimmter Grösse  mit  der  einen  Belegung  an  einer  bestimmten 
Stelle  in  Berührung  gebracht  wird,  während  die  andere  Bele- 
gung abgeleitet  ist.  Ausserdem  hat  man  zweitens  auf  die  frü- 
her erörterte  Weise  die  auf  die  Hülfskugel  übergegangene  Elek- 
tricitätsmenge  nach  absolutem  Maasse  zu  bestimmen.    Aus  den 
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beiden  so  gewonnenen  Grössen  ist  aber  offenbar  ein  Schluss  auf 
die  absolute  Quantität  der  Ladung  des  Yerstärkungsapparates 
gestattet. 

Das  Verhältniss,  in  welchem  die  Ladung  des  Verstärkungs- 
apparates, einer  Leydener  Flasche,  bei  der  Berührung  mit  der 
Eugel vermindert  wurde,  bestimmten  Weber  und  Eohlrausch 
wie  folgt:  Die  innere isolirte  Belegung  derFlasche  wurde  durSh 
einen  Draht,  von  deiisen  Enden  oas  eme  injeiner  keinen  Ver- 


tjffiing^am  Kunpffi  fIfT  Flasche  lag  und  mit^elsiein^  seidenen 
Fadens  aus  dieser  Vertiefung  herausgehoben  werden  konMe~Sit 
einem  Sinuselektrometer  m  Verbmaung  gesefet.  Es  wurden  die 
den  auf  einander  folgenden  Zeiten  fi,  ^  entsprechenden  Ablen- 
kungen ai,  €L2  des  Elektrometers  beobachtet.  Sodann  wurde  der 
Leitungsdraht  mittelst  des  seidenen  Fadens  ausgehoben,  die 
Hülfskugel  mit  dem  Knopfe  der  Flasche  berührt  und  die  Zeit  t 
der  Berührung  bestimmt.  Nachdem  die  Standkugel  einer  Dreh- 
wage an  der  Hülfskugel  geladen  worden,  um  die  Ladung  der 
letzteren  zu  finden,  und  nachdem  die  Verbindung  der  Flasche 
und  des  Sinuselektrometers  wieder  hergestellt  war,  wurden  end- 
lich noch  die  den  auf  einander  folgenden  Zeitpunkten  ^3 ,  t^  ent- 
sprechenden Ablenkungen  03,  a^  beobachtet.  Alle  diese  Opera- 
tionen aber  nahmen  meistens  weniger  als  5  Minuten  in  An- 
spruch. 

Aus  den  so  gewonnenen  Resultaten  lässt  sich  nun  leicht  * 
das  fragliche  Verhältniss  finden.  Für  kleinere  Zeiträume,  wie 
sie  hier  in  Betracht  kommen,  darf  man  annehmen,  dass  der 
Verlust  einer  elektrischen  Ladung  mit  der  Zeit  proportional  ist. 
Wenn  wir  also  durch  q  und  q'  die  elektrische  Dichtigkeit  in  ir- 
gend einem  bestimmten  Punkte  der  inneren  Belegung  unmittel- 
bar vor  und  unmittelbar  nach  der  Berührung  und  durch  x  eine 
gewisse,  von  der  Lage  jenes  Punktes  und  von  der  Einrichtung 
des  Sinuselektrometers  abhängige  Constante  bezeichnen,  so  ist: 

XQ  =  V sin Oq  —  7 7-  ( V sin Ui  —  Vsinch), 

h  —  h 

xq'  =  Ysinas  +  r — T  (Ysina^  —  Vsinai). 
Hieraus  folgt: 
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Q  ^4  —  t'i  (t  —  ti)Ysin(jh  —  (t  —  U)'V sinai 

q'        t^  —  fi  (^4  —  t)V sinos  —  (^8  — 0Vsina4 
Nachdem  für   einen  Yerstärkungsapparat  das   Yerhältniss 

^,  auf  die  angegebene  Weise  bestimmt  worden  ist,  muss  man 

noch,  um  die  absolute  Quantität  einer  speciellen  Ladung  zu  fin- 
den, die  absolute  Quantität  der  Elektricität  bestimmen,  welche 
bei  der  Berührung  mit  der  Hülfskugel  auf  diese  übergeht.  Be- 
zeichnen wir  dieselbe  für  den  Zeitpunkt  der  Berührung  durch 
Q,  so  hat  man  für  die  absolute  Quantität  der  Ladung  »des  Ver- 
stärkungsapparates unmittelbar  nach  der  Berührung: 

Q 

Bei  einem  Versuche,    welchen  Weber  und   Eohlrausch 

zur  Ermittelung  von  ~  anstellten,  ergaben  sich  folgende  Re- 
sultate: 


Ablenkang 

Zeit. 

der 

Elektrometernadel. 

9*  40'    7" 

460  30,6' 

41.  57 

44.    9,0 

42.    0 

Einmalige  Berührung. 

42.  23 

40.  28,9 

44.    0 

89.  10,5 

Hieraus  berechnet  sich  für  das  Verhältniss  -^  mittelst  der 


oben  aufgeführten  Formel  der  Werth  1,0330.  Als  Mittel  aus 
einer  grösseren  Anzahl  von  Beobachtungen  fanden  Weber  und 
Kohlrausch  den  Werth  1,03276.  Dieselben  Experimentatoren 
gewannen  für  eine  specielle  Ladung  der  Leydener  Flasche  bei 
Bestimmung  der  von  der  Hülfskugel  aufgenommenen  Elektrici- 
tät diejenigen  Daten,  welche  wir  früher  bei  Erörterung  der  ge- 
genseitigen Influenz  zweier  sphärischer  Conductoren  beispiels- 
halber erwähnten.  Aus  ihnen  ergab  sich  für  die  absolute  Quan« 
tität  der  auf  der  Hülfskugel  befindHchen  Elektricität  der  Werth 


.  I 
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1183,7.  Hiernach  enthielt  die  Ladung  der  Leydener  Flasche 
unmittelbar  nach  der  Berührung  36132  der  von  uns  gewählten 
Einheiten. 

Wenn  man  einen  Verstärkungsapparat,  dessen  Ladung  wie 
angegeben  bestimmt  worden  ist,  entladet,  so  erreichen  die  bei- 
den entgegengesetzt  gleichen  Elektricitätsmengen,  welche  sich 
unmittelbar  nach  der  Schliessung  des  Leitungsbogens  neutralisi- 
ren,  im  Allgemeinen  nicht  den  ganzen  Betrag  der  bestimmten 
Quantität.  Während  der  Zeit  nämlich,  welche  von  dem  Mo- 
mente der  Berührung  mit  der  Hülfskugel  bis  zur  Entladung  ver- 
streicht, erleidet  derjenige  Theil  der  Ladung  auf  der  inneren 
Belegung,  welcher  unmittelbar  nach  der  Entladung  durch  ein 
entgegengesetzt  gleiches  Quantum  auf  der  äusseren  Belegimg 
neutralisirt  werden  kann,  einen  gewissen  Verlust  theils  und 
hauptsächlich  durch  die  Abgabe  an  die  Luft,  theils  wegen  der 
Bildung  des  sogenannten  Bückstandes.  Indem  wir  den  Leser 
hinsichtlich  der  Bestimmung  dieses  Verlustes  auf  die  citirte  Ori- 
ginalabhandlung verweisen,  bemerken  wir  noch,  dass  die  Ent- 
stehung des  Bückstandes  zu  einer  Gruppe  von  elektrischen  Er- 
scheinungen gehört,  welche  bei  unvollkommen  leitenden  Kör- 
pern beobachtet  werden  und  auf  einer  mit  der  magnetischen 
analogen  Induction  zu  beruhen  scheinen. 

Litteratur:    Helmholtz,  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft.  1847. 

Glausius,  üeber  das  mechanische  Aequivalent  einer  elektrischen  Ent- 
ladung und  die  dabei  stattfindende  Erwärmung  des  Leitungsdrahtes.  — 
Pogg.  Annal.  Bd.  LXXXVI. 
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GRUNDLAÖEN  DER  MATHEMATISCHEN  THEORIE 

DES  MAGNETISMUS. 


Für  die  Entwicklungsgeschichte  der  mathematischen  Theorie 
des  Magnetismus  bildete  den  Ausgangspunkt  die  Annahme 
zweier  imponderablen  Fluida,  eines  nördlich  und  eines  süd- 
lich magnetischen  Fluidums,  über  deren  Wirkungsweise  diesel- 
ben' Unterstellungen  wie  über  die  der  elektrischen  Fluida  ge- 
macht werden.  Während  aber  die  elektrischen  Fluida  vollstän- 
dig von  einander  getrennt  werden  können,  musste  bei  dem  Mag- 
netismus angenommen  werden ,  dass  er  durch  Scheidung  der 
magnetischen  Fluida  in  den  kleinsten  Theilchen  der  Körper 
hervorgerufen  werde,  und  dass  die  geschiedenen  Flüssigkeiten 
nicht  von  einem  Theilchen  zum  anderen  übergehen  können.  Ein 
magnetisch  erregter  Körper  verhält  sich  dieser  von  Coulomb 
herrührenden  Hypothese  zufolge  analog,  wie  ein  Haufwerk  elek- 
trisch erregter  leitender  Moleküle,  die  von  einander  durch  ein 
isolirendes  Mittel  getrennt  sind. 

Nach  einer  von  Ampere  aufgestellten  Hypothese  ist  die 
Wechselwirkimg  zwischen  magnetischen  Körpern  auf  die 
Wechselwirkung  zwischen  linearen  elektrischen  Strömen  mit 
sehr  kleinen  ebenen  Bahnen,  die  in  den  kleinsten  Theilchen  der 
Körper  kreisen,  den  sogenannten  Molekular-  oder  Elementar- 
strömen, zurückzufuhren.  Nun  lehrt  aber  die  Elektrodynamik, 
dass  zur  Bestimmung  der  Wechselwirkung  solcher  Ströme  der 
einzelne  Strom  ersetzt  werden  kann  durch  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Quanta  magnetischer  Flüssigkeit,  die  in  zwei  der  Strom- 
fläche unendlich  nahen  Punkten  concentrirt  sind.  Wenn  man 
also  auch  die  Ampere 'sehe  Hypothese  adoptirt,  so  kann  man 

•'     ~    8* 
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sich  doch  der  Vorstellung  von  magnetischen  Flüssigkeiten  als 
einer  Hülfsvorstellung  bedienen,  ohne  dadurch  mit  jener  in  Colli- 
sion  zu  gerathen. 

In  der  Coulomb'schen  Hypothese  wird  die  Entstehung  des 
Magnetismus  in  der  wirklichen  Scheidung  der  magnetischen 
Flüssigkeiten  gesucht.  Dem  entspricht,  bei  der  Annahme  von 
Molekularströmen  die  Entstehung  des  Magnetismus  in  der  Er- 
zeugung von  Molekularströmen  zu  suchen.  Beiden  Anschauun- 
gen hat  man  zwei  andere  entgegengestellt,  wonach  das  Hervor- 
rufen des  Magnetismus  in  dem  Richten  ursprünglich  vorhande- 
ner Elementarmagnete  oder  Elementarströme  besteht,  so  dass 
in  Folge  der  magnetischen  Einwirkung  in  einem  Körpermole- 
küle eine  hinsichtlich  des  magnetischen  Verhaltens  ausgezeich- 
nete Richtung  auftritt,  während  im  neutralen  Zustande  keine 
solche  vorhanden  ist,  weil  die  Elementarmagnete  oder  Elemen- 
tarströme nach  allen  möglichen  Richtungen  orientirt  sind. 

Wir  werden  unsere  Betrachtungen  zunächst  auf  die  Cou- 
lomb'sche  Hypothese  fussen  lassen,  später  die  Gründe  erwähnen, 
welche  eine  Modification  derselben  erheischen  und  die  hiemach 
nothwendige  Erweiterung  der  aus  der  Coulomb'schen  Hypothese 
gewonnenen  Theorie  des  Magnetismus  auseinandersetzen. 

In  der  Elektrostatik^  werden  zunächst  nur  vollkommene 
Leiter,  die  von  vollkommenen  Isolatoren  umgeben  sind,  betrach- 
tet; in  der.  Lehre  vom  Magnetismus  betrachtet  man  ebenso  zu- 
nächst nur  solche  Körper,  die  einem  Haufwerke  vollkommen 
leitender  und  durch  einen  vollkommenen  Isolator  getrennter 
Moleküle  vergleichbar  sind.  In  den  Molekülen  solcher  Körper 
können  durch  äussere  magnetische  Einwirkung  unbegrenzte 
Mengen  nördHchen  und  südlichen  Fluidums  geschieden  und  ent- 
wickelt werden  und  die  getrennten  Fluida  vereinigen  sich  wie- 
derum, der  ursprüngliche,  nichtmagnetische  Zustand  tritt  wie- 
der ein,  sobald  die  äussere  Einwirkung  aufhört.  Als  Körper 
dieser  Art  kann  man  innerhalb  gewisser  Grenzen  das  weiche 
Eisen,  Nickel,  Kobalt,  Eisenvitriol  in  fester  Gestalt  und  in  Was- 
ser gelöst,  Sauerstoffgas  etc.  ansehen. 

Wie  in  der  Elektrostatik  als  Quellen  constanter  elektri- 
scher Wirkungen  geladene  Isolatoren  angenommen  wurden,  de- 
ren Ladung  als  vollkommen  fest  und  unveränderlich  betrachtet 
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wurde,  so  werden  wir  jetzt  die  Unterstellung  machen,  dass  der 
Magnetismus  der  als  Quellen  magnetischer  Wirkungen  dienen- 
den Körper  im  Laufe  der  Zeit  sich  nicht  ändere,  auch  von  den 
sonst  noch  etwa  auftretenden  magnetischen  Einwirkungen  nicht 
merklich  heeinflusst  werde.  Als  solche  permanente  Magnete 
können  der  Magneteisenstein  und  der  magnetisirte  Stahl  wenig- 
stens innerhalb  gewisser  Grenzen  angesehen  werden,  femer  auch, 
wie  die  Elektrodynamik  lehrt,  jeder  constante  elektrische  Strom, 
sowie  jeder  Elektromagnet. 

Zwei  Hauptprobleme  sind  es,  die  sich  uns  bei  den  oben 
gemachten  Einschränkungen  und  Annahmen  zunächst  darbie- 
ten, nämlich  erstens  die  Wechselwirkung  zwischen  zwei  perma- 
nenten Magneten  zu  bestimmen,  und  zweitens  den  magnetischen 
Zustand  zu  finden,  welchen  ein  permanenter  Magnet  in  einem 
erregbaren  Körper  hervorruft.  Die  erste  Aufgabe  bildet  den 
Gegenstand  der  nächst  folgenden  Betrachtungen  und  erst  durch 
ihre  Behandlung  werden  wir  im  Stande  sein,  auf  eine  genauere 
experimentelle  Bestätigung  des  Gresetzes  über  die  Wirkungs- 
weise der  magnetischen  Fluida  einzugehen. 


n. 

WECHSELWIRKUNG  ZWISCHEN  ZWEI  PERMANEN- 
TEN MAGNETEN. 


1.   Allgemeine  Formeln. 

Da  die  Anziehung  oder  Abstossung  zweier  magnetischer 
Pilliki-Massen  und  der  Körper,  an  welchen  diese  Massen  haf- 
ten, gerade  proportional  mit  dem  Producte  der  Massen  und 
umgekehrt  proportional  mit  dem  Quadrate  ihrer  Entfernung  an- 
genommen wird,  so  lässt  sich  die  Einwirkung,  welche  ein  per- 
manenter Magnet  M  von  einem  zweiten  permanenten  Magne- 
ten JT  erleidet,  in  sehr  einfacher  Weise  durch  das  Potential 
ihrer  magnetischen  Ladungen  in  Bezug  aufeinander,  d.  i.  das  Po- 
tential des  einen  Magneten  in  Bezug  auf  die  Ladung  des  an- 
deren, darstellen.  Dies  Potential  sei  TT,  dann  ist,  wenn  dq,  dq* 
Elemente  der  einen  und  anderen  Ladung  bedeuten  und  r  die 
Entfernung  jener  Elemente  ist : 

wo  die  eine   Integration  über  die  Ladung  von  My  die  andere 
über  die  von  JüT  ausgedehnt  ist. 

Die  Wirkung,  welche  Jlf  von  HT  erleidet,  lässt  sich  durch 
eine  Kraft  mit  beliebigem  Angriffspunkte  und  ein  Kräftepaar 
oder  Oegenpaar  darstellen.  Wir  lassen  jene  im  Anfangspunkte 
eines  rechtwinkligen,  übrigens  aber  beliebigen  Coordinaten- 
systemes  angreifen  und  bezeichnen  ihre  Componenten  nach  den 
Azen  durch  X,  F,  Z,  sowie  die  Componenten  des  zugehörigen 
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Gegenpaares   durch   3,  H^  Z.     Wir    bezeichnen    ferner    durch 

dW 

T —  dx  etc.  die  Wachsthümer  von  W,  wie  sie  einer  Verschie- 
bung dx  etc.  des  Magneten  M  in  der  Richtung  von  —  x  nach 

dJV 
+  ^  etc.  entsprechen,  sowie  durch  -rr-  d|*u.  s.  w.   die  Wachs* 

thümer,  welche  resultiren,  wenn  M  um  die  x-Axe  u.'s.  w.  so 
gedreht  wird,  dass  c2|  u.  s.  w.  der  der  Drehung  entsprechende 
Bogen  im  Kreise  mit  dem  Radius  Eins  ist  Man  hat  alsdann, 
wie  aus  den  Prindpien  der  Attractionsrechnung  folgt: 

dW   Y=  —  ^  Z=       ^^ 


dx*  ^  ~       dy''^~        d0* 
^  dW   rr  dW  y  dW 

Dem  Ausdrucke  W  können  noch  andere  Formen  gegeben 
werden,  die  hier  schon  erwähnt  werden  mögen. 

Bezeichnen  wir  die  Potentiale  der  in  den  Magneten  ent- 
haltenen magnetischen  Ladtmgen  bezüglich  durch  V  und  F',  so 
hat  man  auch: 

W=  fVd^  =  fTdq. 

Denken  wir  uns  das  Element  der  magnetischen  Ladung 
eines  Magneten  durch  ein  Quantum  Elektridtät  ersetzt,  das  sich 
zur  Einheit  der  Elektricität  verhält,  wie  jenes  Element  zur  Ein- 
heit des  Magnetismus,  so  leuchtet  ein,  dass  das  elektrische  und 
magnetische  Potential  einander  gleich  sind.  Nun  kann  aber 
die  auf  gedachte  Weise  erhaltene  elektrische  Ladung  durch  eine 
andere  über  die  Oberfläche  des  Magneten  verbreitete  Ladung 
ersetzt  werden,  ohne  dass  sich  etwas  in  der  nach  aussen  ge- 
richteten Wirkung  ändert,  und  die  Quantität  der  oberflächlichen 
Ladung  kommt  dem  Quantum  der  im  Inneren  enthaltenen  Elek- 
tricität gleich  (s.  Elektrostatik  IV.  3.).  Es  lässt  sich  also  auch  die 
ursprüngliche  Ladung  des  Magneten  durch  eine  über  die  Ober- 
fläche verbreitete  magnetische  Ladung  ersetzen,  die  aus  glei- 
chen Quanta  nördlichen  und  südlichen  Fluidums  besteht.  Be- 
zeichnen wir  durch  9,  q>  für  den  einen  und  anderen  Magneten 
die  Ftächendichtigkeit  dieser  Ladung  in  den  Elementen  d$,  d^ 
der  Oberflächen,  so  hat  man: 


■»  ••  •-#   ■ 
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pjr=    r  rqdsQ'ds' 


sowie  auch: 


'.=/'4^^'=/' 


Man  bemerke  noch,  dass  der  Ausdruck  W  mit  dem  ver- 
änderlichen  Theile  des  halben  Potentiales  sämmtlicher  in  bei- 
den Magneten  enthaltenen  magnetischen  Massen  in  Bezug  auf 
sich  salbst  zusammenfallt. 


2.  üeber  das  Potential  eines  permanenten  Magneten. 

Das  Potential  eines  permanenten  Magneten  mit  endlichen 
Dimensionen  nimmt  für  die  Punkte  eines  Raumes,  dessen  Di- 
mensionen ebötifalls  endlich  sind,  der  aber  unendlich  weit  von 
dem  Magneten  entfernt  ist,  eine  einfache  bemerkenswerthe  Form 
an,  die  in  der  Folge  häufig  zur  Sprache  kommen  wird  und  da- 
her jetzt  bestimmt  werden  soll. 

Es  seien  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punk- 
tes P  in  dem  fraglichen  Baume.  Der  im  Magneten  gelegene 
Punkt  P'  sei  um  B,  von  dem  Anfangspunkte  O  der  Coordinaten 
entfernt,  und  die  von  diesem  Anfangspunkt  nach  P'  gezogene 
Gerade  bilde  mit  den  Axen  die  Winkel  a,  /3,  y.  Wenn  dann  fer- 
ner durch  r  die  Entfernung  der  Punkte  P  und  P'  bezeichnet 
wird,  so  findet  man  mittelst  der  binomischen  Entwicklung: 

3(xycosacosß  -|-  xjscosacosy  4-  yecosßcosy)] 

+ 
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Für  die  einzelnen  Glieder  der  obigen  Entwicklimg  ist  der  Aus- 

druck  ^^.,.  oder  -y-^  +  -3-—-  +  -T--r  der  Null  gleich. 

dx^     '    dy^     '    dg^  ® 

Wir  legen  nun  durch  den  Punkt  P'  des  Magneten  Coor- 
dinatenaxen,  welche  den  ursprünglichen  parallel  sind  und  be- 
zeichnen durch  af,  y',  e'  die  Coordinaten  des  Elementes  dq  des 
im  Magneten  enthaltenen  Fluidums  in  Bezug  auf  jene  neuen 
Axen.  Es  leuchtet  alsdann  ein,  dass  wenn  wir  in  die  obige 
Entwicklung  an  die  Stelle  von  x,  y,  b  die  Differenzen  x  —  af, 
y  —  yf^  ß  —  0*  einsetzen,  die  Entwicklung  für  den  reciproken 
Werth  der  Distanz  zwischen  P  und  dq  zum  Vorschein  kommt. 
Multipliciren  wir  also  femer  mit  dq  und  integriren  wir  über  die 
sämmtlichen  Elemente  der  im  Magneten  enthaltenen  Fluida,  so 
erhalten  wir  das  Potential  für  den  Punkt  P. 

Man  bemerke  aber  erstlich,  dass  das  Integral  fdq^  d.i.  die 

Summe  des  im  Magneten  enthaltenen  nördlichen  und  südlichen 
Fluidums,  weil  letztere  in  gleicher  absoluter  Menge  vorhanden 
sind,  verschwindet.  Ferner  leuchtet  ein,  dass  man  fiir  die  In- 
tegrale 

/a?'dg,   yVdg,   fs^dq 

bezüglich  die  Ausdrücke 

qlcosa,  qlcosb,  qlcosc 

setzen  kann,  wenn  -\t  q  und  —  q  die  in  dem  Magneten  enthal- 
tenen Quanta  nördlichen  und  südlichen  Fluidums  sind,  l  die 
Entfernung  des  Schwerpunktes  N  der  nördlichen  Quanta  von 
dem  Schwerpunkte  S  der  südlichen  Quanta  bedeutet,  und  wenn 
a,  6,  c  die  Winkel  sind,  welche  die  Linie  SN  mit  den  Coordi- 
natenaxen  bildet.  Mit  Rücksicht  auf  obige  Bemerkungen  findet 
man  für  das  Potential  des  Magneten,  unter  V^  den  Werth  des- 
selben im  Coordinatenanfangspunkt  verstanden: 

Fe 

_[-  ^  [(l^3cosa^)cosa'X-^{i—3cosß'^)cosh'y'^il—3cosy^)cosc'j8 

—  3cosacosß(cosb'X-^cosa'y)  —  3cosacosy(cosc'X-{'COsa'e) 

—  Scosß  cos  y  (cos  c-y-^cosb-B)] 
-(-  etc.  .  .  ., 
wo  zu  setzen  ist: 
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Fe  =  —  -^  {cosa  cosa  +  cosß  cosb  +  ^osy  cosc]  -|-  ©tc. 

Beide  obigen  Reihen  ziehen  sich,  wenn  die  Coordinaten  x,  y,  0, 
^y  y^i  ^  g^gen  die  Distanz  R  verschwinden,  auf  ihre  Anfangs- 
glieder zurück.  In  diesem  Falle  hat  man  also  wenn  der  Win- 
kel zwischen  der  Linie  SN  und  der  Linie  R  —  letztere  in  der 
Richtung  OP'  genommen  —  durch  8  bezeichnet  wird,  für  das 
Potential  des  Magneten: 

—  "S7  cos6  +  -^  {{cosa  —  ^cosacosS)x -\' {cosh  —  3cosßco88)y 

+  (cosc  —  3co8ycos8)sf], 
Für  die  in  endlicher  Entfernung  von  dem  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  x,  y,  n  gelegenen  Punkte  ist  also  der  veränderliche 
Theil  des  Potentials  eines  unendlich  weit  entfernten  Magneten 
eine  homogene  Function  ersten  Grades  jener  Coordinaten.  Die 
Niveauflächen  sind  eben  und  unter  einander  parallel,  die  Ejrafb- 
linien  gerade  und  ebenfalls  tmter  einander  parallel  Die  Kraft 
JC,  mit  welcher  der  Magnet  auf  ein  Quantum  Eins  nördlichen 
Fluidums,  das  in  einem  Punkte  concentrirt  ist,  also  auf  einen 
Nordpol  mit  dem  Quantum  Eins  einwirkt,  liegt  in  der  Ebene, 
die  durch  jenen  Punkt  oder  Pol  und  die  Linie  SN  bestimmt 
wird.    Man  findet  auch  leicht: 

Ausserdem  ergiebt  sich  für  den  Winkel  1}  zwischen  der  Kraft  K 
und  der  Linie,  welche  den  Pol  und  die  Mitte  von  S'S  verbin- 
det, oder  auch  für  den  Winkel,  welchen  die  Richtungen  von  K 
und  i2  mit  einander  bilden: 

2cosÄ 

cos  17  =  ~, —       -• 

\/l  +  3cos62 

Ein  Raum,  welcher  wie  der  oben  betrachtete  von  ebenen  Niveau- 
flächen durchzogen  wird,  heisst  ein  homogenes  magnetisches 
Feld.  Als  ein  solches  wird,  welches  auch  die  Dimensionen  des 
Magneten  sein  mögen,  jeder  Raum  angesehen  werden  dürfen, 
dessen  Dimensionen  gegen  die  Distanzen  derjenigen  Theile  des 
Magneten  verschwinden,  deren  Wirkungen  hauptsächlich  in  Be- 
tracht kommen.  So  kann  das  Potential  für  die  magnetische 
Wirkung  der  Erde,  wenn  es  sich  um  die  Einwirkung  auf  einen 
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Magneten  von  den  gewöhnlichen  Dimensionen  handelt,  als  ho- 
mogen betrachtet  werden.  Denkt  man  sich  nämlich  um  den 
Magneten  eine  Engel  beschrieben,  deren  Kadios  schon  sehr 
gross  ist  im  Vergleich  mit  den  Dimensionen  des  Magneten,  je- 
doch noch  sehr  klein  im  Vergleich  mit  denen  der  Erde,  so  würde 
die  Einwirkung  auf  den  Magneten  nicht  merklich  geändert  wer- 
den,  wenn  der  innerhalb  der  Kugel  befindliche  Theil  der  Erde 
entfernt  würde. 

Für  die  Wirkung  in  die  Feme  kann,  wie  der  Fotential- 
ausdruck  ersehen  lässt,  der  Magnet  durch  einen  Nord-  und 
einen  Südpol  ersetzt  werden,  deren  Quantitäten  den  absoluten 
Werth  g  haben  imd  die  in  den  Schwerpunkten  JT,  S  der  nörd- 
lichen und  der  südlichen  magnetischen  Quanta  liegen.  Diese 
zrwei  Pole  bilden  eine  ideale  Magnetnadel  von  der  Länge  L 

Die  Linie  SN  nennt  man  die  Axe,  das  Product  ql  das 
magnetische  Moment  des  permanenten  Magneten  aus  Gründen, 
welche  aus  den  nächstfolgenden  Betrachtungen  erhellen  werden. 


3.  Verhalten  eineB  pemiaiieiiten  Magneten  im  homoge- 
nen magrnetischen  Felde. 

Ein  permanenter  Magnet  mit  den  Polen  'S  und  S  befinde 
sich  in  einem  homogenen  magnetischen  Felde,  in  welchem  das 
Potential 

herrscht.    Unter  dq^  das  Element  des  im  Magneten  enthaltenen 
magnetischen  Fluidums  verstanden,  hat  man  alsdann : 

W=  frdq  =  Afxdq  -f  Bfydq  -f  Cfzdq 

für  den  Ausdruck,  durch  dessen   Variation  die  Einwirkung  auf 
den  Magneten  gefunden  werden  kann. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Linie  SN  durch  2,  den  ab- 
soluten Werth  des  im  einzelnen  Pole  concentrirt  gedachten 
Quantums  durch  q  imd  die  Winkel,  welche  die  magnetische  Axe 
SN  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  durch  a,  h,  c,  so  kann  man 
auch  schreiben: 
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W  =  ql  (Äcosa  -f-  Bcosb  +  Ccosc), 
oder  auch,  wenn  K  die  Kraft  ist,  mit  welcher  ein  Fol  mit  dem 
Qaantum  Eins  durch  die  magnetische  Wirkung  sollicitirt  wird, 
und  i>  den  Winkel  bedeutet,  den  diese  Kraft  mit  der  Richtung 
von  SN  bildet: 

TT  =  —  qlcosi\f.K, 
Die  Betrachtung  dieses  Ausdruckes  fuhrt  zu  dem  Resultate, 
dass  die  Wirkung,  welche  der  Magnet  erleidet,  sich  durch  zwei 
ein  Gegenpaar  bildende  Kräfte  von  der  Grösse  qK  darstellen 
lässt,  die  in  je  einem  Pole  angreifen  und  deren  Bichtimgen  mit 
den  Kraftlinien  parallel  sind.  Die  in  dem  Nordpole  angreifende 
Kraft  hat  dieselbe  Richtung  wie  die  oben  durch  K  bezeichnete 
Kraft.  Wenn  der  Magnet  um  eine  Axe  drehbar  ist,  so  bietet 
er  zwei  Lagen  des  Gleichgewichtes  dar;  es  sind  dies  diejenigen 
Lagen,  wo  eine  durch  die  magnetische  Axe  mit  der  Richtung 
der  Kraftlinien  parallel  gelegte  Ebene  auch  mit  der  Drehaxe 
parallel  läuft.  In  der  einen  Lage,  wo  der  Nordpol  des  Magne- 
ten nach  der  Seite  hin  liegt,  nach  welcher  die  Kraft  K  hinge- 
kehrt ist,  hat  der  Ausdruck  W  einen  Minimumswerth  und  ist 
das  Gleichgewicht  stabil.  In  der  zweiten  Lage,  wo  der  Nord- 
pol nach  der  entgegengesetzten  Seite  liegt,  ist  W  ein  Maximum 
und  das  Gleichgewicht  labil.  Ein  indiflferentes  Gleichgewicht 
findet  statt,  wenn  die  Drehaxe  mit  der  magnetischen  Axe  pa- 
rallel ist. 

Es  ist  hier  der  Ort,  anzudeuten,  wie  die  Richtung  und  Grösse 
der  Kraft  in  einem  homogenen  magnetischen  Felde  bestimmt 
werde.  Bei  diesen  Auseinandersetzungen  wollen  wir  annehmen, 
das  homogene  Feld  sei  das  des  Erdmagnetismus.  Die  Richtung 
der  Kraft  wird  geitmden,  indem  man  die  Declination  und  In- 
clination  bestimmt. 

Die  Declination  kann  mittelst  des  Gauss' sehen  Magneto- 
meters gefunden  werden.  (Bemerkungen  über  die  Einrichtung 
magnetischer  Observatorien  und  Beschreibung  der  darin  aufzu- 
stellenden Instrumente.  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des 
magnetischen  Vereins  im  Jahre  1836,  von  Gauss  und  Weber. 
1837).  Dasselbe  besteht  bekanntlich  aus  einem  Magnetstabe, 
der  horizontal  an  einem  aus  einfachen  Coconfaden  zusammen* 
gesetzten  Faden  oder  einem  dünnen  Metalldrahte  aufgehängt 
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ist.  Der  Magnet,  meist  von  der  Gestalt  eines  rechtwinkligen 
Parallelepipediuns  mit  vorherrschender  Längendimension  und 
ungleichseitigem  Querschnitte,  ist  regelmässig  magnetisirt,  so  da^s 
seine  magnetische  Axe  nur  wenig  von  der  geometrischen  ab- 
weicht. Er  liegt  mit  seiner  breiten  Seitenfläche  horizontal  in 
einer  nicht  magnetischen  Hülse,  welche  letztere  an  einem  hori- 
zontalen Theilkreise  so  befestigt  ist,  dass  ihr  noch  eine  Drehung 
um  dessen  Axe  gestattet  ist.  Der  Theilkreis  selbst  ist  an  dem 
Aufhängefaden  befestigt.  An  dem  einen  Ende  trägt  der  Magnet- 
stab einen  kleinen  Spiegel,  der  mit  Hülfe  von  Stellschrauben 
und  durch  Anwendung  von  Fernrohr  und  Skala  senkrecht  zur 
geometrischen  Axe  des  Magnetstabes  gestellt  werden  kann.  Der 
Spiegel  dient  dazu,  die  Winkeldistanz  der  geometrischen  Axe 
von  einer  festen  durch  die  Drehaxe  gehenden  Fundamentalebene 
mittelst  Femrohr  und  Skala  zu  bestimmen. 

Auf  den  Stab  des  Magnetometers  wirkt,  wenn  er  ins  Gleich- 
gewicht gekommen  ist,  die  von  der  Aufhängung  herrührende 
Torsionskraft  und  der  Erdmagnetismus.  Es  sei  nun  r  das  dem 
Bogen  Eins  entsprechende  Torsionsmoment  des  Aufhängungs- 
fadens, d  das  von  der  gedachten  Fundamentalebene  an  gerech- 
nete Azimuth  der  geometrischen  Axe  für  den  Fall,  dass  der 
Magnet  der  Einwirkung  der  Erde  entzogen  wäre,  (p  das  Azi- 
muth, welches  jene  Axe  wirklich  einnimmt.  Hierbei  werde 
unterstellt,  dass  jene  Winkel  im  Sinne  der  Bewegung  eines  Uhr- 
zeigers gerechnet  werden,  das  beobachtende  Auge  im  Zenithe 
gedacht.    Der  Ausdruck 

stellt  alsdann  das  von  der  Torsion  herrührende  Gegenpaar  dar. 
Was  die  Einwirkung  der  Erde  betrifft,  so  bestimmt  sich  die- 
selbe dem  Früheren  zufolge  durch  den  Ausdruck: 

wo  M  das  magnetische  Moment  des  Stabes,  T  die  Erdkraft  und 
^  den  Winkel  bedeutet,  den  letztere  mit  der  magnetischen  Axe 
des  Stabes  einschliesst. 

Wenn  aber  s  der  Winkel  ist,  den  die  magnetische  Axe  des 
Stabes  mit  dem  Horizonte  bildet,  6  den  Winkel  bedeutet,  wel- 
chen die  Horizontalprojection   jener  Axe  mit  der  geometrischen 
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Axe  bildet,  femer  a  das  Azimuth  des  magnetischen  Meridianes 

und  i  die  Inclination  darstellt,  so  hat  man: 

costj;  =z  cos(^(p  '\-  ö  —  d)cos6  cosi  4"  sine  sini. 

Also  hat  man  fiir  die  horizontale  Componente  des  von  dem  £rd- 

Magnetismus   herrührenden     und   am    Magnetstabe   wirkenden 

Gregenpaares: 

dW 
—  -5 —  =  —  MTsin{((p  -{-  6  —  a)  cosB  cosi, 
a(p 

wobei  zu  bemerken,  dass  die  genannte  Componente  als  positiv 
gerechnet  wird,  wenn  dem  Sinne  ihrer  Drehung  ein  positives 
Wachsthum  des  Azimuthes  entspricht.  Wenn  die  Winkel  9  —  a, 
0  und  B  nur  klein  sind  —  was  bei  den  Beobachtungen  erzielt 
werden  muss  —  und  nur  die  ersten  Potenzen  berücksichtigt 
werden,  so  hat  man  dem  Obigen  zufolge: 

1.    T  (ö  —  9)  =  EC<p  +  ö  —  a), 
wo  jB  für  das  Product  MTcosi  gesetzt  ist. 

Nachdem  der  Winkel  q)  beobachtet  ist,  hat  man  erstlich  das 
für  die'  weiteren  Bestimmungen  erforderliche  Yerhältniss  zwi- 
schen den  Grössen  r  und  E  zu  bestimmen.  Zu  dem  Ende  wird 
die  Hülse  um  die  Axe  des  Torsionskreises  gedreht,-  wobei  sie 
den  Winkel  w  beschreibe,  und  alsdann  wird  wieder  das  Azi- 
muth der  geometrischen  Axe  bestimmt,  welches  9)'  sei  Man  hat 
dann  nach  der  Gleichung  1 : 

2.    x{ß  +  w  —  9')  =  E{(p'  +  <5  —  a). 
Aus  den  Gleichungen  1  xmd  2  folgt  nun: 

r         9'  —  9  ^ 

Um  ferner  den  Winkel  6  zu  finden,  legt  man  den  Magnetstab 
um,  so  dass  diejenige  Seitenfläche,  welche  ursprünglich  unten 
lag,  jetzt  nach  oben  hin  zu  liegen  kommt.  Wenn  hierauf  der 
Magnet  sich  in  das  Azimuth  q>i  einstellt,  so  hat  man  offenbar: 

3.    r(ö  —  9,)  =  E((pi  —  0  —  a). 
Die  Combination  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung  1  liefert: 

Endlich  wird,  während  die  Hülse  die  ursprüngliche  Stellung 
auf  dem  Torsionskreise  einnimmt,  an  die  Stelle  des  Magnet- 
stabes ein  zweiter  Hülfsstab  gebracht,   der  in  Form,  Stoff  und 
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Qewicht  dem  ersten  möglichst  nahe  kommt,  aber  nur  schwach 
magnetisirt  ist.  Für  diesen  Stab  seien  k^,  ö^^  E^,  q)^  die  Werthe 
der  Grössen,  welche  für  den  ersten  Stab  durch  k,  ö,  E  und  9 
bezeichnet  wurden.    Alsdann  hat  man  nach  der  Gleichung  1 : 

Die  Combination  der  Gleichungen  1  und  4  liefert  aber  endlich 
für  das  Azimuth  a  des  magnetischen  Meridians : 

^_  t(y  +  <^)  —  Ai>  (yo  +  %)  +  (y  —  yo) 

Da  die  Declination  bekanntlich  fortwährend  Variationen 
zeigt,  so  leuchtet  ein,  dass  die  einzelnen  Beobachtungen  auf  die- 
selbe Epoche  reducirt  werden  müssen.  Zu  dem  Ende  muss  wäh- 
rend jener  Beobachtungen  die  Variation  des  Azimuthes  des 
magnetischen  Meridianes  an  einem  zweiten  Magnetometer  be- 
obachtet werden.  Wie  die  Gleichung  1  ersehen  lässt,  darf  man 
aber  die  Variationen  jenes  Azimuthes  als  gleich  den  Variatio- 
nen des  Azimuthes  y  betrachten,  sobald  die  Torsion  r  im  Ver- 
gleich mit  der  Grösse  E  sehr  klein  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Inclination  dient  unter  anderen  das 
Inclinatorium,  dessen  Einrichtung  wir  als  bekannt  voraussetzen. 
Bei  der  Anwendung  jenes  Instrumentes  darf  man  nicht,  wie  es 
wünschenswerth  wäre,  die  Annahme  zulassen,  dass  die  magneti- 
sche und  geometrische  Axe  der  Nadel  zusammenfallen,  noch 
auch,  dass  die  Drehaxe  der  Nadel  genau  durch  den  Schwerpunkt 
geht.  Von  diesen  beiden  umständen  wird  jedoch  das  Resultat 
unabhängig,  wenn  man  wie  folgt  verfahrt. 

Zuerst  bestimmt  man,  nachdem  der  Verticalkreis  zur  Coin- 
cidenz  mit  dem  magnetischen  Meridiane  gebracht  worden,  die 
Inclination  y  der  Linie,   welche  die  Spitzen  der  Nadel  verbin- 
det, oder  der  geometrischen  Axe.    Hierauf  wird  der  Verticalkreis 
um  180^  gedreht,  so  dass  diejenige  Seite  der  Nadel,  welche  vor- 
her ostwärts  gekehrt  war,   jetzt   nach   Westen  hin  zu  liegen 
kommt,  und  beobachtet  man  wiederum  die  Inclination,    welche 
jetzt  yi   sei.     Für  die  mittlere  Oscillationsdauer  der  Nadel  in 
den  beiden  gedachten  Lagen   werde  zugleich  der  Werth  z/  be- 
obachtet.   Dieselben  Bestimmungen  werden  ferner  nochmals  ge- 
macht, nachdem  die  Pole  der  Nadel  umgekehrt  worden  sind; 
es  mögen  hierbei   bezüglich  die  Werthe  y'  und  y^'  fiir  die  In- 
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clination,  und  der  Werth  ^'  für  die  Oscillationsdaaer  gefunden 
werden. 

Es  werde  nun  durch  6  der  Winkel  bezeichnet,  welchen  die 
auf  die  Ebene  des  Verticalkreises  projicirte  magnetische  Axe 
mit  der  geometrischen  einschliesst,  diesen  Winkel  in  demselben 
Sinne  wie  die  Inclination  gerechnet.  Ferner  sei  d  die  Länge 
der  auf  die  gedachte  Ebene  projicirten  Verbindungslinie  des 
Mittelpunktes  und  des  Schwerpunktes  der  Nadel,  so  wie  £  der 
Winkel,  welchen  diese  Projection  mit  der  geometrischen  Axe 
bildet.  Man  hat  dann,  wenn  noch  das  Gewicht  der  Nadel  durch 
p,  das  magnetische  Moment  vor  der  TJmkehrung  der  Pole  durch 
M  und  die  wahre  Inclination  durch  i  bezeichnet  wird,  für  den 
zuerst  beobachteten  Fall: 

MTsin((p  +  <y  —  0  =^dcosi(p  -{-  g). 
Eüerfür  setzen  wir,  da  der  Winkel  9  +  ö  —  i  nur  klein  ist  und 
indem  wir  für  den  kleinen  Quotienten  p  d :  MT  den  Buchstaben 
q  setzen: 

9  +  <J  —  i  =  qcos  ((p  -(-  g). 

Ebenso  ergiebt  sich  für  die  zweite  Beobachtung: 

9i  —  ö  —  i  =  qcos((pi  —  g). 

Nach  Umkehrung  der  Pole  tritt  an  die  Stelle  von  q  ein  neuer 
Werth  g',  und  man  findet  flir  die  zwei  letzten  Beobachtun- 
gen, wenn  die  Lage  der  magnetischen  Aze  nicht  geändert 
wird,  wie  unterstellt  werden  darf: 

i  —  (p'   —  6  =z  ^  cos  ((p'  -|-  t) 
*  —  9i'  +  <^  =  ä'  (^os  (9/  —  f). 
Wie  man  leicht  einsieht  ist  aber: 

t  —  M.  —  ^ 
q  ~  M  ~  d^' 

Bezeichnen  wir  also  letzteren  Quotienten  durch  X  und  setzen  wir: 

qcos^  =  t,  qsint  =  u, 
so  haben  wir: 

i  z=:  (p    -|-  ö  —  tcos(p  -\-  usinq), 
i  =  (pi    —  ^  —  tcos(pi  —  usin(piy 
i  =  q)'   -j-  6  -\-  tkcos<p'  —  uXsin  q>\ 
i  =  (pi'  —  ö  -f-  tkcosq)i'  -j-  uksinq)i\ 
Die  Elimiaation  der  drei  Grössen  ö,  t,  u  aus  obigen  vier  Glei- 
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chnngen  liefert  endlich  den  allen  vier  Beobachtungen  entspre- 
chenden Werth  der  Inclination  i. 

Es  erübrigt  jetzt  noch  anzugeben,  wie  die  Grösse  oder  In- 
tensität des  tellurischen  Magnetismus  gefunden  werde.  Zur  Er- 
leichterung des  Verständnisses  der  hierfür  von  Gauss  angege- 
benen Methode  wollen  wir  aber  zuvor  die  Versuche  erörtern, 
welche  derselbe  angestellt  hat,  um  das  Grundgesetz  der  magneti- 
schen Wirkung  zu  beweisen. 


4.  Experimentelle  PrüAing  des  Grundgesetzes  für  die 

magnetisclie  Wirkung. 

Die  von  Gauss  {Intensitas  vis  magneticae  terrestris  ad  men- 
suram  absölutam  revocata  1833)  zur  Prüfung  des  Grundgesetzes 
für  die  magnetische  Wirkung  angestellten  Versuche  bestanden 
darin,  dass  die  Ablenkungen  bestimmt  wurden,  welche  ein  hori- 
zontal aufgehängter  Magnetstab  erlitt,  als  er  der  Einwirkung 
eines  zweiten  ebenfalls  horizontalen  und  in  gleicher  Höhe  be- 
findlichen, aber  festen  Magnetstabes  ausgesetzt  wurde. 

Beide  Stäbe  waren  ungefähr  30  Oentimeter  lang  und  die 
Entfernung  ihrer  Mittelpunkte  wurde  von  110  bis  400  Oentime- 
ter variirt. 

Auf  den  beweglichen  Stab  wirkte,  so  lange  er  noch  nicht 
dem  Einflüsse  des  zweiten  Stabes  ausgesetzt  war,  lediglich  der 
Erdmagnetismus  und  die  von  der  Aufhängung  herrührende  Tor- 
sionskrafb,  die  jedoch  im  Vergleich  mit  jenem  sehr  klein  war. 

Der  zweite  Stab  wurde,  wie  bemerkt,  in  gleiche  Höhe  mit 
dem  ersten  und  für  je  eine  bestimmte  Entfernung  seines  Mittel- 
punktes von  dem  des  beweglichen  Stabes  in  zwei  ausgezeichnete 
Lagen  gegen  letzteren  gebracht.  Erstens  nämlich  wurde  er  so 
gelegt,  dass  sein  Mittelpunkt  in  den  durch  den  Mittelpunkt  des 
beweglichen  Stabes  gehenden  Meridian  zu  liegen  kam,  während 
seine  Axe  senkrecht  auf  diesem  stand.  Femer  wurde  er  zwei- 
tens mit  seiner  Axe  wiederum  senkrecht  zum  magnetischen  Me- 
ridian aber  so  gelegt,  dass  jene  die  Mitte  des  beweglichen  Star 

Beer,  Eiektrottotik,  Magnefclamiis  nad  ElektrodyxLMnJk.  9 
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bes  traf.  Die  eine  wie  die  andere  der  beiden  Lagen  konnte  auf 
vierfache  Weise  erzielt  werden.  Bei  der  ersten  Lage  nämlich 
kann  der  feste  Magnet  nördlich  oder  südlich  von  dem  beweg- 
lichen Magneten  liegen  und  kann  er  seinen  Nordpol  entweder 
nach  Osten  oder  nach  Westen  hinkehren«  Bei  der  zweiten  Lage 
aber  kann  der  feste  Magnet  auf  der  östlichen  oder  westlichen 
Seite  des  beweglichen  Magneten  liegen  und  kann  sein  Nordpol 
ost-  oder  westwärts  gekehrt  sein. 

Die  Einwirkung  des  festen  Magneten  auf  den  beweglichen 
bestand  nun  darin,  dass  letzterer  aus  seiner  ursprünglichen 
Gleichgewichtslage  abgelenkt  wurde  und  in  einem  neuen  Azi- 
muthe  zur  Ruhe  kam,  welches  mit  dem  der  Gleichgewichtslage 
einen  kleinen  Winkel  bildete.  Hierbei  musste  bei  jeder  der  bei- 
den gedachten  Lagen  der  Nordpol  in  zwei  leicht  von  vorn- 
herein zu  bestimmenden  Fällen  nach  Osten  und  in  den  beiden 
übrigen  nach  Westen  hin  abgelenkt  werden.  Aus  den  jedes- 
mal sich  ergebenden  vier  Ablenkungen  wurde  das  Mittel  ge- 
nommen und  so  ergaben  sich  die  in  der  folgenden  Tabelle  auf- 
geführten Besultate.  Es  enthält  aber  die  erste  Columne  die  in 
Centimeter  ausgedrückten  Entfernungen  R  der  Centra  beider 
Stäbe,  die  Columne  tpi  die  der  ersten,  die  Colunme  q)^  die  der 
zweiten  Lage  entsprechenden  Ablenkungen. 


B 

9^1 

9>2 

B 

9>i 

9>i 

110 

10.57'.  24,8" 

... 

190 

00.22'.  9,2" 

00.43'.  21,8" 

120 

1.  29.  40,6 

... 

200 

0.  19.  1,6 

0.  37.  16,2 

150 

1.  10.  19,3 

20. 13'.  51,2'' 

210 

0.  16.  24,7 

0.  32.  4,6 

140 

0.  66.  58,9 

1.  47.  28,6 

250 

0.  9.  36,1 

0.  18.  61,9 

160 

0.  45.  14,8 

1.  27.  19,1 

300 

0.  5.  83,7 

0.  11.  0,7 

160 

0.  37.  12,2 

1.  12,  7,6 

350 

0.  3.  28,9 

0.  6.  56,9 

170 

0.  30.  67,9 

1.  0.  9,9 

400 

0.  2.  22,2 

0.  4.  35,9 

180 

0.  25.  59,5 

0.  50.  52,5 

» 

Indem  wir  die  vorhergehenden  Versuche  mit  der  Theorie 
vergleichen,  dürfen  wir  die  Annahme  machen,  dass  die  Verbin- 
dungslinie der  magnetischen  Centra  beider  Stäbe  horizontal  sei, 
und  dass  ihre  magnetischen  Axen  mit  dem  Horizonte  nur  sehr 
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kleine  Winkel  bilden.  Wenn  wir  alsdann  die  zweiten  Potenzen 
der  Bogen  dieser  Winkel  vernachlässigen,  so  erhalten  wir  für 
das  von  der  Torsion  und  dem  Erdmagnetismus  herrührende 
horizontale  Gegenpaar,  welches  an  dem  beweglichen  Stabe  wirkt, 
dem  Früheren  zufolge: 

r  (ö  —  q>)  —  MTcos  i  sin  q>. 

Hier  bedeutet  t  die  Torsion,  M  das  magnetische  Moment  des 
beweglichen  Stabes,  T  die  Erdkraft,  i  die  Inclination,  0  das  vom 
magnetischen  Meridian  an  gerechnete  Azimuth  der  magneti- 
schen Axe  für  den  Fall,  dass  die  Torsion  allein  wirkt,  und  ip 
das  wirkliche  Azimuth  der  magnetischen  Axe. 

Obiger  Ausdruck  verschwindet,  wenn  man  fiir  tp  das  Azi- 
muth 9o  setzt,  in  welchem  der  Stab  zur  Ruhe  kommt,  so  lange 
der  feste  Magnet  noch  nicht  auf  denselben  einwirkt.  Mit  Rück- 
sicht hierauf  können  wir  für  jenen  Ausdruck  setzen: 

—  (MTcosi  -|-  r)  sinv^ 

wo  für  qp  —  9o}  d.  i.  die  Winkeldistanz  der  magnetischen  Axe 
von  dem  Oleichgewichtsazimuthe,  der  Buchstabe  v  gesetzt  ist. 

Was  die  Einwirkung  des  festen  Magneten  betrifil,  so  be- 
trachten wir  zunächst  den  Fall,  wo  die  Dimensionen  beider 
Magnete  gegen  die  Entfernung  JB  ihrer  Centra  verschwinden. 
In  diesem  Falle  wird  die  fragliche  Wirktmg  offenbar  durch  ein 
Gegenpaar  dargestellt,  und  sie  kann  unter  andern  mit  Hülfe 
des  Fotentiales  der  Magnete  in  Bezug  auf  einander  gefiinden 
werden.  Mittelst  der  in  2.  und  3.  aufgestellten  Formeln  erhält 
man  aber  für  dieses  Potential: 

MM* 
Tr=  — g^  ico8^  — -  Zcosdcosif). 

Hier  bedeutet  M!  das  Moment  des  festen  Magneten,  während 
8y  df  die  Winkel  sind,  welche  die  magnetischen  Axen  SN,  S'N' 
der  Magnete  mit  der  Linie  B  bilden,  letztere  in  der  Richtung 
vom  beweglichen  Magneten  nach  dem  festen  hin  genommen, 
und  endlich  ^  den  Winkel  zwischen  jenen  Axen  darstellt. 

Es  seien  nun  £,  s'  die  sehr  kleinen  Winkel,  welche  die 
magnetischen  Axen  mit  dem  Horizonte  bilden,  femer  ^,  if'  die 
Winkel,  welche  die  Horizontalprojectionen  jener  Axen  mit  der 
Linie  R  bilden.    Dann  hat  man: 

9* 


i 
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cosd  =z  cosijfCosB,    cos  S'  =  cos  ^'  cos  fi', 
cosjd  =  cos  (^  —  V'O  cos  £  cos  «'  +  sin  s  sin  s'. 
Hiemach  ergiebt  sich  für  die  allein  zu  berücksichtigende  hori- 
zontale Componente  des  genannten  Qegenpaares: 

dW  MM* 

—  -jX= mT  (25m^co5^'  -f-  cosifsint')cossco$^. 

Der  letzte  Ausdruck  lässt  ersehen,  dass  man  ohne  erheb- 
lichen Fehler  die  Abweichungen  £,  s'  der  magnetischen  Axen 
vom  Horizonte  unberücksichtigt  lassen  kann.  Femer  ergiebt 
sich  für  diejenige  relative  Lage  der  beiden  Magnete,  welche  wir 
die  erste  genannt  haben  und  wobei  ^  sehr  nahe  0^  oder  180^, 
t'  aber  sehr  nahe  90^  oder  270^  ist: 

dW MM  cos  t  sin  jf' 

d^  ~  S« 

Für  die  zweite  Lage,  wobei  ^'  nahe  0^  oder  180<>,  ^  aber  nahe 
900  oder  270o.ist,  hat  man: 

_  dW__  2MM'sinil;cosi}' 
dif  ~  JB« 

Mittelst  der  beiden  letzt  gewonnenen  Ausdrücke  und  dem  für 
das  Gtegenpaar,  welches  von  der  Torsion  imd  dem  Erdmagne- 
tismus herrührt,  findet  man  jetzt  leicht,  wenn  man  noch  be- 
rücksichtigt, dass  das  Qleichgewichtsazimuth  nur  wenig  von 
dem  magnetischen  Meridiane  abweicht,  die  folgenden  Relationen : 

F  2P 

tmgvi  =  -gj,  tangvi  =  -^, 

wo  Vi  und  Vi  die  absoluten  Werthe  der  der  ersten  und  zwei- 
ten Lage  entsprechenden  Ausschläge  sind  und  wo  zu  setzen  ist: 

p^         MM' 

MTcosi  +  r 
In  der  That  finden  sich  die  beiden  obigen  Relationen,  wie  die 
Berechnung  von  P  ergiebt,  durch  diejenigen  der  mitgetheilten 
Beobachtungen  annähernd  bestätigt,  bei  welchen  R  mehr  als 
das  Achtfache  der  Länge  der  Stäbe  ausmacht.  Bei  geringeren 
Distanzen  tritt,  wie  aus  2.  und  3.  erhellt,  an  die  Stelle  des  oben 
für  das  Potentiai  angewandten  Ausdruckes  eine  nach  negativen 
ganzen  Potenzen  von  R  fortschreitende  Entwicklung,  deren 
erstes  Glied  mit  jenem  Ausdrucke  zusammenfallt.  Aehnlicbe 
Entwicklungen  gelten  dann  auch  für  t(mgvi  imd  tcmgvt,    und 
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wenn  ins  Besondere  die  angewandten  Magnete  regelmässig  mag- 
netisirt  sind,  so  treten  in  diesen  letzten  Entwicklungen  nur  un- 
gerade Potenzen  von  JB  auf;  denn  dadurch,  dass  das  Vorzeichen, 
von  B  umgekehrt  wird,  muss  unter  den  gedachten  Verhältnissen 
auch  das  Vorzeichen  der  beiden  Tangenten  sich  umkehren,  wäh- 
rend zugleich  ihr  absoluter  Werth  ungeändert  bleiben  muss. 
Wirklich  lassen  sich  die  von  Gauss  angestellten  Beobachtun- 
gen mit  grosser  Genauigkeit  darstellen,  wenn  man  annähernd 
setzt: 


tangvi  =  ^fF  +  ^»  ^^9  ^2  = 


Durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  findet  man  dann: 

P  =  43435,  Qi  =  244900,  Q$  =  —  218500, 
und  mittelst  dieser  Werthe  berechnen  sich  aus  obigen  Formeln 
die  folgenden  Ablenkungen,  welche  von  den  beobachteten  nur 
sehr  wenig  verschieden  sind: 


B 

«1 

^2 

B 

v^ 

110 

10.57'.  22,0" 

•     •    • 

190 

00.22'.  6,6" 

00.43'.  14,0" 

120 

1.  29.  46,5 

•     •    • 

200 

0.  18.  55,7 

0.  37.  5,6 

130 

1.  10.  13,3 

20. 13'.  50,4" 

210 

0.  16.  19,8 

0.  32.  3,7 

140 

0.  55.  58,7 

1.  47.  24,1 

250 

0.  9.  38,6 

0.  19.  2,1 

150 

0.  45.  20,9 

1.  27.  28,7 

300 

0.  5.  33,9 

0.  11.  1,8 

160 

0.  37.  15,4 

1.  12.  10,9 

350 

0.  3.  29,8 

0.  6.  57,1 

170 

0.  30.  59,1 

1.  0.  14,9 

400 

0.  2.  20,5 

0.  4.  39,6 

180 

0.  26.  2,9 

0.  50.  48,3 

• 

Wir  gehen  jetzt  zur  Beschreibung  der  Methode  über,  durch 
welche  Gauss  a.  a.  O.  die  Intensität  des  tellurischen  Magnetis- 
mus zu  finden  gelehrt  hat.  Diese  Methode  besteht  darin,  dass 
man,  unter  M  das  magnetische  Moment  des  bei  den  Versuchen 
anzuwendenden  Magnetstabes  verstanden,  durch  Oscillations- 
beobachtungen  den  Werth  des  Productes  MT  sowie  ferner  auf 
die  im  Nächstvorhergehenden  auseinandergesetzte  Weise  den 
Quotienten  M:  T  bestimmt  und  aus  beiden  Werthen  die  Grösse 
T  ableitet. 

Durch  Beobachtung  der  Schwingungen,  welche  der  Magnet» 
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Stab,  nachdem  er  in  ein  Magnetometer  gebracht  worden,  aus- 
fuhrt, ergebe  sich  fdr  verschwindende  Amplituden  und  den  luft- 
leeren Raum  der  Werth  ^  als  Dauer  einer  ganzen  Oscillation. 
Alsdann  hat  man,  wenn  die  bisherigen  Bezeichnungen  beibehal- 
ten werden  und  noch  für  das  Trägheitsmoment  des  Stabes  J 
gesetzt  wird: 


=.,V: 


MTcosi  +  t 

Nachdem  hierauf  das  Trägheitsmoment  des  Magnetstabes  um 
eine  genau  zu  ermittelnde  Grösse  I  vermehrt  worden,  werde 
für  die  Oscillationsdauer  der  Werth  ^  gefunden.    Es  ist  dann: 


=-Vi 


J+I 


MTcosi  +  t 

Durch  Elimination  der  Grösse  J  findet  man  jetzt  für  das  be-. 
schleunigende  Gtogenpaar  des  Magnetstabes: 

MTcosi +  t  =  ^^gp^^> 

Der  Quotient  t: MTcosi  lässt  sich  auf  die  bei  Besprechung 
der  Declination  angegebene  Weise  finden.  Bezeichnen  wir  den- 
selben durch  kj  so  erhalten  wir  endlich: 

'  -"^  —  (1  +  h)cosi  (^'«  -  ^»)  * 
Um  femer  den  Quotienten  M:T  za  erhalten,  wird  an  die  Stelle 
des  Magnetstabes  ein  zweiter  Hülfsmagnet  in  das  Magnetome- 
ter gebracht.  Der  erste  Magnet  aber  wird  in  die  Ost -West- 
Linie  gelegt .  und  ftir  zwei  verschiedene  Entfernungen  R'  und 
R"  seines  Mittelpunktes  von  dem  im  Magnetometer  befind- 
lichen werden  die  Ablenkungen  t/  und  t/'  des  letzteren  be- 
stimmt. Man  hat  dann,  wenn  M'  das  magnetische  Moment  des 
Htilfsmagneten  ist,  dem  Früheren  zufolge: 

MM*        _  W^tcmgff'  —  R'^tomgv' 
MTcosi +  t~  2(ü"«  — B'«) 

oder  wenn  noch  tör  den  Quotienten  tiM'Tcosi  der  Werth  J(f 
beobachtet  wird: 

Die  vorhergehende   AnsemanderseiEung  möge  an  einigen 
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der  von  Gauss  a.  a.  O.  mitgetheilien  Beobachtungen  erläu- 
tert werden. 

Auf  den  Magnetstab  des  Magnetometers  wurde  horizontal 
und  senkrecht  zur  Axe  ein  hölzerner  parallelepipedischer  Stab 
so  aufgelegt,  dass  sein  Mittelpunkt  nahezu  in  die  Drehaxe  fiel. 
Der  Hülfsstab  wurde  mit  zwei  Gewichten  von  je  103,2572  Grm. 
belastet,  so  zwar,  dass  diese  mit  ihren  Bügeln  auf  feine  in  den 
Stab  eingelegte  Spitzen  drückten,  die  in  gleicher  Entfernung 
von  der  Drehaxe  lagen.  Als  die  Entfernung  3  Centimeter  be- 
trug, ergab  sich  für  die  Dauer  einer  ganzen  Oscillation  aus  minde- 
stens 50  ganzen  Schwingungen  31,6114  Secunden  mittlerer 
Sonn^zeit.  Hierauf  wurden  die  Belastungsgewichte  in  eine 
Entfernung  von  je  18  Centimetem  gebracht  imd  es  ergab  sich 
hierbei  eine  Oscillationsdauer  von  49,2872  Secunden.  Gleich- 
zeitig wurde  die  Dauer  der  Oscillationen  eines  zweiten  Magneto- 
meters beobachtet  und  bezüglich  34,6162  und  34,6496  gefunden. 
Hiernach  beträgt  die  auf  die  Zeit  der  ersten  Beobachtung  re- 
ducirte  Oscillationsdauer  bei  der  zweijben  Belastung  49,2396  Se- 
cunden.   Bei  diesen  Versuchen  war  also  : 

1=  2. 103,2572  (18«  —  3«)  =  65052, 
/l  =  31,6114,     ^'  =  49,2396. 
Ausserdem  wurde  beobachtet: 

MTcos  i:t  =  424,8. 
Mittelst  obiger  Data  findet  man  nun  aus  der  Gleichung  1 : 

I.  MT€Osi  =  1796. 
Es  wurde  aber  femer  an  die  Stelle  eines  Magnetstabes  ein  zwei- 
ter Hülfsmagnet  gebracht,  jener  in  die  Ost- West-Linie  des  letz- 
teren gelegt  und  die  Ablenkung  des  Hülfsmagneten  beobachtet. 
Für  die  Entfernungen  R'  =  120  und  jB"  =  160  ergab  sich  be- 
zügUch  «;'  =  30  42'  19,4"  und  v"  =  1®  34'  19,3".   Ueberdies  wurde 

beobachtet: 

M Tcosi:  T  =  721  fi. 

Der  Gleichung  2  zufolge  war  also: 

•JL-:  =  56606. 
Tcost 

Die  letzte  Zahl  bedarf  noch  einer  Correction  wegen  der  Varia- 
tion von  Tcosiy  indem  man  von  der  Variation,  welche  das 
magnetische  Moment  des  Stabes  während  der  zwischen  den  bei- 
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den  Beobachtungen  verstrichenen  Zeit  einer  Woche  erlitt,  ab- 
sehen darf.  Nun  betrug  aber  bei  den  letzten  Beobachtungen 
die  Oscillationsdauer  im  zweiten  Magnetometer  34,5954  Secun- 
den  mittlerer  Sonnenzeit.  Nehmen  wir  also  annähernd  Tcosi 
umgekehrt  proportional  mit  dem  Quadrate  der  Oscillations- 
dauer, so  finden  wir  für  die  Zeit  der  ersten  von  allen  Beobach- 
tungen: 

Aus  den  Gleichungen  I.  und  11.  findet  man  jetzt: 

Tcosi  =  0,1782. 
Für  die  Inclination  hatte  Gauss  einige  Monate  vor  der  letzt- 
erwähnten Beobachtungsreihe  den  Werth  68®  22'  52"  gefunden. 
Von  der  Variation  der  Inclination  abgesehen  war  also: 

T  =  0,4837. 
Was  die  Bedeutung  der  letzten  Zahl  betrifft,  so  bemerken  wir 
wiederholend,  dass  sie  die  Geschwindigkeit  darstellt,  welche  die 
Masse  Eins  während  der  Zeit  Eins  erlangt ,  wenn  auf  dieselbe 
die  Kraft  wirkt,  mit  welcher  der  Erdmagnetismus  auf  das  Quan- 
tum Eins  des  magnetischen  Fluidums  einwirkt.  Als  Einheit 
der  Geschwindigkeit  nehmen  wir  das  Centimeter,  als  Einheit 
der  Zeit  die  Secunde,  als  Einheit  der  Masse  das  Gramm  an.  Für 
die  Emheit  des  magnetischen  Fluidums  nehmen  wir  aber  das 
Quantum  an,  das  in  einen  Punkt  concentrirt  auf  ein  zweites 
absolut  genommen  gleiches  und  ebenfalls  in  einen  Punkt  con- 
centrirtes  Quantum  bei  der  Entfernung  Eins  mit  einer  Kraft 
einwirkt,  die  während  der  Zeit  Eins  der  Masse  Eins  die  Ge- 
schwindigkeit Eins  ertheilen  würde. 


*   5.   Mathematisolie  Darstellung  der  Wirkung  des 

Erdmagnetismua 

Es  erscheint  von  hohem  Interesse,  den  magnetischen  Zu« 
stand  der  Erde,  inwiefern  er  sich  zu  einer  bestimmten  Zeit 
auf  der  Oberfläche  äussert,  mathematisch  darzustellen.  Wie  dies 
mittelst   der   nöthigen    zur    betreffenden    Zeit    anzustellenden 
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Beobachtungen  erzielt  werde,  soll  in  dem  Folgenden  auseinan- 
dergesetzt werden. 

In  der  Elektrostatik  wurde  gezeigt,  dass  die  nach  aussen 
gerichtete  Wirkung  elektrischer  Massen,  die  in  dem  Innern 
eines  Körpers  irgendwie  vertheilt  sind,  sich  ersetzen  lasse 
durch  die  Wirkung  von  elektrischen  Massen,  welche  in  einer 
unendlich  dünnen  Schicht  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  He- 
gen. Zugleich  wurde  bewiesen,  dass  hierbei  die  Summe  der 
letztgenannten  Massen  gleichkommt  der  Summe  der  im  Körper 
enthaltenen  Massen.  Beide  Sätze  lassen  sich  offenbar  ohne 
Weiteres  auf  die  magnetischen  Fluida  ausdehnen.  Für  den 
ausserhalb  eines  Magneten  befindlichen  Raum  ist  also  die  Wir- 
kung des  Magneten  dieselbe,  wie  die  einer  verschwindend  dün- 
nen Schicht  von  positivem  und  negativem  über  die  Oberfläche 
des  Magneten  nach  einem  gewissen  Gesetze  vertheilten  Flui- 
dum  und  es  sind  hierbei  die  Quanta  der  beiden  Fluida  ent- 
gegengesetzt gleich. 

Aus  dem  Obigen  folgt,  dass  sich  das  Potential  des  Erd- 
magnetismus in  gleicher  Weise  wie  das  Potential  der  Ladung 
eines  sphärischen  Conductors  entwickeln  lasse.  Bezeichnen  wir 
also  durch  t  die  Entfernung  eines  über  oder  auf  der  Erde  be- 
fiindlichen  Punktes  vom  Mittelpunkte  der  Erde,  durch  R  den 
Radius  der  letzteren  und  berücksichtigen  wir,  dass  das  Qe- 
sammtquantum  der  idealen  Ladung  verschwindet ,  so  hat  man 
flir  das  magnetische  Potential  V  der  Erde  in  dem  ausserhalb 
der  letzteren  beflndlichen  Räume,  nach  Elektrostatik  lY.  2.  a: 

wo,  unter  q>  die  Poldistanz,  unter  0  die  geographische  Länge 
und  unter  Ä  und  B  gewisse  Constanten  verstanden,  zu  setzen  ist: 


<— M 


,        ,  ,     n(«-l)         ,_.  .  w(n-l)(n-2)(n-3)         ^ 

Die  zu  Anfa^ig  gestellte  Aufgabe  besteht,  wie  man  sieht, 
darin,  eine  hinreichende  Zahl  der  Gonstanten  Ä  und  B  zu  be- 
stimmen, so  dass  sich  mittelst  obiger  Entwicklungen  für  jeden 
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Funkt  der  Erdoberfläche  in  befriedigender  Weise  die  Richtung 
und  Orösse  der  magnetischen  Erdkraft  darstellen  lässt,  oder 
was  dasselbe  heisst,  drei  auf  einander  senkrechte  Componenten 
jener  Erafb.  Für  die  Richtungen  dieser  Componenten  nehmen 
wir  die  Richtung  des  geographischen  Meridianes,  von  Süden 
nach  Norden,  senkrecht  hierauf  die  Richtung  von  Osten  nach 
Westen  und  endlich  die  Richtung  des  Lothes  oder  des  Erd- 
halbmessers von  oben  nach  unten  gerechnet.  Alsdann  hat  man 
um  die  Componenten,  welche  bezüglich  durch  X,  F,  Z  bezeich- 
net werden  mögen,  durch  die  Inclination  i,  die  Declination  d 
und  die  magnetische  Erdkraft  T  oder  auch  umgekehrt  dar- 
zustellen: 

tang8=:^,tangi=^^f     ^.   T  =VX^+ IP -\- Z». 

Die  Componenten  lassen  sich  bekanntlich  als  partielle  Dif- 
ferentialquotienten des  Potentials  darstellen,  und  zwar  ist,  wenn 
äx^  dy,  de  die  Incremente  der  Länge  nach  den  Richtungen  der 
Componenten  darstellen: 

X=  — —    r=-—    Z=  — — . 

dx*  dy  ^  de 

Nun  ist  aber  fiir  jeden  Punkt  auf  der  Oberfläche  t  :=  R  und 

da:  =  —  22^9,  dy  =  —  Bsinq)  dO,  de  =  —  dt 
Hieraus  folgt: 

^    dq)  stntp  ^    dO  ---i  v      i      /     " 

Für  die  Coefficienten  P  sind  folgende  Ausdrücke  zu  setzen: 
Pi  =  9uo  Bifi 

+  ?M  {Ad sine  +  -Bi,i  cosO). 

+  99,1  (^2,1  sine  +  Bi^i  cosO) 
+  9%,9  (-4j,2  sin2Ö  +  -^2,2  cos2Ö). 

Pz   =  ^8,0    -03,0 

+  ^8.1  (-4«,,  sine  +  5«,i  cose) 
+  ^3,2  (A,2  sin  2  Ö  +  Bz,i  cos  2  Ö) 
+  93^  (-^8^  sin  30  +  5«,8  cos  3ö). 
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■P4  =  0^4.0    -54.0 

+  flf4,i  (A.i  sine  +  B4.1  COS0) 
+  5^4.«  (^4.3  sin  2  Ö  +  ^4,8  CÖ5  2  ö) 
+  5^4^  (A.8  sinSe  +  ^4,8  C053Ö) 
+  5^4,4  (^,4 sin^e  4-  B4.4  cosiO) 
etc.  etc. 
Die  in    diesen    Formeln  durch  g  bezeichneten  Ausdrücke 
sind  folgende: 
^,,0  =  cos(p       g^fi  =  cos  9«  —  l       (73.0  =  cos  9«  —  Icosq) 
9\  ,1  =  sin  9        ^2.1  =  cos  9  siw  9        jfs.i  =  {(^s  9»  —  J)  sin  9 

^,,,  =  sin  9«  ^^8,8  =  €08  q>  sinq>^ 

flfg^  =  sin  g)8 
0^4,0  =  cos 9*  —  f  cosq>^  +  ^ 
jf4^  =  (cos  9'  —  f  cos  9)  sirnp 
9a,%  =  (cos  9*  —  ])  sin  9* 
5^4,8  =  cos  9  sin  9« 
flf4,4  =  sin  94 
etc. 
Hiemach  findet  man  durch  Substitution: 

I —  GO  /*  — OD     ,  \ 

*— 00,  rf— 00  /*=-00  ,  \ 

+  s^B„+2;(s^Ä.,)<»..9. 

Die  Vergleichung  obiger  Ausdrücke  mit  den  durch  Beobach- 
tung gefundenen  Werthen  der  Componenten  führt  nun  zu  den 
verlangten  Werthen  der  Coefficienten  A  und  B,  Diese  Verglei- 
chung lässt  sich  aber,  ohne  dass  man  auf  grosse  Schwierigkeiten 
stösst^  wie  folgt  bewerkstelligen. 


± 


m 
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Indem  man  die  Oomponenten  für  eine  hinreichende  Anzahl 
gleich  weit  von  einander  entfernter  Orte  eines  und  desselben 
Parallelkreises  zu  Grunde  legt,  bilde  man  die  nach  den  Sinus 
und  Cosinus  der  Vielfachen  der  Länge  fortschreitenden  Beihen, 
welche  den  Verlauf  der  Componenten  auf  jenem  Parallelkreis 
darstellen.  Bedeutet/  eine  solche  Componente,  so  hat  man,  in- 
sofern /  stetig  verläuft,  für  alle  Werthe  von  ö  zwischen  0  und 
1%  und  irir  diese  Grenzen  selbst: 

f  =^  Ai  sind  +  Ai  sin20  +  ^a  sinSO  -|- 

+  I  Be  +  ^1  cosO  +  BiC0s2e  + 

Die  CoefGcienten  dieser  Entwicklung  aber,  nämlich: 

fsin  mO  dd,  jBm  =  —    /  fcosmO  dO, 

0  0 

lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  annähernd  mittelst  der  gewähl- 
ten und  der  Beobachtung  entnommenen  Wertbe  von  /  berech- 
nen.   Auf  diese  Weise  werde  nun  geftinden: 

t«00  t"0O 

1  —  00  ^—00 

I— 00  t— 00 

Z=^  Är^i  sin  ie  +  l  Ä.0  +  ^  B,j  cos  id. 

i^i  (»1 

Man  hat  alsdann^  wie  die  Vergleichung  ergiebt: 
1.     *|  ^  ^,,  =  A...,      4.  -.•  *f  ^  5..  =  A... 

2-     *S   ^  **••  =s^'.«.      5.         0  =  1  £,.,. 

it  — 00 
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t  — OD 


9     -S  (*+l)i^M  ■»*..=  -Bm- 


k^i 


Die  fünfte  der  obigen  Gleichungen  kann  zur  Bestimmung 
der  Coefficienten  Ä  und  B  nicht  dienen,»  es  müssen  aber  auf 
dem  Farallelkreise  so  viele  Punkte  oder  Oerter  in  Kechnung 
gezogen  werden,  dass  eben  jene  Gleichung  wenigstens  annähernd 
erfüllt  wird. 

Die  obigen  Gleichungen  mögen  nun  für  eine  Anzahl  j^  Pa- 
rallelkreise gebildet  werden,  und  es  mögen  von  den  CoefQcien- 
ten  P  etwa  n  berücksichtigt  werden.  Alsdann  hat  man  2N 
Gleichungen  von  den  Formen  2  und  8  mit  den  Grössen  Bi^  B^^ 
**---  Bnfi'  Femer  ergeben  sich  einerseits  aus  1,  6,  7  und  an- 
dererseits aus  3,  4,  9  je  3  JV  Gleichungen  für  jede  der  folgen- 
den zusammengestellten  Gruppen  der  Coefficienten  A  und  B: 

-^1,1      -^2,1      -4.8,1  .  •  • .  An^i  Bi^i      JSa^i      B$^i  ....  Bn,i 

-0-2,2       -4«,2 An^  JD2,2      -08,2 Ä,2 

■^8,8 -4j«,8  Bsfi Bnfi 


-An^: 


*ii,fi 


Aus  den  so  gewonnenen  Gleichungen  sind  endlich  die  Coef- 
ficienten Ä  und  B  mittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
zu  berechnen,  wobei,  wie  leicht  ersichtlich,  die  grösste  Zahl  der 
Unbekannten  in  den  linearen  Endgleichungen  n  ist. 

Auf  dem  oben  auseinander  gesetzten  Wege  hat  Gauss 
(Allgemeine  Theorie  des  Erdmagnetismus.  Resultate  aus  den 
Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1838,  von 
Gauss  und  Weber.  1839)  die  24  Constanten  der  4  ersten 
P- Coefficienten,  welche  für  eine  erste  Annäherung  hinreichen, 
berechnet.  Derselbe  legte  der  Rechnung  die  Daten  von  84 
Oertem  zu  Grunde,  die  zu  je  12  auf  7  Parallelkreisen  liegen, 
und  entnahm  jene  Daten  aus  der  Sabine'schen  Karte  für  die 
ganze  Intensität  (im  siebenten  Report  qf  the  British  (Association 
for  the  advancemenl  of  science),  aus  der  Barlow'schen  Karte  für 
die  Declination  (Philosophiccd  transactions  1833)  und  aus  der  Hör- 
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ner'schen  Karte  für  die  Inclination  (Gehleres  physikalisches 
Wörterbuch,  Band  6).  Gauss  rechnete  die  geographischen  Län- 
gen ostwärts  von  dem  Meridiane  von  Greenwich;  femer  nahm 
er  die  Intensität  für  London  =  1372  an  und  gab  dem  Poten- 
tial in  der  Gegend  des  Nordpoles  das  positive  Vorzeichen.  Die 
Gauss' sehen  Coefficienten  bedürfen  also,  wenn  wir  unsere  bis^ 
herigen  Einheiten  beibehalten  wollen,  einer  Modification.  Es 
betrug  aber  iür  die  in  Betracht  kommende  Zeit  die  Intensität  in 
Göttingen  1357,  wenn  die  in  London  gleich  1372  gesetzt  wurde, 
während  sich  fiir  dieselbe  Intensität  aus  den  im  Juli  1834  ge- 
machten Beobachtungen  bei  Zugrundelegung  der  von  uns  ange- 
wandten Einheiten  der  Werth  0,47414  ableitete.  Hiernach  müssen 
wir  die  Gauss'schen  Coefficienten  mit  der  Zahl  0,47414:1357 
d.  i.  0,00034941  multipliciren  und  ihr  Zeichen  umkehren,  um  die 
von  uns  durch  Ä  und  B  bezeichneten  Coefficienten  zu  erhalten. 
Wir  lassen  die  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  genommenen 
Gauss'schen  Coefficienten  d.  i.  also  die  durch  die  letztgenannte 
Zahl  dividirten  Coefficienten  Ä  und  B  hier  folgen: 


Index 

A :  0,00034941 

B:  0,00034941 

1,0 

•   •   •   * 

-  925,782 

1,1 

+  178,744 

—  89,024 

2,0 

•  •  •  * 

-1-  22,059 

2,1 

+   6,030 

+  144,913 

2,2 

+    39,010 

—   0,493 

3,0 

•    •    •    • 

+  18,868 

8,1 

-  47,794 

—  122,936 

8,2 

-H  22,766 

+  73,193 

8,8 

+    18,750 

—   1,396 

4,0 

■  .  •  . 

+  108,855 

4,1 

—  64,112 

+  152,589 

iß 

-  42,578 

+  45,791 

4,8 

-h   0,178 

-  19,774 

4,4 

—   3,176 

-   4,127 

Um  die  Berechnung  der  Componenten  des  Erdmagnetismus 
für  einen  gegebenen  Ort  zu  erleichtern,   hat  Gauss  a.  a.  O. 


pennanenten  Magneten.  143 

Hülfstafelii  mitgetheilt,  deren  Anwendung  aus  Folgendem  erhel- 
len wird.'  Wie  die  vorhergehenden  Betrachtungen  ersehen  las- 
sen, kann  man  setzen: 

X  =  o«  -f  a'cos(e  +  Ä')-{-a"cos{2e-\-A")-]-a"'cos(B0-^A"') 
-f  o^  CO»  (4  Ö  +  Ä^^), 

r=  b'eosid  +  B*)  +  b"co8(2d  -\- B") -\-  V"co8(3e  +  B") 
+  6^  cos  (4  d  +  S""), 

Zz=  ifi-\-  e'cos(e  +  C')4-c"cos(2e+  C")  +  c"'cos(3ö  4-  C") 
+  c^''  cos  (4  ö  +  C^), 

und  es  sind  alsdann  die  Coefficienten  o,  b,  c,  sowie  die  Hülfs- 
winke!  A^  B,  C  lediglich  Functionen  der  geographischen  Breite. 
In  den  gedachten  Tafeln  findet  man  nun  für  die  einzelnen  Breite- 
grade die  Werthe  von  o*,  c^  und  den  Hülfswinkeln  Ä\  JB',  C  etc. 
sowie  endlich  die  Logarithmen  der  Coefficienten  a*,  h\  cf  etc. 
ausgerechnet  vor,  so  dass  die  Componenten  und  folglich  auch 
die  Declination,  Inclination  und  Intensität  mit  grosser  Leich- 
tigkeit ermittelt  werden  können. 

Die  theoretischen  Formeln  stellen  die  Verhältnisse  des  Erd- 
magnetismus mit  einer  Genauigkeit  dar,  welche  für  eine  erste 
Annäherung  und  mit  Rücksicht  auf  das  zu  Gründe  gelegte  Ma- 
terial als  eine  sehr  befriedigende  angesehen  werden  muss.  Wir 
verweisen  wegen  dieses  Punktes  auf  den  1840  erschienenen  At- 
las des  Erdmagnetismus  von  Gauss  und  Weber. 

Zum  Schlüsse  mögen  hier  noch  einige  Worte  über  die  von 
Gauss  sogenannten  Gleichgewichtslinien  und  die  ideale  Yer- 
theilong  der  magnetischen  Fluida  auf  der  Erdoberfläche  gesagt 
werden,  unter  den  Gleichgewichtslinien,  welche  für  Erlangung 
eines  leichten  Ueberblicks  über  die  Verhältnisse  des  Erdmagne- 
tismus von  Bedeutung  sind,  versteht  man  die  Linien,  in  wel- 
chen die  Oberfläche  der  Erde  von  den  Gleichgewichtsflächen 
des  magnetischen  Potentials  geschnitten  wird;  in  allen  Punk- 
ten einer  solchen  Linie  weist  also  das  Potential  einen  und  den- 
selben Werth  auf.  Die  Gleichgewichtslinien  sind  in  sich  selbst 
zurücklaufende  Curven,  von  denen  keine  eine  andere  schneidet. 
Sowohl  nach  Norden  als  nach  Süden  hin  ziehen  sich  diese  Li- 
nien zusammen,  um  schliesslich  bezüglich  in  den  magnetischen 
Nord-  oder  Südpol  überzugehen.     In  jedem  Punkte  der  Erde 
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steht  die  Richtung  der  magnetischen  Erafb  auf  der  durch  den 
Punkt  gehenden  Gleichgewichtslinie  senkrecht.  Das  Potential 
ist  auf  einer  gewissen  mittleren  in  der  Gegend  des  Aequators 
um  die  Erde  herumlaufenden  Gleichgewichtslinie  gleich  Null, 
nördlich  von  dieser  Linie  negativ,  nach  Süden  hin  positiv  und 
sein  absoluter  Werth  nimmt,  wenn  man  von  der  gedachten 
Linie  aus  nach  dem  magnetischen  Nord-  oder  Südpole  fort- 
schreitet, an  Grösse  zu,  um  auf  jedem  dieser  Pole  ein  Maximum 
zu  werden.  Die  Werthe  des  Potentials  werden  aber  dem  Frühe- 
ren zufolge  mittelst  der  Formel: 

gefunden. 

Wie  firüher  bemerkt  wurde,  lässt  sich  die  magnetische  Wir- 
kung der  Erde  in  dem  ausserhalb  derselben  befindlichen  Baume 
auf  eine  gewisse  ideale  Yertheilung  gleicher  Massen  nördlichen 
und  südlichen  Fluidums  über  die  Oberfläche  der  Erde  zurück- 
fuhren. Für  die  Flächendichtigkeit  dieser  oberflächlichen  magne- 
tischen Ladung  hat  man  (siehe  Elektrostatik  IV.  2.  a.)  den  Aus- 
druck: 


i=Sp. 


-  h  (1+ ^  ^^^ 


dtj' 

wo  -TT  eine  Differentiation  nach  der  auswärts  gerechneten  Nor- 
male bedeutet.  Oflfenbar  kann  man  aber  für  obigen  Ausdruck 
auch  schreiben: 

-Ä(l+2z)  =  ±|](2n  +  l)P.. 

Das  magnetische  Potential  der  Erde  nähert  sich  mit  wachsen- 
der Entfernung  von  letzterer  der  Grenze: 

— |i—  =  -p-  {-Bi,o  cos  (p  +  (-4i,i  sin ö  +  JBi,i  cos 0)  sin 9}. 

Bestimmen  wir  die  Grössen  q>\  ff  und  JV  so,  dass 

Neos  (p'  =  5i,o,  Nsin  q>'  sin  ff  =  -4i,i ,  Nsintp'  cos  ff  =  Bi^i 
wird,  und  setzen  wir  femer: 

cos  (0  —  ff)  sin  fpsimp'  -f-  co8(p  cos  q>'  =  cos  d,  NB^  =  M^ 
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so  ergiebt  sich  für  das  Potential: 

Mcosd 
P 

Die  Grösse  M  ist  das  magnetische  Moment  der  Erde,  und  (p\ 
ff  sind  die  Winkelcoordinaten  desjenigen  Halbmessers,  welcher 
mit  ihrer  magnetischen  Axe  parallel  läuft,  letztere  in  der  Rich- 
tung von  dem  Schwerpunkte  der  südlich  magnetischen  Massen 
nach  dem  Schwerpunkte  der  nördlich  magnetischen  Massen  ge- 
rechnet.   Die  Ausrechnung  liefert: 

Jtf  =  8,5 .  102«,  9'  =  12»  10',  (f  1=  2960  29'. 


Beer,  Elektrostatik,  Magnetismus  und  Elektrodynamik.  IQ 


m. 

VON  DER  INDUOTION  DES  MAGNETISMUS 

IM  ALLGEMEINEN. 


1.   LehiiBatz  aus  der  Elektrostatik. 

Der  Lehre  von  der  magnetischen  Induction  legen  wir  einen 
in  die  Elektrostatik  gehörenden  Satz  zu  Grunde,  welcher  wie 
folgt  lautet: 

Das  Potential  der  Ladung,  welche  von  einer  in  einem  Punkte 
Pi  concentrirten  elektrischen  Masse  auf  einem  abgeleiteten  oder 
isolirten  Conductor  inducirt  wird,  hat  in  einem  Pimkte  Pj  den- 
selben Werth,  welchen  das  Potential  der  Ladung,  die  von  einer 
gleichen  aber  in  dem  Punkte  Pj  concentrirten  Masse  hervor- 
gerufen wird,  in  dem  Punkte  Pi  aufweist,  wofern  die  genann- 
ten Punkte  entweder  beide  ausserhalb  des  Conductors  liegen 
oder  beide  in  einer  Höhlung  desselben  sich  befinden. 

Die  Richtigkeit  obigen  Satzes  möge  erstlich  für  den  Fall 
erwiesen  werden,  wo  der  Conductor  abgeleitet  ist  und  die  zur 
Sprache  kommenden  Punkte  Pi  und  P^  beide  ausserhalb  des 
Conductors  liegen.  Für  die  inducirende  Masse  nehmen  wir, 
ohne  die  Allgemeinheit  des  Resultats  zu  beeinträchtigen,  die 
positive  Einheit.  Das  äussere  Potential  der  Ladung,  welche  von 
der  Masse  hervorgerufen  wird,  wenn  sie  im  Punkte  Pi  liegt, 
sei  Fl  (^  y,  z),  und  die  Dichtigkeit  der  Ladung,  welche  dieselbe 
Masse  hervorrufb,  wenn  sie  in  P9  liegt,  sei  q%.  Man  hat  als- 
dann nach  einem  Satze  der  Elektrostatik  (IV.  1.): 

Vi  {x^,  ya,  «ü)  =  —  fqi  Fl  {x,  y,  e)  ds, 
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wo  rcj,  ^2»  ^2  die  Coordinaten  des  Punktes  Pq,  x,  y,  a  die  des 
Elementes  ds  der  Oberfläche  des  Leiters  bedeuten,  und  wo  das 
rechts  stehende  Integral  über  sämmtliche  Elemente  dieser  Ober- 
fläche auszudehnen  ist. 

Wenn  aber  die  Entfernung  vom  Punkte  Pi  durch  ri  be- 
zeichnet wird,  so  hat  man,  da  der  Conductor  abgeleitet  ist,  für 
alle  Punkte  des  letzteren: 

Fl  (x,  y,  ;er)  +  --  =  0. 

Es  ist  also  auch: 

ds 


Vi  (x^j  y2,  z^)  =J  ^ 


Das  hier  rechter  Hand  stehende  Integral  ist  nichts  anderes  als 
das  Potential  der  von  P^  ausgehenden  Ladung  für  den  Punkt 
Pi,  und  hieraus  erhellet  der  Satz.  Wird  jenes  Potential  durch 
F3  {x,  y,  z)  bezeichnet,  so  kann  man  also  auch  schreiben: 

y\  (ph,  y2,  ^2)  =  Fi  (xu  yu  Zi)' 

Es  werde  zweitens  unterstellt,  der  Conductor  sei  isoUrt.  Wie 
früher  seien  Vi  und  V2  die  Potentiale  der  Ladungen,  welche 
von  der  Masse  Eins  inducirt  werden,  wenn  sie  bezüglich  in  dem 
Punkte  Pi  oder  in  dem  Punkte  P^  liegt.  Femer  seien  üi  und 
Di  die  Potentiale  der  Ladungen,  welche  von  derselben  Masse 
in  denselben  Lagen,  aber  für  den  Fall,  dass  der  Conductor  ab- 
geleitet ist,  inducirt  werden;  die  diesen  letzteren  Ladungen  ent- 
sprechenden Dichtigkeiten  seien  bezüglich  Qi  und  q^' 

Wenn  die  Masse  im  Punkt  Pi  sich  befindet,  so  besteht  die 
Ladung  aus  einem  gebundenen  (nicht  ableitbaren)  Theile  mit 
der  Dichtigkeit  Qi,  dem  Potentiale  Ui  und  aus  einem  freien 
(ableitbaren)    Theile.     Das   Quantum    dieses    zweiten   Theiles 

ist  —  J'qi  ds  und   sein  Potential    im   Innern   des  Conductors 

—  cfqids^  wenn  c  das  innere  Potential  einer  freien  Ladung 

von  der  Quantität  Eins  ist.    Wir  haben  also  zufolge  des  bereits 
im  ersten  Falle  angewandten  Satzes: 

Vi  (a^,  j/2,  z^)  =  -/92  Vi  {x,  y,  z)ds 

10* 


J 
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Da  ferner  auch  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Conductors 

ist,  so  hat  man,  wenn  noch  die  Quanta  fQids,  f^ids  bezüg- 
lich durch  gi  und  q^  bezeichnet  werden: 

Vi  {X2,  ^2,  ^2)  =J  ^^  +  cqi  32. 

Ebenso  findet  man: 

V2  (a?i,  J/i,  81)  =  r^^  -\-  cqi  ga. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich  aber  mit  Bück- 
sicht auf  den  vorhergehenden  Fall: 

Vi  (^a,  ^21  ^2)  =  Fa  {xi,  ffi,  ^,). 

Der  Beweis  des  Satzes  fiir  den  Fall,  wo  beide  Punkte  P  in 
einer  Höhlung  eines  Conductors  liegen,  kann  aus  dem  Vorher- 
gehenden leicht  entnommen  werden. 

Aus  dem  mitgetheilten  Satze  ergiebt  sich  für  das  Potential 
der  durch  einen  Punkt  inducirten  Ladung  die  bemerkenswerthe 
Eigenschaft,  dass  es  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  man  in 
ihm  die  Coordinaten  des  inducirenden  Punktes  mit  den  Coordi- 
naten  des  Punktes,  auf  den  es  sich  bezieht,  vertauscht,  hierbei 
unterstellt,  dass  die  genannten  Punkte  entweder  beide  ausser- 
halb oder  beide  in  einer  Höhlung  des  Conductors  liegen.  Es 
sei  nämlich  F(iCi,  yi,  £!i;  x,  y,  e)  das  Potential  der  Ladung,  wel- 
che von  dem  Punkte  Pi  mit  den  Coordinaten  Xi,  yi^  Zi  inducirt 
wird,  und  zwar  fiir  einen  Punkt  (a;,  y,  z)^  der  zugleich  mit  Pi 
ausserhalb  oder  innerhalb  einer  Höhlung  des  Conductors  Uegt. 
Dieselbe  Grösse  für  den  in  demselben  Baume  mit  Pi  befind- 
lichen inducirenden  Punkt  P2  mit  den  Coordinaten  x^,  y^,  e^  ist 
alsdann  V {x^^  y^^  is%\  x^  y^  0).  Dem  Vorhergehenden  zufolge 
ist  nun: 

y{^y  Vu  ^1;  ^3,  »2,  ^2)  =  y  (^2, 1/2,  ^«;  Xi,  yi,  ^1), 
woraus  die  Bichtigkeit  der  gemachten  Bemerkung  erhellet. 

Zur  Verification  der  im  Obigen  gewonnenen  Besultate  be» 
trachten  wir  den  sphärischen  Conductor.  Ausserhalb  eines  sol- 
chen mit  dem  Badius  B  liege  der  Punkt  Pi  mit  der  Masse  Eins, 
um   Ti  vom  Mittelpunkte  entfernt.     Das  elektrische  Bild  des 
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Punktes  hat  die  Masse  —  jB:  li,  und  wenn  T^  seine  Entfernung 
vom  Mittelpunkte  bedeutet,  so  ist: 

Für  einen  Punkt  P,  der  ebenfalls  ausserhalb  des  isolirten  Con- 
ductors  in  der  Entfernung  T  vom  Mittelpunkte  liegt,  ist  als- 
dann das  Potential  der  durch  Pi  inducirten  Ladung,  wenn  8 
die  Entfernung  des  Punktes  P  von  dem  genannten  elektrischen 
Bilde  bedeutet : 

Für  letzteren  Ausdruck  erhält  man  aber,  wenn  man  die  Länge 
S  durch  die  Radii  vectores  der  Punkte  P  und  Pi  und  den  von 
letzteren  gebildeten  Winkel  S  ausdrückt: 

\R^  —  2R^TT,cosd  -f  T»5?  "^  TTi ' 

ein  Ausdruck,  dessen  beide  Theile,  wie  man  leicht  einsieht»  in 
Bezug  auf  die  Coordinaten  der  Punkte  P  und  Pi  symmetrisch 
gebaut  sind. 

Liegen  die  Punkte  P  und  Pi  in  der  sphärischen  Höhlung 
eines  Conductors,  so  hat  man  für  das  von  Pi  indudrte  Poten- 
tial im  Punkte  P; 

-R .^ 

wo  c  den  Werth  des  inneren  Potentials  der  Ladung  bedeutet» 
welche  das  Quantum  Eins  auf  der  äusseren  Grenzfläche  des  Con- 
ductors erzeugt.  Auch  hier  ist  also  das  Potential  der  inducir- 
ten Ladimg  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  der  Punkte  P  und 
Pi  symmetrisch  gebaut.  Ein  Gleiches  gilt  endlich  auch  für  je- 
den der  beiden  betrachteten  Fälle,  weim  der  Conductor  abge- 
leitet ist,  indem  sich  alsdann  jeder  der  beiden  gefundenen  Po- 
tentialausdrücke auf  das  erste  Glied  zurückzieht. 

Der  abgehandelte  Satz  behält,  wie  aus  seinem  Beweise 
leicht  zu  entnehmen,  auch  dann  noch  seine  Gültigkeit,  wenn 
an  die  Stelle  eines  einzelnen  Conductors  ein  System  von  be- 
liebig vielen  Conductoren  tritt.  In  der  hierdurch  erzielten  all- 
gemeinen Form  findet  er  seine  Anwendung  in  der  Theorie  der 
magnetischen  Induction,  denn  die  Körper,  welche,  wie  absolut 
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weiches  Eisen,  der  Treanung  und  Wiedervereinigung  der  magneti- 
schen Fluida  kein  Hindemiss  entgegensetzen,  betrachten  wir 
als  aus  kleinsten  Theilchen  zusammengesetzt,  die  sich  gegen 
die  magnetischen  Fluida  gerade  ebenso  verhalten,  wie  isolirte 
Conductoren  gegen  die  elektrischen  Fluida.  Das  Potential  der 
magnetischen  Ladung,  welche  von  einem  Magnetpole  in  einem 
magnetisch  erregbareu  Körper  hervorgerufen  wird,  ist  sonach 
eine  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  des  Poles  und  die  laufenden 
Coordinaten  symmetrisch  gebaute  Function. 


2.    Magnetlsolie  Induction  in  einem  einzelnen  Körper- 
elemente. Verhalten  eines  beliebig  gestalteten  Körpers 
im  homogenen  magnetischen  Felde. 

Das  Potential  eines  Magneten  hat  für  solche  Punkte,  ge- 
gen deren  Entfernungen  die  D^'mensionen  des  Magneten  ver- 
schwinden, die  Form: 

Mcosd 

wo  M  das  magnetische  Moment  des  Magneten^  B  die  Länge 
der  Linie  bedeutet,  welche  irgend  einen  Pimkt  des  Magneten 
mit  dem  Punkte  verbindet,  auf  den  sich  das  Potential  bezieht, 
und  wo  endlich  d  der  Winkel  ist,  den  die  eben  gedachte  Linie 
mit  der  Verbindungslinie  des  Südpoles  und  des  Nordpoles  ein- 
scUtesst  (s.  IT.  2.). 

Auch  das  Potential  des  in  einem  einzelnen  Körperelemente 
durch  einen  Magnetpol  induch-ten  Magnetismus  wird  für  jeden 
Punkt,  der  in  einer  nicht  verschwindend  kleinen  Entfernung 
von  dem  Elemente  liegt,  unter  die  angegebene  Form  fallen. 
Dasselbe  setzen  wir  femer  der  Energie  des  inducirenden  Poles 
proportional,  was  wenigstens,  wie  wir  sehen  werden,  fiir  schwä- 
chere scheidende  Kräfte  gestattet  ist.  Führen  wir  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  ein,  dessen  ^xen  durch  das  Ele- 
ment gehen,  <^o  hat  man  für  das  Potential  des  erregten  Ele- 
mentes: 
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u  =  ^(xA-\-yB  +  eC), 

WO  zu  setzen  ist: 

r»  =  a;2  -j-  y^  -f-  ^er^, 

wo  Q  das  in  dem  Pole  enthaltene  magnetische  Quantum  be- 
deutet und  wo  die  Coefficienten  Ä,  B,  (7,  sobald  das  Goordinaten- 
system  einmal  fixirt  ist,  nur  von  der  Lage  des  indudrenden 
Poles  abhängen. 

Die  Coordinaten  des  Poles  seien  nun  a/,  f^,  ^,  seine  Ent- 
fernung vom  Elemente  sei  r';  alsdann  hat  man  dem  unter  1. 
abgehandelten  Satze  zufolge: 

f'^{xA[c(f,  yf,s^  +  yB[af,  y',  s^  +  i^C[a/,  j/,  sf])  = 

r^(/Ä  [a?,  y,  ^] -}- i/ B[x,  y,  0] -{-  x/ C [x,  y,  j?]). 

Wir  schliessen   aus  dieser   letzteren  Gleichung,  dass  die  Aus- 
drücke: 

r^Ä[Xy  y,  4  r^B[x,  y,  4  r»  C[x,  y,  0] 

ganze  homogene  Functionen  ersten  Grades  der  Coordinaten  x,  y,  0 
sind  und  setzen  daher  für  dieselben  bezüglich: 

ax  -f-  c'y  +  6'^,  6y  -f-  a' 0  +  c"a;,  c^sf  -f-  b'x  -f-  a''y. 

Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  letzte  Gleichung  lie- 
fert dann  ferner  noch: 

und  mit  Rücksicht  hierauf  kommt  endlich: 

V\?i0  +  xsq  +  cflxfy-^xfi), 

wo  die  Coefficienten  a,  b,  c . . .  ganz  unabhängig  von  dem  indu- 
cii'enden  Pole  sind  und  lediglich  durch  die  Natur,  Form  und 
Grösse  des  erregten  Elementes  sowie  durch  seine  Lage  gegen 
die  Coordinatenaxen  bestimmt  werden. 

Der  Ausdruck  u  kann,  wie  aus  der  Lehre  von  den  Flächen 
zweiten  Grades  bekannt  ist,  auf  eine  einfachere  Form  gebracht 
werden.  Indem  man  nämlich  das  Coordinatensystem  um  seinen 
Anfangspunkt  in  eine  gewisse  lediglich  von  der  Natur  und  Form 
des  Elementes  abhängige  Lage  dreht,  geht  der  fragliche  Aus- 
druck in  den  folgenden  über: 
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u 


_^-£ 


rV« 


Va2    ^   b«   ^  c2/ 


Hierfür  kann  man  aber  auch,  wenn  das  Potential  3  des  indu« 
cirenden  Poles  durch  v  (o?,  y,  0)  bezeichnet  wird,  schreiben : 

wo  die  Marke  0  andeutet,  dass  die  auf  die  Lage  des  Elemen- 
tes (den  Coordinaten- Anfangspunkt)  bezüglichen  Werthe  der 
Differentialquotienten  zu  nehmen  sind 

Die  letzte  Formel  lässt  sich  sofort  auf  den  allgemeinsten 
Fall  ausdehnen,  wo  die  vertheilende  Kraft  nicht  von  einem  ein- 
zelnen Punkte  ausgeht,  sondern  von  einem  beliebigen  perma- 
nenten Magneten  oder  einem  Systeme  von  constanten  elektri- 
schen Strömen  (s.  d.  3.  Theil).  Bezeichnen  wir  das  Potential  des 
Inducenten  oder,  kürzer  ausgedrückt,  das  inducirende  Potential 
durch  V{x^  y,  0),  so  hat  man  für  das  Potential  des  erregten 
Elementes : 

r3  la»  Vda;/,  ^  b«  Kdyjo  ^  O  \d0JJ 

Den  drei  letzten  Formeln  liegt  ein  Coordinatensystem  zu  Grunde, 
dessen  Axen  durch  das  inducirte  Element  gehen  und  gegen 
letzteres  ausserdem  noch  eine  bestimmte  Lage  haben.  Um  nun 
eine  von  der  absoluten  Lage  des  Coordinatensystems  unabhän- 
gige Formel  zu  gewinnen,  verschieben  wir  das  ursprüngliche 
System,  ohne  jedoch  die  Richtung  der  Axen  zu  ändern,  und 
suchen  den  entsprechenden  Ausdruck  für  das  Potential.  Man 
findet  so,  wenn  jetzt  die  Coordinaten  des  Elementes  durch 
a/,  y',  y,  die  des  Punktes,  auf  den  sich  das  Potential  bezieht, 
durch  X,  y,  0  bezeichnet  werden: 

1  ^  ''w  I  1    dF  Kr)      1    dV 
a^'dx''  daf'^i^'dy''  dy^'^t^'d/ 

wo  zu  setzen  ist: 

r>  =  (x—sfy  +  (y—if)'  +  (^-^n 

dV 
und  wo  -j-j  etc.  die  Werthe  der  partiellen  Differentialquotien- 


u  =  — 
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ten  des  inducirenden  Fotentiales  nach  den  Coordinaten  für  den 
Funkt  sind,  in  welchem  das  Element  liegt. 

Aus  den  im  Vorhergehenden  gewonnenen  Resultaten  lässt 
sich  leicht  das  Verhalten  eines  beliebig  gestalteten  Körpers 
von  endlichen  Dimensionen  in  einem  homogenen  magnetischen 
Felde  ableiten.  Ein  Körper  werde  der  Einwirkung  eines  Poles 
mit  dem  magnetischen  Quantum  Q,  den  Coordinaten  21/,  y\  ff 
und  dem  Leitstrahle  /  ausgesetzt.  Man  verschiebe  den  Fol 
nach  irgend  einer  Richtung  ins  Unendliche.  Alsdann  nähern 
sich  seine  Kraftlinien  dem  Parallelismus  und  zugleich  nähert 
sich  offenbar  das  magnetische  Potential  des  Körpers  für  Funkte, 
deren  Entfernungen  von  irgend  einem  Punkte  des  Körpers  mit 
der  des  Poles  vergleichbar  sind,  einem  Ausdrucke,  welcher  eben 
so  gebaut  ist,  wie  das  Potential  eines  Elementes,  das  durch 
einen  im  Endlichen  gelegenen  Pol  erregt  wird,  für  Punkte,  die 
im  Endlichen  liegen.  Qeben  wir  also  den  Coordinatenaxen  die 
gehörigen,  durch  die  Form  und  Natur  des  Körpers  bestimmten 
Richtungen,  so  nähert  sich  das  Potential  des  im  Körper  indu- 
cirten  Magnetismus  für  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  x^  y,  a 
und  dem  mit  /  vergleichbaren  Leitstrahle  r  dem  Ausdrucke: 


i«  =  — 


(X7f  ,  yy  ,  ££!.\ 


wo  a,  \  c  drei  endliche  von  der  Form,  Grösse  und  Beschaffen- 
heit des  Körpers  abhängige  Grössen  sind. 

Die  Componenten  der  Kraft,  mit  welcher  der  influencirte 
Körper  rückwärts  auf  den  Pol  einwirkt,  sind  den  mit  —  Q 
multiplicirten  Werthen  gleich,  welche  die  Differentialquotienten 
von  t*  nach  x^y^  e  van  Pole,  d.  i.  in  dem  Punkte  (a/,  y',  jer'),  an- 
nehmen; so  erhält  man  für  die  mit  der  a;-Axe  parallele  Com- 
ponente : 

und  analoge  Ausdrücke  ergeben  sich  für  die  beiden  Componen- 
ten Y  und  Z, 

Die  Kraft,  mit  welcher  der  Pol  auf  den  Körper  einwirkt, 
ist  aber  der  soeben  erwähnten  Kraft  entgegengesetzt  gleich. 
Sie  kann  also  ersetzt  werden  durch  eine  im  Anfangspunkte  an- 
greifende Kraft  mit  den  Componenten  —  Z  u.  s.  w.  und  ein 
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Gegenpaar  mit  den  Componenten  S  =  Y^  —  Zy'  u.  s.  f.  Wäh- 
rend nun  der  Pol  ins  Unendliche  rückt,  möge  zugleich  das 
Quantum  Q  über  alle  Grenzen  hinaus   wachsen,  so   zwar,  dass 

die  Anziehung  desselben  im  Endlichen,  d.  i.  der  Ausdruck  -^, 

einen  endlichen  Werth  K  bewahrt.  In  Folge  dessen  wird  schliess- 
lich die  im  Anfangspunkte  angreifende  Kraft  verschwinden  und 
die  Wirkung  des  Poles  auf  den  influencirten  Körper  —  welcher 
letztere  sich  jetzt  in  einem  homogenen  Felde  mit  der  Kraft  K. 
befindet  —  wird  lediglich  durch  das  gedachte  Gegenpaar  dar- 
gestellt. Was  aber  das  letztere  selbst  betrifil,  so  hat  man, 
wenn  A,  ^,  v  die  Winkel  sind,  welche  der  Radius  vector  des 
Poles  oder  die  Kraftlinien  des  homogenen  Feldes  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  einschliessen : 

H  =  JST«  ^p  —  ^jcos^cosv,  H  =  JT«^-  —  — j  cosvcosl, 


Z  =  -SlM  —  —  ;^j  cos l  cos (l. 


In  sehr  einfacher  Weise  lassen  sich  Richtung  und  Grösse  des 
Gegenpaares  mit  Hülfe  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Gra- 
des darstellen,  deren  Axen  in  die  durch  den  Körper  bestimm- 
ten Richtungen  der  oben  gebrauchten  Coordinatenaxen  fallen 
und  mit  den  Grössen  a,  b,  c  proportional  sind.  Wegen  dieses 
Gegenstandes,  sowie  wegen  der  Gleichgewichtslagen,  die  es  in 
jedem  Falle  giebt,  möge  dei*  Körper  frei  oder  um  einen  Punkt 
oder  um  eine  Axe  drehbar  sein,  verweisen  wir  den  Leser  auf 
die  folgende  Untersuchung  über  das  Verhalten  eines  Ellipsoides 
im  homogenen  magnetischen  Felde. 

Littcratur:  Green,  Essay  on  the  applicafion  of  mathematical  analysis 
to  the  theories  of  electricity  and  magnetism.  Crelle's  Journal  für  reine 
und  angewandte  Mathematik.  Band  XXXIX,  XLIV,  XLVIL 
W.  Thomson,  On  the  equilibrium  of  magnetic  or  diamagnetic  bodies 
of  any  form  under  the  influence  of  the  terrestrial  magnetic  force.  Re- 
port of  the  British  association.   1848. 


IV. 

MAGNETISCHE  INDUCTION  IN  EINEM  ISOTROPEN 

KÖRPER. 


1.    Allgemeine  Formeln. 

Wenn  ein  Körper  der  Einwirkung  eines  Inducenten  aus- 
gesetzt wird,  so  können  wir  uns  den  schliesslichen  Zustand  als 
Folge  einer  Reihe  von  successiven  Inductionsacten  denken.  In 
einem  ersten  Acte  ruft  der  Inducent  in  jedem  einzelnen  Mole- 
ciile  denjenigen  magnetischen  Zustand  hervor,  wie  er  eintreten 
würde,  wenn  auf  das  einzelne  Molecül  nur  der  Inducent,  nicht 
aber  zugleich  auch  der  Magnetismus  einwirkte,  welcher  in  den 
übrigen  Molecülen  auftritt.  Es  folgt  hierauf  der  zweite  Induc- 
tionsact,  wobei  das  einzelne  Molecül  durch  den  Magnetismus 
erregt  wird,  welcher  durch  den  ersten  foductionsact  bereits  in 
allen  übrigen  Molecülen  hervorgerufen  wurde,  hierbei  wiederum 
von  dem  erst  in  eben  diesem  zweiten  Acte  auftretenden  Magne- 
tismus abgesehen.  In  dem  dritten  Inductionsacte  wird  das  ein- 
zelne Molecül  weiterhin  durch  den  Magnetismus  inducirt,  wel- 
cher durch  den  zweiten  Act  in  allen  übrigen  Molecülen  er- 
zeugt wurde,  u.  s.  f. 

Bei  homogenen  Körpern,  die  wir  hier  nur  ins  Auge  fassen, 
ist  das  Potential  des  in  einem  Elemente  inducirten  Magnetis- 
mus, wenn  die  Molecüle  nicht  auf  einander  einwirken,  unter 
übrigens  gleichen  Umständen  dem  Volumen  des  Elementes  pro- 
portional und  von  dessen  Form  und  Lage  im  Körper  unabhän- 
gig.   Mit  Bücksicht  auf  IIL  2.  lässt  sich  also  das  Potential,  wie 
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folgt,  darstellen,  wenn  den  Coordinatenaxen  die  gehörige  durch 
den  Bau  des  Körpers  bedingte  Bichtung  gegeben  wird: 

Hier  bedeutet  aber  d  Je  das  Volumen  des  Elementes,  die  Grössen 
«,  /5,  y  sind  lediglich  von  der  Beschaffenheit  des  Körpers  ab- 
hängig und  von  endlicher  Grösse.  Die  Buchstaben  r  und  V 
haben  dieselbe  Bedeutung  wie  in  m.  2.  und  wie  dort  sind  die  Dif- 
ferentialquotienten zu  bilden. 

Da  in  einem  isotropen  Körper  keine  Richtung  vor  einer 
anderen  ausgezeichnet  ist,  so  sind  für  einen  solchen  die  drei 
Constanten  a,  ß,  y  einander  gleich  zu  setzen,  und  erhält  man 
für  den  letzten  Ausdruck: 


1  \äy 

a»  \d!t!     da!    ^    dif     d^     '    d/     d/ 

Es  werde  nun  durch  3-^  eine  Differentiation    nach    der  Nor- 

dN 

male  der  zu  F  gehörigen  Gleichgewichtsflächen  angedeutet,  ebenso 

/7  1 

durch  -7^  eine  solche  nach  der  Normale  der  zu  —  gehörigen 

Gleichgewichtsflächen,  hierbei  den  Punkt  (x^y^z)  als  Centrum  der 
r  gedacht.  Femer  sei  i  der  Winkel,  unter  welchem  sich  die 
durch  das  Element  gehenden  Gleichgewichtsflächen  von  V  und 

—  schneiden.  Alsdann  kann  man  für  den  letzten  Ausdruck 
r 

auch  schreiben: 

1     dV^[r)        _, 

wo  sich  die  Differentialquotienten  auf  das  Element  beziehen. 

Durch  den  letzten  Ausdruck,  das  Potential  des  im  einzel- 
nen Elemente  ohne  Wechselwirkung  der  Molecüle  von  dem  Po- 
tential F  inducirten  Magnetismus,  findet  sich  der  magnetische 
Zustand  des  Körpers,  wie  er  nach  dem  ersten  Inductionsacte 
auftritt,  vollkommen  bestimmt.  Ins  Besondere  hat  man  für  das 
Potential  des  ganzen  Körpers  nach  jenem  Acte: 
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cos 8  du, 


wo    sich  das  Integral  über  sämmtliche  Elemente  des  Körpers 
erstreckt. 

Es  fragt  sich  jetzt,  in  welcher  Weise  der  beim  ersten 
Inductions-Acte  erzeugte  Magnetismus  auf  das  einzelne  Mole- 
cül  während  des  zweiten  Inductionsactes  einwirkt.  Um  einen 
beliebigen  Punkt  eines  Molecüles  beschreibe  man  eine  Kugel 
mit  einem  sehr  kleinen  Radius.  Das  Yolumenelement  dieser 
Hülfsiläche  werde  durch  dV  bezeichnet.  Man  hat  alsdann  für 
das  Potential,  welches  von  den  ausserhalb  der  Kugel  gelegenen 
Molecülen  im  Innern  jener  Fläche  erzeugt  wird : 


cosd  dJcf, 

wo  sich  das  erste  Integral  über  sämmtliche  Elemente  des  Kör- 
pers, das  zweite  über  sämmtliche  Elemente  der  Hülfskugel  er- 
streckt. Indem  wir  nun  den  Radius  der  Hülfskugel  an  Grösse 
abnehmen  lassen,  nähert  sich  oflfenbar  der  letzte  Ausdruck  dem 
Potential  der  Wirkung,  welche  die  durch  den  ersten  Inductions- 
act  magnetisirten  und  ausserhalb  des  betrachteten  Molecüles 
gelegenen  Theilchen  des  Körpers  auf  jenes  während  des  zweiten 
Inductionsactes  ausüben.  Man  bemerke  nun,  dass  das  Gefalle 
des  Potentiales  V  innerhalb  der  verschwindend  kleinen  Hülfs- 
kugel als  constant  betrachtet  werden  kann  und  deshalb  für 
den  zweiten  Theil  des  obigen  Ausdruckes  gesetzt  werden  kann: 


l    dV  rcosö  ,^ 


Das  hier  auftretende  Integral  stellt  die  nach  der  auswärts  ge- 
richteten Normale  von  V  genommene  Componente  der  Anzie- 
hung dar,  welche  die  Hülfskugel,  wenn  sie  mit  Masse  von  der 
Dichtigkeit  Eins  ausgefüllt  wäre,  auf  die  Masse  Eins  ausüben 
würde,  letztere  in  den  Punkt  concentrirt  gedacht,  auf  welchen 
sich  das  fragliche  Potential  bezieht,  imd  hierbei  ausserdem 
unterstellt,  dass  die  Attractions-Constante  gleich  Eins  seL  Des- 
halb fallt  der  letzte  Ausdruck,  wie  man  leicht  findet,  mit  dem 
Ausdrucke: 
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ist   dV 


Sa^'dN 


N 


zusammen,  wo  N  die  Entfernung  von  der  durch  das  Centrum 
der  gedachten  Kugel  gehenden  Niveaufläche  des  Potentiales  V 
bedeutet,  diese  Entfernung  positiv  gerechnet  für  die  ausserhalb 
und  negativ  für  die  innerhalb  der  Niveaufläche  gelegenen 
Punkte.  Sowohl  die  Niveauflächen,  wie  auch  das  Gefalle  der 
letztgefundenen    Potential-Function   sind   für    die    Ausdehnung 

der  Hülfskugel  dieselben,  wie  die  der  Function  -ö— 5  V'   Für  die 

o  et 

Wirkung  im  Innern  des  Molecüles  können  wir  also  das  Poten- 
tial des  ausserhalb  des  Molecüles  befindlichen  magnetischen 
Fluidums  durch  das  folgende  ersetzen: 


^i  =  -rT   /    ^"^w-cosddk  +  -^  V. 

Dies  Potential  spielt  nun  in  dem  zweiten  Inductionsacte  ge- 
nau dieselbe  Rolle,  wie  das  Potential  V  des  Inducenten  im 
ersten.  In  dem  einzelnen  Körperelemente  wird  also  ferner  Mag- 
netismus erregt,  dessen  Potential 

1    dV,  ^W        ... 

;•  •  3-Äf ' ■  j\t    cosodk 

«2    dN     dN 

ist,  während  man  für  das  Potential  des  im  ganzen  Körper  wei- 
terhin erzeugten  Magnetismus  hat: 


Si  = /     ^rrr  •  — ^rrr-  COS  S  dk. 


Der  Uebergang  vom  zweiten  Inductionsact  zum  dritten,  der 
vom  dritten  zum  vierten  u,  s.  f.  ist  oflenbar  genau  derselbe, 
wie  der  vom  ersten  zum  zweiten,  und  bestimmt  sich  daher  der 
endliche  Gleichgewichtszustand  wie  folgt. 

In  dem  durch  das  Potential  V  influencirten  Körper  tritt  ein 
magnetischer  Zustand  ein,  wie  er  auch  einträte,  wenn  eine 
gegenseitige  Einwirkung  der  Moleoüle  nicht  stattfände  und  das 
einzelne  Element  dem  folgenden  Potentiale  ausgesetzt  würde: 
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OD 


1.    ?7=F+Fi+F,  H \-C=^ry^C, 

0 

wo  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  in  dem  Summen- 
symbole  F©  für  F  gesetzt  ist,  und  wo  die  Bildung  der  einzel- 
nen Glieder  durch  folgende  Formel  bestimmt  wird: 


_  .  1    Af.-.  Kr") 


cosd  dk-{'  ■^-;35  Fy-i, 


4^ 
3a^ 


oder  mit  Bücksicht  auf  den  Green'schen  Satz  (Elektrost.  11),  und 

wenn  ds  das  Element  der  Oberfläche  des  inducirten  Körpers  ist,  -f^ 

^  an 

aber  eine  Differentiation  nach  der  auswärts  gerichteten  Normale 

dieses  Elementes  andeutet: 


dn 

r 


ds  +  ^  F.-i. 


Für  das  Potential  des  inducirten  Magnetismus  hat  man: 


00 


0 

wo  So  mit  S  zusammenfallt,  eine  Constante  nicht  auftritt  — 
da  die  Gesammtmenge  des  inducirten  Magnetismus  gleich  Null 
ist  und  das  Potential  im  Unendlichen  verschwinden  muss  — 
und  wo  endlich  die  Bildung  der  einzelnen  Glieder  durch  fol- 
gende Formel  bestimmt  wird: 


~       «W 


<f) 


oder  mit  Rücksicht  auf  den  angezogenen  Satz  aus  der  Elek- 
trostatik : 


/dVy 


Zwischen  den  Potentialen  U  und  T,  von  welchen  jenes  den 
magnetischen  Zustand  des  Körpers,  letzteres  die  Wirkung  des 
inducirten  Magnetismus  bestimmt,  besteht  die  in  folgender  Glei- 
chung ausgesprochene  einfache  Beziehung: 
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dir 


■  —  ^/ 


2.     T=—  ^    I    ^ds. 


Wir  ersehen  hieraus,  dass  die  Wirkung  des  inducirten  Magne- 
tismus sich  ersetzen  lässt  durch  die  einer  oberflächlichen  mag- 
netischen Ladung,  für  deren  Dichtigkeit  man  hat: 

Diese  ideale  Ladung  besteht  aus  gleichen  Mengen  nördlichen 
und  südlichen  Fluidums ,  indem  der  Ausdruck  z/*^  U  für  alle 
Punkte  des  Körpers  verschwindet  und  folglich  auch  das  Integral 

T—  ds  gleich  Null  isi     Auch  die  Abhängigkeit  der  Function 

U  von  dem  inducirenden  Potentiale  V  ist  nach  dem  Obigen 
leicht  conciser  zu  formuliren.  Indem  man  nämlich  in  dem  Aus- 
drucke für  tJ  an  die  Stelle  von  Fi,  V^  u.  s.  w.  die  durch  das 
oben  mitgetheilte  recurrente  Gesetz  bestimihten  Ausdrücke  setzte 
findet  man: 

dU 


f 


/dl 
dn 
r 


Dem  Potentiale  ü  kann  eine  von  der  oben  gefundenen  ver- 
schiedene Form  gegeben  werden,  die  dadurch  bemerkenswerth 
ist,  dass  aus  ihr  das  Yerhältniss  zwischen  der  magnetischen  und 
der  gewöhnlichen  elektrischen  Induction  leicht  erkannt  werden 
kann.  Nach  einem  Zusätze  des  in  der  Elektrostatik  II.  bewie- 
seaen  Green'schen  Satzes  hat  man: 

(-) 

43rF=     /    -:^  ds  —     /     V--^ds. 
Es  ist  also  auch: 


/—  r  dß] 


oder: 
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wenn  man 

^— -  =  A  und  -—-  z=z  X' 

setzt. 

Aus  dem  letzten  Resultate  folgt  ferner: 


F,  =  ~  A  Fl  ~  A' 
oder,  wenn  für  Vi  sein  gefundener  Werth  gesetzt  wird: 


^■fäs.i^  r.. 


^y  an 

ty  an     ^  dn 


•) 


Ebenso  findet  man: 


F»=  — A3F- 3;iU'    /    dS'-^^ß^V 

«y  OM 

._3AA'»    /    ds.-^P^    I    ds.^-^K 
^  an     ^  an 

^  dn     ^J  dn     ^  dn 

u.  8.  f. 

Substitairt  man  jetzt   die  für    Fi,    Fi,  F»   u.  s.  w.  gefundenen 

Ausdrücke  in  den  für  U,  so  kommt: 

U—C-\-  V  (1  —  A  +  A«  — ) 

+  F  (1  —  2A  +  3A»  — )A' 

+  F"(l  —  3A  +  6A« .)^'* 

+ , 

wo  die  Functionen    F',    F"  u.  s.  w.  nach  dem  recurrenten  Ge- 
setze: 

F(v-.i).A^d,=  F(-^)-i-    /    -^!^ds 
an  *^ty  ♦* 

Beer,  Elektrostatik,  Magnetismus  und  Elektrodynamik.  -^-^ 


.    I 


162  Magnetische  Induction  in 

gebildet  und  mithin  dieselben  sind,  wie  die  gleich  bezeichneten 
Functionen  im  vierten  Kapitel  der  Elektrostatik.  Wir  bil- 
den nun  endlich  die  Summe  der  in  IJ  auftretenden  Keihen 
und  finden: 

(1.)    cr=i.:i^(F+  xF'  +  x2F"+ ■...)  +  t? 
=  ^-=^^  x"  FC)  +  C, 

^  0 

wo  X  eine  von  a  abhängige  Constante  bedeutet,  für  welche 
man  hat: 

^  3«» 

oder: 

1  —  JL         3x 
a*  "~  4ä  '  3  —  2x' 

Man  bat  ferner  noch: 


dU 
(2.)   T=-.     J^  ,  .     /     -^ds 

äs, 


"2.)   T=  — ^ / 

'  '  4jt(3  — 2x)«y 


00 


0  rfn 


r 


.^.        _  3x  dD;_         1    X^   ^ 

(3.)       (>    —    —       .         rr.    _    cy^\    '      A^      —  TZ     ^^ 


4:71(3  —  2x)     dn  4:7t  ^  dn 

dU 


r 


(4.)    (3  —  2x)F— 3(1— x)?/- |f    /     -^ds  =  constans. 

Ausdrücklich  muss  hier  hervorgehoben  werden,  dass  von 
den  letzten  Formeln  nur  insofern  eine  Uebereinstimmung  mit 
der  Wirklichkeit  zu  erwarten  ist,  als  von  der  magnetischen  Wir- 
kung der  in  sehr  grosser  Nähe  an  der  Oberfläche  gelegenen 
Theile  des  Körpers  abgesehen  werden  darf,  indem  hier  das,  was 
oben  über  die  Verhältnisse  in  der  angewandten,  verschwindend 
kleinen  Hülfskugel  gesagt  wurde,  nicht  mehr  gilt.  Solches  wird 
aber  in  der  That  bei  festen  Körpern  mit  endlichen  Dimensionen 
oflenbar  gestattet  sein. 
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Die  vorhergehenden  Betrachtungen  wollen  wir  jetzt  da- 
durch vervollständigen,  dass  wir  nachweisen,  wie  auch  aus  dem 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  die  Bedingungsglei- 
chung für  das  Gleichgewicht  des  inducirten  Magnetismus  herge* 
leitet  werden  kann.  Jenem  Principe  zufolge  müssen  für  den 
Fall  des  Gleichgewichtes  die  Glieder  erster  Dimension  in  der 
Variation  des  halben  Potentiales  des  gesammten  in  Betracht 
kommenden  Magnetismus  in  Bezug  auf  sich  selbst  verschwin- 
den, indem  sie  der  negativen  Arbeit,  welche  die  magnetischen 
Kräfte  bei  der  Variation  leisten,  gleichkommen.  Um  nun  den 
veränderlichen  Theil  jenes  halben  Potentiales,  auf  welchen  es 
offenbar  allein  ankommt,  zu  bestimmen,  ermitteln  wir  zunächst 
das  Differential  desselben,  welches  sich  auf  den  Magnetismus, 
der  in  einem  verschwindend  kleinen  Elemente  dV  von  sphäri- 
scher Gestalt  enthalten  ist,  bezieht.  Dieses  Differential  besteht 
erstens  aus  dem  Potential  des  Inducenten,  zweitens  dem  halben 
Potential  der  ausserhalb  des  Elementes  befindlichen  Theile  des 
magnetisirten  Körpers,  endlich  drittens  dem  halben  Potentiale 
des  in  dem  Elemente  enthaltenen  Magnetismus  in  Bezug  auf 
diesen  Magnetismus  selbst.  Durch  U  werde  wie  früher  die 
Function  bezeichnet,  durch  welche  sich  die  Magnetisirung  des 
Körpers  in  der  bekannten  Weise  darstellen  lässt,  da  denn  in 
der  ganzen  Ausdehnung  des  letzteren  der  Ausdruck  d^  U  ver- 
schwindet, weil  in  jedem  Elemente  entgegengesetzt  gleiche  Men- 
gen Magnetismus  auftreten  müssen.  Wenn  dann  ferner  durch 
dq  ein  Element  der  inducirenden  magnetischen  Massen,  durch 
r  seine  Entfernung  von  dhf  bezeichnet  wird,  so  ist  das  Poten- 
tial von  dq  in  Bezug  auf  dfc',  da  es  dem  Potential  von  dk'  in 
Bezug  auf  dq  gleichkommt: 

1     dU    Kt)         .    .y,     .  1     dV    Kr)    ,,;  , 

n '  TTrT  •     jxT    •  (^oso  ,  dk.  dq  = -'  -j^  •  -77^-  •  dk'.dq, 

«3    d3l       dN  *  «^    d9l      dgi  ^' 

wo  91   die  Normale  der   Niveaufläche  von  C/,   N  die  Normale 

der  Niveaufläche  von  —  und  8  den  Winkel   zwischen   diesen 

r 

Normalen  bedeutet.  Hiernach  kommt  für  das  Potential  des  In- 
ducenten in  Bezug  auf  dk',  wenn  wie  früher  V  das  Potential 
des  Inducenten  darstellt: 
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Das  Potential  der  Elemente  des  magnetisirten  Körpers,  welche 
ausserhalb  dk'  liegen,  für  einen  im  Inneren  dieses  Elementes 
gelegenen  Punkt  ist,  wie  wir  früher  sahen: 


1     /    du 
a^J     ddl  ' 


<i 


,,    .    47t     dU     ^ 


ddl  '    3a2    ddl 

wo  die  Integration  sich  über  alle  Elemente  des  Körpers  er- 
streckt. Da  nun  aber  die  Summe  der  in  dJ{f  entwickelten  mag- 
netischen Quanta  stets  verschwindet,  so  kann  der  letzte  Aus- 
druck bei  der  Bildung  des  Potentiales  der  Elemente  ausserhalb 
dÄ/  in  Bezug  auf  dfc'  durch  den  Ausdruck: 


^\'^  dft4.^n  =  v 


_1  /  iE. 

ersetzt  werden,  so  dass  sich  für  die  Hälfte  des  letztgenannten 
Potentials  ergiebt: 

Das  Potential  des.  in  d¥  enthaltenen  Magnetismus  in  Bezug 
auf  sich  selbst  kommt  gleich  dem  Potential  —  ü"  in  Bezug  auf 
denselben  Magnetismus.  Es  sei  nämlich  ü'  das  Potential  der 
magnetischen  Ladungen,  welche  durch  das  Potential  U  auf  den 
einzelnen  Conductoren  erzeugt  werden,  aus  denen  wir  uns  ein  Ele- 
ment des  Körpers  zusammengesetzt  denken.  Man  hat  alsdann 
für  die  Punkte  irgend  eines  jener  Conductoren,  unter  c  eine 
Constante  verstanden: 

Wenn  nun  d(5  ein  Oberflächenelement  dieses  Conductors,  q' 
die  Dichtigkeit  der  auf  ihm  befindlichen  magnetischen  Ladung 
bedeutet,  so  ist  das  Potential  des  in  dem  ganzen  Elemente  ent- 
haltenen Magnetismus  in  Bezug  auf  die  Ladung  des  betrachte- 
ten Conductors: 

fu'Q'dc  =  f{c—  U)Q'dö  =  c  Fg^dö  —    füQ'dö. 
Hieraus  folgt,  da  fq '  d  6  gleich  Null  ist,  dass  das  Potential  dea 
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im  Elemente  enthaltenen  Magnetismus  in  Bezug  auf  diesen  selbst 
dem  Potentiale  —  U  in  Bezug  auf  denselben  Magnetismus 
gleichkommt.  Für  das  halbe  Potential  des  in  dJif  entwickelten 
Magnetismus  in  Bezug  auf  sich  selbst  kommt  also: 

l     l     dU    dU 

Durch  Addition  der  Ausdrücke  1.,  2.  und  3.  ergiebt  sich  jetzt  für 
das  auf  das  Element  dif  sich  beziehende  gesuchte  Differential: 

_l    dU    d(V+lY^\U) 

«« '  dsn  ■  ddi 

und  hieraus  schliessen  wir  auf  folgenden  Ausdruck  für  den  ver- 
änderlichen Theil  W  des  halben  Potentiales  des  gesammten  in 
Betracht  kommenden  Magnetismus  in  Bezug  auf  sich  selbst: 

^       J       ««    dSn  d3l  ^^' 

wo  das  Integral  über  sämmtliche  Elemente  des  influencirten  Kör- 
pers auszudehnen  ist. 

Um  dem  Ausdrucke  W  eine  für  unsern  Zweck  bequemere 
Form  zu  geben,  schreiben  wir  im  Hinblick  auf  einen  bekann- 
ten Satz  und  mit  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungsweise: 


f-- 


1     dU    djV -\- \Y  -  \IJ) 


d3i  dn 


dk 


=f-^,-^iV-\-\Y-\ü)ds  =  f{V-[.\Y-lU)gds. 


sowie  femer: 


/l    dU  ^\r)    ,-         /    _ai*dn  ,  /    gds      ,„. 


alsdann  kommt : 


W=f[v  +  lT^l{l^,-l)u],ds. 

Die  Variation  des  letzten  Ausdruckes  muss  nun  für  den  Fall  des 
magnetischen  Gleichgewichtes  bei  jeder  Variation  d  0  der  Func- 
tion U,  für  die  der  Ausdruck  ^^^{8U)  im  Inneren  des  magneti- 
sirten  Körpers  gleich  Null  ist,  verschwiiiden.    Es  ist  aber: 
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Femer  hat  man : 


flbQds^   fqSTds, 


und  wenn  9li  die  Normale  der  za  SU  gehörenden  Niveaufläche, 
dl  den  Winkel  zwischen  den  Normalen  91  undiRi  bedeutet,  so  ist: 

Hiemach  muss  fiir  den  Fall  des  Gleichgewichtes,  unter  öq 
die  Variation  der  Dichtigkeit  der  idealen  Oberflächenladiing,  wie 
sie  einer  beliebigen  zulässigen  Variation  der  Function  U  ent- 
spricht, verstanden,  sein: 

Es  folgt  aber  hieraus  endlich,  dass  für  die  Oberfläche  und  folg- 
lich auch  flir  die  ganze  Ausdehnung  des  magnetisirten  Eörperä 
sein  müsse: 

welches  die  früher  schon  gefundene  Bedingungsgleichung  für  das 
magnetische  Gleichgewicht  ist. 

Die  Magnetismen,  welche  in  einem  Körper  inducirt  werden, 
erleiden  sowohl  seitens  des  Inducenten,  als  auch  seitens  des 
im  Körper  selbst  enthaltenen  Magnetismus  eine  Einwirkung, 
welche  sich  auf  die  Masse  des  Körpers  überträgt.  Es  halten 
sich  aber  ofienbar  die  Kräfte,  welche  aus  der  gegenseitigen  Ein- 
wirkung der  magnetischen  Quanta  im  influencirten  Körper  selbst 
hervorgehen,  für  sich  am  Körper  das  Gleichgewicht.  Das  me- 
chanische Verhalten  des  Körpers  wird  also  lediglich  durch  die 
Einwirkung  des  Inducenten  auf  den  entwickelten  Magnetismus 
des  Körpers  bedingt.  Die  Kräfte  endlich,  welche  diese  Einwir- 
kung darstellen,  halten  den  Kräften,  welche  die  Einwirkung 
des  magnetisirten  Körpers  auf  den  Inducenten  darstellen,  das 
Gleichgewicht,  bestimmen  sich  daher  ohne  Weiteres  durch  das 
Potential  T  und  werden  auch  erhalten,  indem  man  die  Einwir- 
kung des  Inducenten  auf  die  ideale  Oberflächenladung  des  in- 
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fluencirten  Körpers  ermittelt.  Dies  muss  sich  auch  ergeben, 
wenn  wir  im  Anschluss  an  die  letzten  Betrachtungen  das  Prin- 
cip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  auf  die  im  magnetisirten 
Körper  thätigen  magnetischen  Ki'äfte  und  diejenigen  Ejräfte  an- 
wenden, welche  jenen  das  Gleichgewicht  zu  halten  und  somit 
die  Bewegung,  welche  der  Körper  im  Allgemeinen  in  Folge  der 
entwickelten  magnetischen  Ejräfte  annehmen  würde,  zu  verhin- 
dern im  Stande  sind.  In  der  That  muss  dem  genannten  Prin- 
cipe zufolge  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  der  genannten 
Kräfte  die  Summe  der  Arbeit,  welche  letztere  bei  einer  unend- 
lich kleinen,  mit  der  Art  der  Beweglichkeit  des  festen  Körpers 
verträglichen,  übrigens  aber  beliebigen  Versetzung  (A  i.  Ver- 
schiebung oder  Drehung  oder  Verschiebung  iind  Drehung) 
leisten,  verschwinden,  wenn  bloss  das  Unendlich -Kleine  erster 
Ordnung  berücksichtigt  wird.  Die  Arbeit  sämmtlicher  magneti- 
scher Kräfte  ist  aber  gleich  der  Variation  des  halben  Poten- 
tiales  des  gesammten  Magnetismus  in  Bezug  auf  sich  selbst, 
also  gleich 

wenn  V  u.  a  f.  die  Werthe  bedeuten,  welche  V  u.  s.  f.  bei  der 
neuen  Lage  des  Körpers  annehmen.  Berücksichtigen  wir  die 
Bedingung  für  das  magnetische  Gleichgewicht,  sowie,  dass  die 
Gesammt- Quantität  der  idealen  Oberflächenladung  stets  gleich 
Null  ist,  so  ergiebt  sich  für  den  letzten  Ausdruck: 

Hiernach  kommt,  wenn  P  eine  der  Ejräfte  ist,  welche  den  magne- 
tischen Kräften  am  Körper  das  Gleichgewicht  halten,  und 
wenn  PSp  das  virtuelle  Moment  dieser  Kraft  bedeutet: 

Für  letztere  Gleichung  kann  man  auch  schreiben: 

fQdrds-}-  SPdp  =  0, 
woraus   erhellt,   dass   sich  die  mechanische  Wirkung    auf  die 


.  I 
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Masse  des  Körpers  ergiebt,  wenn  man  die  Wirkung  des  Indu- 
centen  auf  die  ideale  Oberflächenladung  des  influencirten  Kör- 
pers, solche  fest  mit  letzterem  verbunden  gedacht,  bestimmt. 

Der  Zusammenhang  der  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt 
sich  wie  folgt.   Es  sei  für  die  Funkte  des  magnetisii^ten  Körpers: 

^+^+(3^-0^='''  ^'  +  ^'  +  (|5-i)^  =  ^- 

Alsdann  ist: 

Jq 8 Vds  =  /^((c'  -c)-ST-(0^-l)s U]ds, 
oder,  da  man: 

CgöTäs^  fTÖQds  und    fQ8üds=  fuS^ds 

hat,  und  da  f  gds  verschwindet: 

woraus  sich,  da  auch  f  ÖQds  verschwindet,  ergiebt: 

CgÖYds  =   fvdQds. 

Bevor  wir  die  im  Obigen  entwickelte  Theorie  der  magne- 
tischen Induction  in  isotropen  festen  Körpern  auf  eine  Reihe 
specieller  Fälle  anwenden,  wollen  wir  noch  einer  bemerkens- 
werthen  Form  der  Bedingungsgleichung  für  das  magnetische 
Gleichgewicht,  sowie  auch  eines  bemerkenswerthen  Ausdruckes 
für  die  Dichtigkeit  der  idealen  Oberflächenladung  gedenken. 
Beide  sind  namentlich  für  die  Vergleichung  der  magnetischen 
und  elektrischen  Induction  von  Interesse. 

Wie  bisher  durch  -r—   eine   Differentiation   nach    der    aus- 

dn 

wärts   gerichteten  Normale    der  Oberfläche   d^s  magnetisirten 

Körpers    bezeichnet    wurde,   so    möge    ferner    auch    durch  -5-^ 

eine  solche  nach  der  einwärts  gerichteten  Normale  angedeutet 
werden.    Man  hat  alsdann  nach  einem  bekannten  Satze: 

dn  ''   dn'  dn         '         dn' 
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Es  ergiebt   sich  hieraus  mit  Bücksicht  auf  die  Bedingungsglei- 
chuDg  für  das  magnetische  Gleichgewicht: 

d(7+T)       /4;r  \dU 

Da  femer 

1     dU        l     dU 


«3     dn  ~  a^    dn" 
so  folgt,  wenn  noch  statt  der  Constante  a  die  Constante  x  ein- 
geführt wird,  für  die  Punkte  der  Oberfläche: 

In  dem  ersten  Gliede  dieser  Gleichung  bezieht  sich  aber  T  auf 
Punkte  ausserhalb,  in  dem  zweiten  auf  Punkte  innerhalb  des 
influencirten  Körpers. 

Aus  den  oben  für  q  aufgeführten  Ausdrücken  endlich  findet 
man  sofort: 

—  43rp  =  x-^ — ^ ^  ' 

dn 

Es  möge  noch  hier  die  Bemerkung  Platz  finden,  dass  der 

Zusammenhang   zwischen  der    von  uns  durch    x   bezeichneten 

Constante  und  der  von  Poisson,  dem  Begründer  der  Induc- 

tionstheorie,   in  den  folgends  citirten  Abhandlungen    durch   Je 

bezeichneten  Grösse  sich,  wie  folgt,  darstellt: 

3Ä  ,  X 

X  =  r — -—TT  .    h 


1  +  2Ä'  3  —  2x 

Litteratnr.     Poisson.     Memoire  1  et  2  sur  la  theorie  du  magnetisme. 
Memoires  de  racademie  des  sciences.    Annces  1821  et  1822. 
W.  Thomson.    On  the  mathematical  theory  of  electricity  in  eqailibrinm. 
Philos.  Magaz.  4.  Ser.   Vol.  VIU. 
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2.    Magnetlsolie  Induotion  in  einer  Kugel. 


a.    Induction  in  einer  Vollkugel. 

Wenn  eine  Kugel  der  Wirkung  eines  ausserhalb  derselben 
gelegenen  Inducenten  ausgesetzt  wird,  so  lässt  sieh  das  Poten- 
tial des  letzteren,  welches  durch  V  bezeichnet  werden  möge, 
nach  steigenden  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  :  R  entwickeln, 
unter  t  die  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  unter  R  den  Radius 
der  Kugel  verstanden,  und  ein  Gleiches  gilt  auch  fiir  das  zur 
Bestimmung  des  magnetischen  Zustandes  dienende  Potential  27, 
denn,  wie  aus  der  allgemeinen  Theorie  erhellt,  verschwindet  der 
Ausdruck  ^^  ü  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Kugel.  Wir 
können  also  setzen: 

WO  die  Coefficienten  P«  und  Qn  Functionen  der  gewöhnlichen 
Polar-Coordinaten-Winkel  q)  und  Ö  sind.  Um  nun  die  Coef- 
ficienten Q  mittelst  der  Gleichung  (4.)  zu  bestimmen,  haben  wir 
vor  allem  das  in  dieser  Gleichimg  auftretende  Integral  zu  bil- 
den. Man  hat  aber  für  die  Entfernung  r  eines  im  Innern  der 
Kugel  gelegenen  Punktes  von  einem  Punkte  der  Oberfläche: 

1  _  1  ^     /ty 

J-R  ^^-U/' 

wo  die  Coefficienten  p„  mit  denen  der  Entwicklung  von 
(1  —  2tcosd  -\-  f2)-Vs  zusammenfallen,  unter  ö  den  Winkel  ver- 
standen, welchen  die  nach  den  Endpunkten  von  r  gezogenen  Leit- 
strahlen miteinander  bilden.  Hiernach  hat  man,  da  die  Differen- 
tiation nach  der  auswärts  gerechneten  Normale  mit  der  Differen- 
tiation nach  t  zusammenfällt,  für  das  fragliche  Integral: 

—  r    00 
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Zu  Folge  eines  Theoremes  aus  der  Lehre  Ton  den  Kugeifimctionen 
kann  man  hierfür  schreiben  (s.  Elektrost  lY.  2.  a.): 

dU 


00 


Es  werde  jetzt  die  letzte  Entwicklung  sowie  die  für  V  und  TJ  in 
die  Gleichung  (4.)  eingesetzt.  Alsdann  müssen,  da  letztere  für 
jeden  Punkt  der  Kugel  gilt,  die  einzelnen  CoefBcienten  der  Po- 
tenzen von  t  verschwinden  und  zwar  für  jeden  Werth  von  q>  und  fl. 
Es  ist  mithin  für  jeden  von  Null  verschiedenen  Index: 

__  (8.^2x)(2n+l)         -p 

^'^  —  3{nx  +  (2w  +  1)(1  -  x)}  ^"' 

folglich  hat  man,  wenn  von  der  willkürlichen  Constante  abgesehen 
wird: 


p-_  3  —  2x^  2n+  1 


-,^-(^) 


3        ^  2n  +  1  —  (n  +  1) 

Derselbe  Weg,  welcher  oben  bei  Berechnung  des  in  der  Glei- 
chung (4.)  auftretenden  Integrales  eingeschlagen  wurde,  führt  hier 
auch  zur  Entwicklung  des  Potentiales  T,  nur  hat  man  hier  zu 
setzen : 

1         1  ^      /BV 
Man  findet  so: 

^  2n+  1  — (n+  l)x        \tj 
Die  obigen  allgemeinen  Formeln  mögen  jetzt  auf  einige  bestimmte 
Annahmen  über  das  inducirende  Potential  angewandt  werden. 


«)    Verhalten  einer  Kugel  im  homogenen  magnetiBchen  Felde. 

Machen  wir  die  Annahme: 

F=  Ktcosfpj 
so  werden  die  Kraftlinien  des  inducirenden  Potentiales  gerade  und 
demjenigen  Radius  der  Kugel,  von  dem  an  die  Winkel  qp  gerechnet 
werden,  parallel;  die  vertheilende  Kraft,  auf  die  positive  Einheit 
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des  magnetischen  Fluidums  wirkend  gedacht»  hat  die  Grösse  K. 
In  der  Entwicklung  von  V  hat  man: 

Po  =  0,    Pi  =  K  Bcosip,    Pa  =  0,    Pg  =  0  u.  b.  w. 
Hieraus  folgt: 

U=  F, 
so  dass  also  das  einzelne  Element  denselben  magnetischen  Zustand 
erlangt,  wie  wenn  es  bloss  für  sich  dem  Inducenten  ausgesetzt 
wäre  und  eine  gegenseitige  Einwirkung  der  Molecüle  nicht  statt- 
fände. Der  InductionsprocesB  ist  also  hier  schon  mit  dem  ersten 
Acte  zu  Ende. 

Man  erhält  femer  für   das   äussere  Potential  der  inducirten 
Kugel : 

rp X  KR^cosq) 

3  —  2x'  P        ' 

Für  die  Dichtigkeit  der  idealen  magnetischen  Ladung,  welche 
über  die  Oberfläche  ausgebreitet  denselben  Effect  nach  aussen 
hin,  wie  die  ganze  Kugel,  hat,  kommt  endlich: 

Das  Potential  T  lässt  ersehen,  dass  sich  die  Kugel  nach  aussen 
hin  wie  eine  verschwindend  kleine  magnetische  Nadel  verhält,  die 
im  Mittelpunkte  liegt,  deren  Axe  den  Kraftlinien  parallel  ist  und 
deren  Moment  den  Werth 


3  —  27t 

hat.  Die  Nadel  kehrt  nach  der  Seite,  nach  welcher  das  Potential 
V  an  Grösse  zunimmt,  ihren  Südpol  oder  ihren  Nordpol,  je  nach- 

X 

dem   der  Coefficient  -^ s —  positiv  oder  negativ  ist    Bei  den- 

3  —  2x    ^  ° 

jenigen  Körpern  aber,  die  wir  hier  betrachten,  ist  jener  Coefficient 
positiv.  Es  leuchtet  nämlich  ein,  dass  die  Wirkung  der  Kugel 
nach  aussen  hin  stets  durch  die  eines  Systemes  von  gleich  grossen 
sphärischen  Molecülen  ersetzt  werden  kann,  welche  die  magne- 
tischen Flüssigkeiten  vollkommen  leiten  und  in  dem  Volumen  der 
Kugel  so  vertheilt  sind,  dass  weder  eine  Stella  noch  eine  Kichtung 
vor  einer  anderen  Stelle  oder  Bichtimg  den  Vorzug  hat  Das 
Potential  des  in  dem  einzelnen  Molecüle  dieses    Systems  durch 


einem  isotropen  Körper.  173 

das  inducirende  Potential  hervorgerufenen  Magnetismus  ist  aber 
(s.  Elektrostatik  IV.  2.  b.):  ' 

3      Ecosä 
—  —  . •  ö, 

m 

wenn  a  das  Volumen  des  Molecüles,  r  die  Entfernung  von  dem- 
selben und  d  den  Winkel  zwischen  r  und  der  Kichtimg  der  Kraft 
K  bedeutet  Für  das  Potential  des  inducirten  Elementes  hat  man 
also,  wenn  n  die  Anzahl  der  in  der  Volumeneinheit  enthaltenen 
Molecüle  bedeutet: 

3na     K cosS  jj 
4:7t  r  * 

folglich  ist  das  Potential  des  ganzen  Systemes: 

QnaK  T^ösä  „  KR^cosq> 


aK  rcosS  .,                     KRH 
/  — T-dK  =z  —  na  . TT 


4: 

Die  Grösse  na  ist  ihrer  Bedeutung  nach  positiv  und  liegt  zwischen 

0  und   1 ;    dasselbe  gilt  von  der   gleichen  Grösse  -^ 5 —  Aus 

letzterem  Resultate  folgt  ferner,  dass  auch  x  bei  den  bisher  be- 
trachteten Körpern  positiv  ist  und  zwischen  0  und  1  liegt.  Wenn 
X  gleich  0  wird,  so  verschwindet  jegliche  Induction  und  wenn 
es  gleich  Eins  wird,  so  ist  die  ideale  magnetische  Oberflächen- 
ladung der  elektrischen  Ladung  gleich,  welche  an  der  Oberfläche 
des  Körpers,  diese  als  leitend  betrachtet,  aufträte,  wenn  das  indu- 
cirende Potential  von  elektrischen  Massen  herrührte. 

Aus  dem  Potentiale  T  findet  man  unter  anderen  leicht  für  die 
Kraft  Ä*',  womit  die  magnetisirte  Kugel  auf  einen  Nordpol  im 
Punkte  (f,  9))  mit  dem  Quantiun  Eins  einwirkt,  und  für  den 
Winkel  1^,  welchen  jene  Kraft  mit  der  Verbindungslinie  des  Poles 
und  des  Mittelpunktes  der  Kugel  bildet: 

^,        AYi  +  Bcoscpä  2cosq> 

K'  = jz ^,  costi  =  ,^  = , 

t^  Vl+Scosq>'' 

wo  zu  setzen  ist: 


A  = 


3  —  2x 

Für  die  Componenten  jener  Kraft  nach  der  Richtung  vom  Süd- 
pol zum  Nordpol  der  Kugel  und  nach  der  auf  der  magnetischen 
Axe  senkrechten  Richtung  ergiebt  sich  bezüglich: 


M 
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A     3gQgy^  —  1       _,    -     3sinq>cosq> 

Hiemach  ist   es  ferner  leicht,   die  Wirkung   der  Kugel  auf  eine 
Magnetnadel  von  verschwindend  kleiner  Länge  zu  ermitteln. 

Ueber  das  Verhalten  einer  Kugel  im  homogenen  magnetischen 
Felde  hat  Bar  low  experimentelle  Untersuchungen  angestellt  und 
in  seinem  Essay  on  magnetic  attractions,  1823,  veröffentlicht 
(Memoire  1.  et  2.  sur  la  theorie  du  magnetisme,  par  Poisson. 
Memoires  de  l'acad^mie  des  sciences.  Annees  1821  et  1822). 
Derselbe  bestimmte  die  Wirkung,  welche  eine  aus  Eisen  ver- 
fertigte Kugel  in  Folge  des  in  ihr  durch  die  Erde  inducirten 
Magnetismus  auf  die  horizontale  Nadel  einer  Boussole  bei  ver- 
schiedenen Lagen  der  letzteren  ausübte.  Die  Ablenkungen,  welche 
Barlow  bei  grösseren  Distanzen  zwischen  der  Kugel  und  der 
Boussole  beobachtete,  sind  nach  Poisson  stets  grösser  als  die  Ab- 
lenkungen, welche  man  mittelst  des  oben  für  T  aufgestellten  Aus- 
druckes berechnet,  indem  man  die  Länge  der  Nadel  als  ver- 
schwindend klein  annimmt,  von  dem  durch  die  Nadel  erzeugten 
Magnetismus  absieht,  imd  die  Constante  x  —  aus  später  anzu- 
gebenden Gründen  —  annähernd  gleich  Eins  setzt  Die  Differenz 
beträgt  mitunter  einen  Grad  und  einige  Minuten.  Nichts  desto- 
weniger  muss  die  Uebereinstimmung ,  welche  sich  im  allgemeinen 
Verlaufe  der  beobachteten  und  berechneten  Ablenkungen  offenbart, 
als  eine  Bestätigung  der  Theorie  angesehen  werden. 

ß)  Magnetisirang  einer  Kugel  durch    einen  einzelnen  Pol. 
Wechselwirkung  zwischen  einer  Kugel  und  einer  yerschwin- 

dend  kleinen  Magnetnadel. 

Die  Polar-Coordinaten  eines  Poles,  welcher  das  Quantum 
Q  magnetischen  Fluidums  enthält,  seien  ^',  fp\  Ö'.  Für  das  Po- 
tential desselben  hat  man  alsdann: 

00 


F=  ^ 


Vt^  —  2tt^cosö  -\-f- 
Hieraus  ergiebt  sich  dem  Vorhergehenden  zufolge  für  dos  Poten- 
tial des  in  der  Kugel  inducirten  Magnetismus: 


^  2n +!  —  («  + l)x  ^"Ve'/       \tj 


T= _ i^y^.  . .  V  ...  .j^r'm^' 
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Für  die  Kraft,  womit  der  Pol  von  der  Kugel  angezogen  wird 
und  umgekehrt,  findet  man,  indem  man  bei  der  Berechnung  der 
Einfachheit  wegen  ^'  =  0  und  Ö'  =  0  setzt,  den  Werth 

B^    ^  2w+  1  —  (n+  l)x   \^; 

Die  hier  auftretende  Summe  läest  sich  wie  folgt  in  geschlossener 

H 

Form  darstellen,  wenn  noch  der  Quotient  -p  durch  s  bezeichnet 

wird: 

1        [(3  —  7c)$^  —  s'  _  1  — X  i^  r  x^^    , 
(2  -  x)«j      (1  -  s«)«  2  ~  x^      ;/  1  —  ^ 

Setzt  man  x  =  1,  so  erhält  man  für  die  Anziehung 

B^'   (1  —  s»)«  ' 
was  mit  dem  Ausdrucke  für    die  Anziehung   eines   elektrischen 
Poles  seitens  eines   sphärischen  isolirten    Conductors    zusammen- 
fällt   Wenn  x  sehr  klein  ist,  kann  man  für  die  Anzichmig  setzen : 


x£»  f_£M-j«_  _  sIj     1  +  s 
4üMa  -  s^)^        2  ^^^1  —  s 


(1  -  s^y 

Es  ist  leicht,  aus  dem  Obigen  die  Wechselwirkung  zwischen 
einer  verschwindend  kleinen  Magnetnadel  und  einer  in  ihrem  Wir- 
kungskreise befindlichen  Kugel  zu  bestinunen.  Offenbar  liegen  die 
Kräfte,  wodurch  die  Wirkung  der  influencirten  Kugel  auf  die 
Nadel  dargestellt  wird,  in  der  durch  die  Axe  der  Nadel  und  den 
nach  dieser  hingehenden  Radius  bestimmten  Ebene.  Diese  Ebene 
nehmen  wir  zur  Fundamentalebene  des  Polar-Coordinaten-Systems. 
Femer  seien  ^',  (p'  die  Polar-Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Na- 
del, k  die  verschwindend  kleine  Länge  der  Nadel,  ^  der  in  demselben 
Sinne  wie  q)  gerechnete  Winkel,  welchen  die  Verbindungelinie  des 
Süd-  und  Nordpoles  mit  dem  ßadius  vector  if  bildet,  endlich  M 
das  magnetische  Moment  der  Nadel.  Bezeichnen  wir  dann  durch 
T  (f,(p^  das  Potential  des  Magnetismus,  welcher  in  der  Kugel 
von  dem  Quantum  Eins  erzeugt  wird,  wenn  solches  in  einem 
Punkte  der  Fundamentalebene  mit  den  Coordinaten  f,  q>'  liegt, 
so  kommt  nach  dem  Vorhergehenden  für  das  Potential  des  von 
der  Nadel  inducirten  Magnetismus: 
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-T^v  — 2~'"^  -~2r) 

Die  Ausrechnung  liefert: 

^  =  ^  So.[(«+ .),.«.»  -  ^si,*]  (#)"'(t)"". 

WO  zu  setzen  ist: 

n 


Cn 


2n  +  1  —  (n+  l)x  ' 
und  in  pn'- 

cos  d  =  cosq>  cos  9>'  +  cos  ö  sin  q>  sin  9'. 
Es  werde  nun  die  Kraft,  womit  die  iniluencirte  Kugel  auf  einen 
Pol  mit  der  Masse  Eins  im  Punkte  {t,  (p)  der  Fundamentalebene 
einwirkt,  zerlegt  nach  der  Richtung  des  Badius  vector  t  und  senk- 
recht darauf  nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  die  Wachsthümer 
von  q)  als  positiv  gerechnet  werden.  Die  so  gewonnenen  Com- 
ponenten,  welche  bezüglich  durch  X  und  Y  bezeichnet  werden 
mögen,  sind: 

=^sa((»+.)...».»-(»+.)^-**)(fr'(fr' 

t     dq) 

wo  jetzt  in  jp„  für  5  die  DiflFerenz  (p  —  9)'  zu  setzen  ist,  da  0=0 
ist.     Setzen  wir  in   den   letzten  Ausdrücken   nach   IMuItiplication 

mit  +  —  für  t  die  Werthe  t'  +  — 5 —    und    für  y   die   Werthe 

9'+  — o .;    >  SO  erhalten  wir  die  Componenten  der  Kräfte,  welche 

die  Rückwirkung  der  influencirten  Kugel  auf  die  beiden  Pole  der 
Magnetnadel  darstellen.     Dieselbe   Wirkung  lässt  sich  aber  auch 
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darstellen  durch  eine  im  Mittelpunkte  der  Kugel  angreifende  Kraft 
und  ein  Gegenpaar,  das  mit  jener  Kraft  in  der  Fundamentalebene 
liegt.  Die  Kraft  zerlegen  wir  in  zwei  Componenten  X  und  Y, 
von  denen  jene  in  die  Richtung  des  Radius  vector  i!  fällt,  diese 
auf  demselben  senkrecht  steht.  Es  ist  dann,  wenn  X„,  Yn%  X„  Y^ 
die  oben  erwähnten  Componenten  der  in  den  Polen  angreifenden 
Kräfte  sind: 

X=x,-f.x.-(r„-r.)^-|J-i,Y=r„+i';+(x,-x.)i^, 

und  für  das  Moment  des  gedachten  Gegenpaares  hat  man: 

G  =  r.  (^  +  ii|£* )  +  Y.  (^  -  A£^) . 

Für  obige  Ausdrücke  kann  man  aber  schreiben : 

G  =  ^{-TT  i^cos^  4"  ^ —  ^^^^  +   Ycosti;\ 

wo  tz=:ifj  gj  =  tp'  ZU  setzen  ist. 

Die  Ausrechnung  liefert,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  für 
g>  =  (p'  oder  5  =  0,  die  Coefficienten  ^„  gleich  Eins  werden,  ihre 
ersten  Derivationen  nach  cos  S  aber  in  die  Reihe  der  dreieckigen 
Zahlen  1,  3,  6,  10,  15  etc.  übergehen,  welche  mit  den  zweiten 
Binomial-Coefficienten  der  um  Eins  vermehrten  Indices  zusammen- 
fallen : 


X  =  - 


xMi  (       ..  ^^  .........  ^    /i2\2»+5 


R^ 


cos 


^  ^iJx2«+ß 


Y  ==  tj^  sin  ^  cos  t/;  2  (n  +  2)2  (^n(jj 

Die  Wirkung,   welche   die   Nadel   erleidet,  lässt  sich   also   durch 
eine  einzige  im  Mittelpunkte  der  Kugel  angreifende  Kraft,  die  Re 
sultante   von  X   und    Y,  darstellen.     Diese  Kraft  lässt  sich  aber 
auch  ersetzen  durch  eine  parallele  und  gleich  grosse,  aber  im  Mit- 

Boer,  Elektrostatik,  Magnetismus  nnd  ElektrodToamik.  |2 
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telpunkte    der  Nadel   angreifende  Kraft  und   ein  Gegenpaar,  für 
dessen  absolutes  Moment  man  hat: 


¥.*'=  -^  Sin 


OD  /T?\4w  +  4 

in  tif  cosilf^^  («  +  2)i  Cn  f  y  j 


Es  strebt  aber  das  Gegenpaar  stets  die  Axe  der  Nadel  auf  dem 
kürzesten  Wege  in  den  ßadius  vector  if  einzustellen. 

Was  die  Wirkung  betrifft,  welche  die  Kugel  von  Seiten  der 
Nadel  erleidet,  so  stellt  sie  sich  nach  Obigem  durch  eine  einzige 
im  Mittelpunkte  angreifende  Kraft  mit  den  Componenten  —  X 
und  —  Y  dar,  indem,  wenn  die  Nadel  in  feste  Verbindung  mit 
der  Kugel  gesetzt  wird,  Gleichgewicht  herrschen  muss.  Wenn  x 
der  Einheit  gleich  wird,  so  findet  man  für  das  an  der  Nadel  wir- 
kende Gegenpaar: 

wo  s  den  Quotienten  R:1f  bedeutet.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich 
hier  auch  directer  durch  Anwendung  der  elektrischen  Bilder  her- 
leiten. Für  sehr  kleine  Werthe  von  x  ergiebt  sich,  indem  man 
bloss  die  erste  Potenz  dieser  Grösse  berücksichtigt: 

3xJP  ^    /       s» ^       •     ; 


0 


was  leicht  a  posteriori  verificirt  werden  kann. 


b.    Induction  in  einer  Hohlkugel. 

Bei  der  Induction  in  einer  Hohlkugel  wird  im  Allgemeinen 
sowohl  die  Potentialfunction  J7,  durch  welche  der  magnetische  Zu- 
stand bestimmt  wird,  und  für  die  in  der  ganzen  Masse  der  Hohl- 
kugel der  Ausdruck  ^^  U  verschwindet,  als  auch  das  inducirende 
Potential  V  auf  magnetische  Quanta  zurückzuführen  sein,  die  zum 
Theil  ausserhalb  der  Kugel  liegen,  zum  Theil  in  deren  Höhlung 
eingeschlossen  sind,  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  magnetische  La- 
dungen, die  sowohl  über  die  äussere  Oberfläche,  als  auch  über 
die  der  Höhlung  ausgebreitet  sind.  Aus  diesem  Grunde  setzen 
wir  fiir  die  in  der  Masse  der  Hohlkugel  gelegenen  Punkte,  indem 
wir  den  Radius  der  äusseren  Grenzfläche  durch  R,  den  der  inne- 
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ren  durch  Sf  und  die  Entfernung  vom  Mittelpunkte  durch  t  be- 


zeichnen : 

00  .   ..  _  00 


r=i:p.(|)-+s^.(S) 


jyx.+i 


^=  S  Q.  (i)'  +  S  «-.  (f. 


iJ'\"+» 


0  ^— /  0  ^  "  '^ 

WO  die  Coefficienten  P  und  Q  Functionen  der  gewöhnlichen  Polar- 
Coordinaten  (p  und  Ö  sind.  Wir  substituiren  obige  Entwicklungen 
in  die  Bedingungsgleichung  für  das  magnetische  Gleichgewicht 
und  finden  mittelst  einer  Rechnung,  die  der  bei  der  Vollkugel  an- 
gewandten ganz  analog  ist,  für  jeden  von  0  verschiedenen  Index: 
[(n+l)x-(2n-fl)](2«  +  (n  +  l)xg»+i(2'„ 

+  i(2n  +  l)(3-2x)P,  =  0, 

n«g"<2n+[nx-(2n  +  l)](yn  +  -i(2n  +  l)(3-2x)F„  =  0, 

wo  der  Buchstabe  q  für  den  Quotienten  Bf:  R  gesetzt  ist.  Was 
aber  den  Index  0  betrifft,  so  gilt  für  denselben  nur  die  zweite 
Gleichung,  während  in  der  ersten  rechts  statt  der  Null  eine  will- 
kürliche Constante  zu  setzen  ist.  Sehen  wir  indess  von  der  in  U 
auftretenden  willkürlichen  Constante  ab,  wodurch  offenbar  in  der 
Bestimmung  des  magnetischen  Zustandes  und  des  Potentiales  des 
inducirten  Magnetismus  nichts  geändert  wird,  so  können  wir  die 
beiden  letzten  Gleichungen  auch  für  den  Index  0  gelten  lassen. 

Schliesslich  hat  man  die  beiden  Gleichungen  nach  Qn  und  ^„ 
aufzulösen  und  die  Lösungen  in  den  Ausdruck  für  U  einzusetzen. 

Das  Potential  der  influencirten  Hohlkugel  in  dem  ausserhalb 
derselben  gelegenen  Räume  ist: 

n,_      3x  /x^*»^..-(»+i)<r+^<y./-RV+' 

-^  2»-f-l  \tj 

und  für  die  Punkte  der  Höhlung  findet  man  hiemach: 


3  — 2x 


^  2n  +  l  \E/ 


0 

12  • 
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Die  gefundenen   allgemeinen  Formeln   sollen  jetzt  auf  einige 
einfache  besondere  Fiille  angewandt  werden. 

a)  Verhalten  einer  Hohlkugel  im  homogenen  magnetischen 

Felde. 

Das   Potential  in  einem  homogenen  magnetischen  Felde  hat 

bei  gehöriger   Wahl  der  Fundamentallinie   oder  Axe   des   Polar- 

coordinatensystemes  die  Form; 

V  =  Kt  cos  (p. 

In  der  oben  angewandten  allj'emeinen  Form  des  inducirenden  Po- 

tentiales  verschwindet   also   die   zweite  Summe   und  in  der  ersten 

Summe  ist: 

Po  =  0,  Pi  =  KB  cos  %  Pa  =  0,  Pa  —  0  etc. 

Hieraus   schliessen  wir  im  Hinblick  auf  die  zur  Bestimmung  von 

Qn  und  Qn'  dienenden  Gleichungen,  dass   diese  Coefiicienten  für 

jeden  von  Eins  verschiedenen  Index  verschwinden ;  für  w  =  1  aber 

findet  man: 

_  (3-x)(3-2x) 

^^  ""  9  (1  —  X)  +  2  x2  (I  —  g3)   ^»' 

cy   —  x(3--2x)g 

^'   ~    9(1    —   X)   +   2X2   (I    —   g3)    ^1- 

Mittelst  dieser  Werthe  wird  das  Potential   des  inducirten  Magne- 
tismus im  äusseren  Räume: 

m_  _         X (3  —  x)  (1  —  q^)  KR^  cos  q> 

~         9  (1  —  x)  +  2  x3  (1  —  g^)   '  f  3 

und  das  in  der  Höhlung  herrschende  Potential  ist: 
T-  2 X»  (1  -  g») 

^-  ~  9(l-x)  +  2x'  (1  -  g«)  ^i^'OS'P- 

Die  letzte  Function  setzt  sich  mit  dem  inducirenden  Potential  zu- 
sammen zu  dem  Gesammtpotentiale : 

9(1    -X)  y 

9(1  —x)  +  2x2  (1  _^8)  ''' 
woraus  wir  ersehen,  dass  in  dem  von  der  Kugelschale  umschlosse- 
nen Kaxmie  die  Wirkung  des  inducirten  Magnetismus  lediglich  darin 
besteht,  dass  er  das  inducirende  Potential  in  dem  Verhältnisse  von 
Fins  zu 

LCl^::  l) 

9(1  -  x)  +  2x2(1  —  q^) 
schwächt 


einem  isotropen  Körper.  181 

Das  für  den  äusseren  Saum  geltende  Potential   der  magne- 

tisirten  Kugel  unterscheidet  sich  nur  durch  seinen  constantcn  Coef- 

ficienten  von  dem  einer  vollen  Kugel,  die  dieselbe  Oberfläche  wie 

die    Hohlkugel    hat.      Für    das    Verhältniss    beider    Potentiale, 

also  auch  für  das  der  Wirkungen,  welche  die  Hohl-  und  Vollkugel 

nach  aussen  hin  zeigen,  finden  wir: 

1    I    9(1  ~-x) 
'  2x3 


1_^    9(1-^) 


2X3(1    —  ^3) 

lieber  die  magnetische  Wirkung  eiserner  Hohlkugeln,  die  durch 
den  Erdmagnetismus  influencirt  sind,  hat  Barlovv  a.  a.  O.  Beob- 
achtungen mitgetheilt.  Er  fand  unter  anderem,  dass  die  W^ir- 
kung  einer  Hohlkugel  von  5  Zoll  Radius  und  i/yo  Zoll  Dicke  un- 
gefähr zwei  Drittel  der  Wirkung  einer  gleichgrossen  Vollkugel 
ausmacht.  Hiemach  berechnet  eich  mittelst  der  letzten  Formel  die 
Inductions-Constante  beim  Eisen  zu  0,9977.  Unter  Zugrundele- 
gung des  letzten  Werthes  findet  man  für  das  Verhältniss  der 
Wirkungen  einer  Hohlkugel  und  einer  gleich  grossen  Voll- 
kugel, wenn  jene  3/4  von  dieser  an  Masse  hat,  das  heisst  für 
1  —  q^=^l^,  den  Werth  0,9966.  Hiermit  in  Uebereinstimmung 
steht,  dass  Bar  low  bei  einer  Hohl-  und  einer  Vollkugel  aus  Eisen 
von  5  Zoll  Radius  keinen  Unterschied  in  der  Wirkung  entdecken 
konnte,  als  ihre  Gewichte  in  dem  angegebenen  Verhältnisse  zu 
einander  standen. 

ß)  Magnetiflirang  einer  Hohlkugel  durch  eine  in  ihrem  Mittel- 
punkte befindliche  verschwindend  kleine  Magnetnadel. 

In  dem  Mittelpunkte  einer  Hohlkugel  liege  eine  verschwin- 
dend kleine  Magnetnadel  mit  dem  magnetischen  Momente  üf.  Neh- 
men wir  nun  die  Axe  der  Nadel  zur  Fundamentallinie  des  Polar- 
Coordinaten-Systems  mid  behalten  die  früheren  Bezeichnungen 
bei,  so  schreibt  sich  das  Potential  der  Nadel: 

,,       Mcos  q> 

Um  den  durch  die  Nadel  hervorgerufenen  magnetischen  Zustand 
der  Kugelschale  zu  bestimmen,  setzen  Avir  also  in  den  allgemeinen 
Formeln  die  Coefficienten  P„  gleich  Null,  ferner; 
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Po'  =  0,    P,'  =  ^f^,  P,'  =  0,  Pa'  =  0  etc. 

Hiemach  findet  man,  daes  von  den  Coefücienten  Q„  und  Q,'  alle 
ausser  Qj  und  Q'i  verschwinden.    Für  letztere  aber  ergiebt  sich : 

2x(3  — 2x)g»  p, 

Vi  —  9(1  _  x)  +  2x»(l  —  q>)     ' ' 

,  _  (3-2x)»  , 

'^^  —  9  (1  —  x)  4-  2x»(l  —  q»)     •  • 

Mittelst  dieser  Werthe  erhält  man  für  den  ausserhalb  der  Kugel- 
schale gelegenen  Baum  das  Potential: 

2X2(1   -g^)  y 

9(1  —  x)  +  2x2(1  —  g»)  '^' 

und  für  die  Punkte  der  Höhlung  findet  man: 

-,_ 2x(3  —  2x)(l  —  g8)  Mi  cos  (p 

g8{9(i  _  x) +  2x3(1 —  g3)}  *       B» 

Aus  dem  vorletzten  Ausdrucke  ersehen  wir,  dass  die  Wirkung  der 
in  der  Ilohlkugel  eingeschlossenen  Nadel  nach  aussen  hin  in  dem- 
selben Verhältnisse  geschwächt  wird,  wie  die  Wirkung  eines  ho- 
mogenen Feldes  für  den  von  der  Schale  umschlossenen  Raum. 


3.  Magnetiflolie  Induction  in  einer  seitlich  unbegrenzten 

plan-planen  Platte. 


In  den  vorhergegangenen  Problemen  wurde  die  magnetische 
Erregung  auf  rein  analytischem  Wege  durch  Auflösung  der  Be- 
dingungsgleichungen für  das  magnetische  Gleichgewicht  gefun- 
den. In  dem  Probleme,  welches  wir  uns  jetzt  vorlegen  wollen, 
möge  dieselbe  durch  unmittelbare  Ableitung  der  Hülfsfunctionen 
bestimmt  werden,  welche  wir  in  den  allgemeinen  Betrachtungen 
über  die  Induction  durch  F^*'^  bezeichneten,  ein  Weg,  welchen 
W.  Thomson  zuerst  einschlug. 

Eine  plan-plane  Platte  von  endlicher  Dicke  und  unendlichen 
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Querdimensionen  sei  der  Wirkung  eines  Poles  P  mit  dem  Poten- 
tiale V  ausgesetzt.  Wir  haben  alsdann,  wenn  wir  die  frühere  Be- 
zeichnuigsweise  beibehalten,  für  sänmitliche  Punkte  der  Platte: 

dV 


r 


Für  das  Integral,  welches  sich  über  die  Elemente  beider  Grenz- 
flächen erstreckt,  können  wir  setzen: 

dV  ^  dV 


WO  das  erste  Integral  über  die  dem  Pole  zimächst  gelegene  Grenz- 
fläche, das  zweite  Integral  über  die  andere  Grenzfläche  sich  er- 
streckt, und  durch  tii  und  n^  die  auswärts  gekehrten  Normalen 
jener  Flächen  bezeichnet  sind.  Wenn  wir  aber  durch  F^  das  Po- 
tential eines  Punktes  P^  bezeichnen,  welcher  in  Bezug  auf  die  von 
P  abgekehrte  Grenzfläche  das  Spiegelbild  des  inducirenden  Poles 
ist  und  dieselbe  magnetische  Quantität  wie  dieser  enthält,  so  ist 
für  jeden  Punkt  der  Platte : 

dV  ndV 


=  +  2äF,      J    . 


il^ds  =  +  27cV.        /    _^ds  =  -2«F/. 


Diese  Beziehungen  ergeben  sich  leicht  unmittelbar,  sowie  aus  den 
in  der  Elektrostatik  aufgestellten  Sätzen  über  die  von  einem 
Punkte  ausgehende  elektrische  Induction  auf  einer  abgeleiteten 
Kugelfläche,  indem  man  den  Kadius  derselben  über  alle  Grenzen 
hinaus  wachsen  lässt,  wodurch  jene  in  eine  Ebene  übergeht 
Die  Substitution  der  letzten  Ausdrücke  liefert: 

F'  =  i(F+70- 
Durch  dasselbe  Verfahren,  wodurch  V  aus  V  abgeleitet  wurde, 

lassen  sich  der  Beihe  nach  femer  F",  F"'  u.  s.  w.  flnden.  Be- 
zeichnen wir  durch  F^  das  Potential  eines  Poles  P^,  der  das  Spie- 
gelbild von  P^  in  Bezug  auf  die  dem  Pole  P  zugekehrte  Grenz- 
fläche ist  und  der  dieselbe  Quantität  wie  letzterer  hat,  so  kommt: 

F"  =  -~(F+2Ff  +  F^O. 
Femer  hat  man,  wenn  V"^  das  Potential  eines  Punktes  P^^  bc* 
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deutet,  der  das  Spiegelbild  von  F"  in  Bezug  auf  die  von  P  abge- 
kehrte Grenzfläche  ist,  und  wiederum  dasselbe  magnetische  Quan- 
tum wie  P  enthält: 

u.  s.  f. 
Die  Pole  P,  P^,  F",  P^^  u,  s.  f.,  deren  Potentiale  in  den  oben 
gewonnenen  Ausdrücken  auftreten,  liegen  in  einer  auf  der  Platte 
senkrechten  geraden  Linie  und  zwar  befinden  sich  die  Pole  P, 
P^^  u.  s.  f.  mit  geradem  Index  auf  der  einen,  die  Pole  P^,  P'^' 
u.  s.  f.  mit  ungeradem  Index  auf  der  andern  Seite  der  Platte.  So- 
wohl jene ,  wie  auch  diese  sind  gleichweit,  nämlich  um  die  doppelte 
Dicke  der  Platte,  von  einander  entfernt. 

Aus  den  für  die  Functionen  F^*'^  gefundenen  Ausdrücken  las- 
sen sich  jetzt  ohne  Schwierigkeit  mittelst  der  allgemeinen  Formeln 
die  Grössen   ?7,  p,  T  finden.    Man  findet  insbesondere: 

wo  zu  setzen  ist: 

X 


m  = 


2  —  X 


Was  ferner  das  Potential  des  inducirten  Magnetismus  betrifft,  so  be- 
merke man,  dass  für  den  Raum,  in  welchem  die  Pole  mit  geradem 
Index  liegen,  bekannten  Sätzen  der  Elektrostatik  zufolge,  ist: 

dVJ 


ds  =  0, 


^''   ds  =  0, 


etc. 
wo  durch  F/,  F///-»«  die  Potentiale  von  Polen  P/,  Pw"  be- 
zeichnet sind,  welche  die  Spiegelbilder  von  P,  P^^...  in  Bezug 
auf  die  nächst  gelegene  Grenzfläche  sind  und  dasselbe  magne- 
tische Quantum  wie  P  enthalten.  Es  fällt  übrigens  der  Pol 
P///  mit  dem  Pole  P^,  Py  mit  P^'^  u.  s.  f.  zusammen,  sodass  auch 
Vju  und  F',  Vv  und  V^^^  u.  s,  f.  einander  gleich  sind. 
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Für  den  gedachten  Raum  erhält  man  nun  mit  Rücksicht 
auf  die  erwähnten  Beziehungen: 

T=  -  {m{Vj  -  Vni)  +  m^{Vjn-  Vy)  ^ ). 

Es  ist  ferner  für  den  Raum,  in  welchem  die  Pole  mit  ungera- 
dem Index  liegen: 

^^    ds  =  27tCr—  Vri), 


r 

d8  =  2z (V^^  ^  V'^, 

etc. 
Hienaach  kommt: 

T=  —  {m^{V—  F^0  + w^F^^—  V^^  -\ }. 

Man  findet  endlich  noch  für  das  in  dem  letztgedachten  Räume 
herrschende  Gesammtpotential : 

(1  —  w2)(F+  m2  V"  +  m^V'^  + > 

Wenn  die  vom  Pole  abgekehrte  Grenzfläche  der  Platte  ins 
Unendliche  rückt,  so  geht  letztere  in  eine  nach  drei  Dimen- 
sionen unendliche,  einseitig  durch  eine  Ebene  begrenzte  Masse 
über.    Alsdann  kommt: 

2^    3  —  2x 
3      2  —  X      ' 

so  dass  die  magnetischen  Axen  aller  Elemente  in  die  Kraft- 
linien des  inducirenden  Poles  fallen.    Femer  wird: 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  die  Anziehung,  welche  der  Pol  sei- 
tens des  inducirten  Magnetismus  erleidet,  wenn  Q  das  im  Pole 
concentrirte  magnetische  Quantum,  d  seine  Entfernung  von  der 
Grenzfläche  bedeutet; 

2  —  x'   4rfa  ' 
Die  im  Obigen  gewonnenen  Resultate  lassen  sich  leicht  auf  den 
allgemeinen  Fall  ausdehnen,  wo  die  Induction  der  Platte  durch 
einen  beliebigen  permanenten  Magneten  bewirkt  wird,  indem 
ein  solcher  als  ein  Complex  von  unendlich  vielen  Polen  mit  \m« 


^  I 
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endlich  kleinen  magnetischen  Quantitäten  angesehen  werden  darf 
und  die  von  den  einzelnen  Polen  in  der  Platte  hervorgerufenen 
magnetischen  Ladungen  sich  über  einander  lagern.  An  die  Stelle 
der  einzelnen  Pole,  die  im  abgehandelten  Falle  auftraten,  kom- 
men hier  ganz^  Magnete.  Dem  Pole  P  entspricht  der  indu- 
cirende  Magnet,  der  Reihe  P^^,  P'*"  etc.  entspricht  eine  Beihe 
fictiver,  auf  derselben  Seite  der  Platte  liegender  Magnete,  die 
dem  erst  erwähnten  gleich  sind  und  die  eine  solche  Lage  gegen 
jenen  und  die  Platte  einnehmen,  dass  alle  homologen  Punkte 
in  je  einer  geraden,  auf  der  Platte  senkrechten  Linie  liegen, 
und  je  zwei  auf  einander  folgende  homologe  Punkte  um  die 
doppelte  Dicke  der  Plajite  von  einander  entfernt  sind.  Dasselbe 
gegenseitige  Yerhältniss  findet  für  die  Beihe  fictiver  Magnete 
statt,  die  an  SteUe  der  Pole  P/,  P///,  Pk  etc.  auftreten,  aber 
der  erste  von  diesen  Magneten  ist  in  Bezug  auf  die  dem  indu-  ^ 
cirenden  Magneten  zunächst  gelegene  Grenzfläche  mit  letzterem 
symmetrisch  gebaut  und  gelegen,  so  dass  also  jene  Magnete 
zwar  unter  einander,  aber  im  Allgemeinen  nicht  mit  dem  In- 
ducenten  congruent  sind. 


4.    Verlialten  eines  EUipsoides  im  homogenen 

magnetisolien  Felde. 


Um  die  magnetische  Erregung  eines  EUipsoides  in  einem 
homogenen  magnetischen  Felde  zu  bestimmen,  betrachten  wir 
zuerst  den  Fall,  wo  die  Kraftlinien  mit  einer  Axe  parallel  sind. 
In  Bezug  auf  die  Axen  des  EUipsoides  als  Coordinaten-Axen 
sei  also  das  inducirende  Potential  etwa: 

F=a:. 

Unter  Beibehaltung  der  früher  gebrauchten  Bezeichnungs- 
weise haben  wir  alsdann,  wenn  die  Coordinaten  der  Elemente 
ds  der  Oberfläche  durch  Accente  bezeichnet  werden: 
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43r^  an  ^^^J  an 

Es  ist  aber: 

x'  =  X  -\-  rcos% 
wenn  x  zu  dem  Punkte  gehört,  auf  den  sich  die  Function  V 
bezieht,  und  wenn  q>  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  Ver- 
bindungslinie r  des  gedachten  Punktes  und  des  Flächenelemen- 
tes ds  mit  der  x-Axe  bildet.  Ferner  bemerken  wir,  dass,  wenn 
das  Element  ds  auf  eine  Kugel  projicirt  wird,  die  um  den  er- 
wähnten Punkt  —  das  Centrum  der  r  —  mit  dem  Radius  1 
beschrieben  ist,  und  dö  die  Protection  darstellt: 

<-)  ? 

j      ds  = r-»s  =  —  dö 

an  r^ 

ist.    Wir  haben  hieiiiach: 

F'  =  j-  j  {x  -{-  rcostp)  dö  =  X  -}-  —  I  rcos<pdö. 

Das  hier  auftretende  Integral  stellt  die  nach  der  rr-Axe  ge- 
richtete Componente  der  Anziehung  dar,  welche  die  Masse  Eins 
in  dem  Punkte,  auf  den  sich  V  bezieht,  erlitte,  wenn  das  EUip- 
soid  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  Eins  erfüllt  imd  die  Attrac- 
tions-Constante  gleich  Eins  wäre.  Für  dieselbe  Componente 
kann  man  bekanntlich  setzen: 

^      Ä 

—  X , 

a 

wenn  a  die  Hälfte  der  in  die  x-Axe  fallenden  Axe  des  Ellip- 
soides  und  Ä  die  Anziehung  bedeutet,  welche  die  Masseneinheit 
imter  den  oben  erwähnten  Verhältnissen  in  einem  Scheitel  je- 
ner Axe  erleidet.    Es  ist  also: 

F  =  (l  -  -^)  F, 
und  hieraus  schliessen  wir,  dass  allgemein  zu  setzen  ist: 

\  4Äa/ 

Mit  Hülfe  der  allgemeinen  Formeln  kann  jetzt  leicht  das  mag- 
netische Verhalten  des  EUipsoides  bestimmt  werden.    Ins  6e« 
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sondere  findet  man  fiir  die  Dichtigkeit  der  idealen  magnetischen 
Oberfläcbenladung : 


00 


1_^-»    ^       dV^''^ cosa 

^~^^7C^^  dn    ~        Ä.4.7t(l  -  X)' 

wo  a  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Normale  des  Ellipsoides 
mit  der  a;-Axe  bildet. 

Vergleichen  wir  den  letzt  gefundenen  Ausdruck  mit  dem 
für  die  elektrische  Dichtigkeit  der  Ladung,  welche  von  dem  Po- 
tentiale F,  wenn  es  ein  elektrisches  wäre,  auf  dem  leitend  ge- 
dachten Ellipsoide  hervorgerufen  würde,  so  bemerken  wir,  dass 
er    sich  von    letzterem   nur   durch    das  Auftreten    des  Gliedes 

^ unterscheidet.    Deshalb  lassen  sich  die  fiir  die  Elek- 

X 

trisirung  eines  Ellipsoides  durch  eine  constante  Kraft  in  der 
Elektrostatik  gewonnenen  Resultate  leicht  auf  die  magnetische 
Induction  übertragen.  Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  fol- 
genden Beziehungen. 

Ein  Ellipsoid  E  mit  den  Halbaxen  a,  6,  c  sei  der  Wirkung 
einer  vertheilenden  magnetischen  Kraft  K  ausgesetzt,  welche 
mit  den  Axen  des  Ellipsoides  bezüglich  die  Winkel  A,  /t,  v  büde. 
Die  magnetischen  Verhältnisse  des  Ellipsoides  lassen  sich  dann 
in  einfacher  Weise  mittelst  eines  Hülfsellipsoides  @  darstellen, 
dessen  Axen  2  ?( ,  2  9,  2  @  mit  denen  des  ersten  der  Richtung 
nach  zusammenfallen  und  sich  wie  folgt  bestimmen: 

a     '  X  6     '  X 

C       "^  X  ' 

hier  bedeuten  aber  A^B^C  die  Anziehungen,  welche  die  Massen- 
einheit in  den  Scheiteln  des  ersten  Ellipsoides  erleiden  würde, 
wenn  die  Dichtigkeit  desselben,  .wie  auch  die  Attractions-Oon- 
stante,  gleich  Eins  wäre.    Nehmen  wir  an,  es  sei: 

so  wird,  wenn  x  zwischen  0  und  1  liegt,  wie  solches  beim 
Eisen  und  den  in  magnetischer  Hinsicht  ähnlichen  Körpern  der 
Fall  ist: 
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die  mittleren  Axen  der  Ellipsoide  E  und  6  fallen  also  zusam- 
men, die  grösste  und  kleinste  Axe  des  Ellipsoides  @  aber  fallt 
bezüglich  in  die  kleinste  und  grösste  Axe  des  Ellipsoides  E, 

In  dem  Hiilfsellipsoide  werde  der  Radius  q  mit  der  Kraft  Ä" 
parallel  gezogen,  in  dessen  Endpunkt  eine  Tangential -Ebene 
gelegt  und  auf  diese  aus  dem  Mittelpunkte  ein  Perpendikel  }> 
herabgelassen.  In  der  Richtung  dieses  Perpendikels  nach  der 
Seite  hin,  nach  welcher  ein  Nordpol  von  der  Kraft  K  getrie- 
ben wird,  verschiebe  man  das  EUipsoid  E  ohne  es  zu  drehen 
in  eine  neue  Lage  £',  so  dass  seine  einzelnen  Punkte  die  Strecke 

sK 

pq 

beschreiben,  unter  s  eine  verschwindend  kleine  Grösse  gedacht. 
Das  EUipsoid  E*  werde  mit  nördlichem  Fluidum  von  der  Dichte 

—  gefüllt  und  mit  ebenso  dichtem,  aber  südlichem  Fluidum  das 

EUipsoid  JE?.  Die  beiden  so  gefüllten  EUipsoide  E  und  E  sind 
alsdann  der  idealen  Oberflächenladung  des  magnetisirten  Ellip- 
soides äquivalent,  für  welche  man  hat: 

j^icosXcosa    ,    cos^cosi    .    cos v  cos i 

Für  das  magnetische  Moment  des  EUipsoides  erhält  man,  wenn 
das  Volumen  durch  E  bezeichnet  wird: 

M= 

pq 

Die  Wirkung,  welche  das  ElUpsoid  von  Seiten  der  Kraft 
K  erleidet,  steUt  sich  durch  ein  Qegenpaar  dar,  dessen  Ebene 
durch  das  Perpendikel  p  und  den  Radius  q  bestimmt  ist,  und 
dessen  Moment  gleich  ist: 

EK^.^^, 
pq 

wo  d  den  Winkel  zwischen  den  Linien  p  und  q  bedeutet.  Seine 
Componenten  nach  den  drei  Axen  des  EUipsoides  haben  folgende 
Werthe: 
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Der  veränderliche  Theil  des  halben  Potentiales  des  gesamm- 
ten  in  Betracht  kommenden  Magnetismus  in  Bezug  auf  sich 
selbst  drückt  sich  wie  folgt  aus: 

2  2« 

Wir.  entnehmen  hieraus  ohne  Weiteres,  dass,  wenn  das  El- 
lipsoid  ganz  frei  oder  um  seinen  festen  Mittelpunkt  herum  beweg- 
lich ist,  wenn  ferner  an  ihm  ausser  den  magnetischen  keine  oder 
gleiche  und  parallele  Kräfte  —  etwa  Schwerkräfte  —  wirken,  und 
wenn  endlich  seine  Substanz  sich  in  magnetischer  Hinsicht 
ähnlich  wie  Eisen  verhält,  nur  dann  Gleichgewicht  stattfindet, 
wenn  eine  Axe  des  EUipsoides  in  die  Richtung  der  vertheilen- 
den  Kraft  fallt.  Ferner  ergiebt  sich,  dass  das  Gleichgewicht 
nur  dann  stabil  ist,  wenn  die  grösste  Axe  des  EUipsoides  jene 
Bichtung  einnimmt. 

Ist  das  Ellipsoid  um  einen  festen  Durchmesser  drehbar  und 
steht  überdies  die  vertheilende  Kraft  auf  jenem  Durchmesser 
senkrecht,  so  ist  das  Ellipsoid  im  Gleichgewicht,  so  oft  die  eine 
oder  die  andere  Axe  des  zur  Drehaxe  senkrechten  Diametral- 
schnittes des  Hülfsellipsoides  mit  der  vertheilenden  Kraft  pa- 
rallel läuft.  Je  nachdem  hierbei  die  kleine  oder  die  grosse  Axe 
des  genannten  Schnittes  in  die  Bichtung  der  Kraft  fallt,  wird 
das  Gleichgewicht  bezüglich  stabil  oder  labil.  In  dem  beson- 
dem  Falle  endlich,  wo  die  Drehaxe  des  EUipsoides  auf  einem 
Kxeisschnitte  der  Hülfsfläche  senkrecht  steht,  wird  das  Gleich- 
gewicht indifferent. 

Mittelst  des  Ausdruckes  für  das  halbe  Potential  des  Magne- 
tismus in  Bezug  auf  sich  selbst  woUen  wir  auch  noch  die  rota- 
torische oder  osciUatorische  Bewegung  bestimmen,  welche  das 
influencirte  EUipsoid  annimmt,  wenn  es  um  einen  festen  Durch- 
messer drehbar  ist,  die  vertheilende  Kraft  auf  diesem  Diurch- 
messer  senkrecht  steht  und  wenn  dem  ElUpsoide  eine  solche 
anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  mitgetheUt  wird,  dass  man 
annehmen  darf,  seine  Magnetisirung  sei  zu  jeder  Zeit  diejenige, 
welche  sich  nach  dem  Obigen  für  die  augenblickUche  Lage  er- 
giebt. 

Die  kleine  Halbaxe  in  dem  zur  Rotationsaxe  senkrechten 
Diametralschnitte   des   Hülfsellipsoides  sei  gi,   die  grosse  Halb- 
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axe  sei  ga,  Der  Winkel  zwischen  qi  und  der  Richtung  der  ver- 
theilendcn  EJraft  werde  durch  <p  bezeichnet;  er  verschwindet, 
wenn  das  EUipsoid  die  Lage  des  stabilen  Gleichgewichtes  ein- 
nimmt. Wir  erhalten  dann  erstlich  für  die  Arbeit,  welche  von 
den  beschleunigenden  Kräften  während  des  Zeitdififerentiales  dt 
geleistet  wird: 

—  dW=  — ?^-  •     ' ^     d(p. 

Andererseits  drückt  sich  dieselbe  Arbeit,  wenn  die  Be- 
schleunigung aus  der  Bewegung  abgeleitet  wird,  wie  folgt  aus, 
unter  J  das  Trägheitsmoment  des  Ellipsoides  in  Bezug  auf  die 
Drehaxe  verstanden: 


Da  ferner: 

1 

cosq>^    .    sinq)^ 

ist,  so  liefert  die  Qleichsetzung  der  beiden  fiir  die  Arbeit  gefun- 
denen Ausdrücke  und  die  Integration  der  resultirenden  Gleichung, 

wenn  noch  für  die  Winkelgeschwindigkeit  -ij-  der  Buchstabe  0 

gesetzt  wird,  und  wenn  ö©  den  Werth  dieser  Geschwindigkeit 
für  die  Zeit  0  bedeutet,  wo  der  Radius  gi  in  die  Richtung  von 
JSTfaUe: 


Ö«  —  Ö«  = ^ ^^sin<p> 

Setzen  wir: 


Vgl         gaV  _  .., 

JOS         -'' 


80  erhalten  wir  durch  nochmalige  Integration: 

,_F(e,(p) 

wo  F(Cy<p)  das  elliptische  Integral  erster  Art  mit  dem  Modu- 
lus  c  und  der  Amplitude  q>  bedeutet. 
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Wenn  die  Bewegung  des  Ellipsoides  eine  oscillatorische  ist 
und  die  Ausschläge  (p  so  klein  sind,  dass  sie  ihren  Sinus  gleich- 
gesetzt werden  dürfen,  so  erhält  man  fiir  die  Dauer  einer  gan- 
zen Oscillation: 


Ueber  das  Verhalten  eines  Ellipsoides  aus  Eisen  im  homo- 
genen magnetischen  Felde  hat^Pliicker  Versuche  mitgetheilt. 
(On  the  magnetic  induction  of  crystals.  Philos.  Transactions 
1858).  Unter  Anderem  experimentirte  derselbe  mit  einem  El- 
lipsoide,  dessen  Dimensionen  so  gewählt  waren,  dass  bei  Zu- 
grundelegung des  Centimeters  als  Einheit  die  Quadrate  der 
Halbaxen  folgende  Werthe  hatten: 

a«  =  4,  J2  =  1,6,  c2  =  1. 

Als  Inducent  diente  ein  hufeisenförmiger  Elektromagnet; 
seine  senkrechten  Schenkel  hatten  10,1  Centimeter  Durchmesser 
und  ihre  Axen  waren  25,9  Centimeter  von  einander  entfernt. 
Bei  den  zu  erwähnenden  Versuchen  wurde  der  Mittelpunkt  des 
Ellipsoides  in  die  durch  die  Axen  der  Schenkel  bestimmte  Verti- 
calebene  gebracht,  so  dass  er  ungefähr  100  Centimeter  von  der 
Mittellinie  des  Magneten  entfernt  und  10  Centimeter  tiefer  als 
die  ebenen  Endflächen  der  beiden  Schenkel  zu  liegen  kam,  weil 
hier  die  Kraftlinien  des  Magneten  innerhalb  des  vom  Ellipsoide 
eingenommenen  Raumes  als  untereinander  parallel  und  zugleich 
als  horizontal  angesehen  werden  durften,  wie  solches  aus  dem 
Stande  einer  Magnetnadel  ersehen  wurde.  Die  von  dem  Elek- 
tromagneten ausgehende  Wirkung  war  so  stark,  dass  der  Ein- 
fluss  des  Erdmagnetismus  nicht  in  Betracht  kam;  auch  von  der 
Torsionskraft  des  Fadens,  an  welchem  das  Ellipsoid  aufgehängt 
wurde,  sowie  von  dem  Trägheitsmomente  der  zur  Befestigung 
dienenden  Schlingen  aus  dünnem  Kupferdrahte  konnte  abgese- 
hen werden. 

Als  nun  das  Ellipsoid  so  aufgehängt  wurde,  dass  der  Reihe 
nach  die  grösste,  mittlere  und  kleinste  Axe  senkrecht  zu  stehen 
kam  und  zur  Drehaxe  wurde,  stellte  sich  jedesmal  die  grössere 
von  den  beiden  horizontalen  Axen  in  die  Richtung  der  verthei- 
lenden  Kraft.     Für   die    Dauer   z/«,  ^j,   J^  der  Oscillationen, 
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welche  das  Ellipsoid  um  die  Lage  des  stabilen  Qleichgewichtes 
herum  ausführte,  wenn  bezüglich  die  grösste,  mittlere  und  kleinste 
Aze  Drehaxe  war,  fand  P lücker  aus  mehreren  Versuchen, 
während  welcher  die  Grösse  der  inducirenden  Kraft  sich  nur 
wenig  änderte,  folgende  Werthe: 

da  =  13,360,  z/j  ==  9,407,   /l,  =  11,411. 

Femer  fand  P lücker,  dass  das  Gleichgewicht  indifferent 
wurde,  wenn  die  Drehaxe  mit  einem  der  beiden  Durchmesser 
zusammenfiel,  welche,  in  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten 
Axe  gelegen,  mit  jener  einen  Winkel  von  30^  bilden. 

Um  die  Uebereinstimmung  der  mitgetheilten  Versuche  mit 
der  Theorie  zu  beurtheilen,  bemerken  wir,  dass  nach  der  allge- 
meinen Formel  für  die  Oscillationsdauer  folgende  Relationen 
bestehen : 

1  ö^_/^J__J_\        1 ^—(^  M 


1  G 


U*       «V ' 


wo,  unter  s  das  specifische  Gewicht  des  EUipsoides  verstanden, 
zu  setzen  ist: 

Man  hat  femer  für  den  Winkel  ß),  welchen  die  Normale 
eines  Kreisschnittes  der  Hülfsfläche  mit  der  grössten  Axe  des 
inducirten  EUipsoides  bildet: 

_L_-L 

lang  fur  = r-  • 

2f2  ""  ^ 

Aus  Obigem  ergeben  sich  folgende  von  der  Inductionscon- 
stante  x  unabhängige  Resultate: 

b^^c^  I  «!  +  *!  _  g^  -^-  »^ 
ji    +     d}     ~    d-'  "' 

Bei  den  mitgetheilten  Versuchen  war  aber: 
*i^  =  0,01459,    £l+±' =  0,05650.    ^1+^!  =  0,04301. 

Beer,  Elektrostatik,  Magnetisrous  uiid  Elektrodynamik.  18 


.    I 
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In  der  That  ist,  wie  die  erste  Relation  es  verlangt,  die 
Summe  des  ersten  und  letzten  obiger  Werthe  von  dem  mittle- 
ren Werthe  nur  um  einen  geringen  Theil  des  letzteren  veac- 
schieden.  Femer  findet  man  mittelst  der  zweiten  Formel  in 
naher  üebereinstimmung  mit  der  unmittelbaren  Beobachtung 
für  den  Winkel  m  den  Werth  30oi3'. 

Wie  irüher  bemerkt  wurde,  kommt  die  Inductionsconstante 
X  beim  Eisen  der  Einheit  sehr  nahe,  und  desshalb  wird  man 
nähenmgsweise  für   die  Ausdrücke  ^',  9^,  &  die  Quotienten 

— ,  T,  —   setzen  können.  Letztere  lassen  sich  mittelst  der  ellip- 
a    b     c  '^ 

tischen  Functionen  berechnen.    Man  setze  nämlich: 

a^  ~-  c^  '      a»  —  c« 

und  bestimme  den  zwischen  0  und  —  gelegenen  Bogen    q>,   für 


welchen : 


c 
C08<P  =  — 

a 


Femer  setze  man: 


X  =  ^{JP(w,9)--B(m,9))}, 

Z=  —  {^(my  (p)  tangq)  —  E(m,  9)}. 
Alsdann  ist; 

a  0  '     c 

wenn  noch  gesetzt  wird: 

Aznahc     ~ 

Für  das  in  den  besprochenen  Versuchen  angewandte  EUip- 
soid  findiet  man: 

X  =  0,4017,      Y  =  0,7174,     Z  =  0,9349 , 
und  hiemach  kommt: 

^L+£!-os24q    ^    £L±£!-iiiQ«    ^ 

—jr-  -  0,3243  .  -^,    -j^  -  1,4198  •  5, 

a«  4-  6^  n 

^-X^=  1,0955.^. 
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Setzt  man  für  die  hier  linker  Hand  stehenden  Ausdrücke 
die  Werthe,  welche  die  Beobachtung  lieferte,  so  findet  man 
wirklich  für  die  Grösse  Hi  G  folgende  einander  nahe  kommende 
Werthe : 

22,2 ,  25,1  ,  25,5. 
Was  den  im  Obigen  durch  o  bezeichneten  Winkel  betrifll, 
80  nimmt  derselbe  für  x  =  1  den  Werth  28o  33'  an,  während 
er  für  x  =  0  gleich  39U1',5  wird.  In  der  That  schliessen  diese 
Qrenzwerthe  den  beobachteten  Winkel  ein  und  liegt  derselbe, 
wie  zu  erwarten  war,  nahe  an  der  ersten  Grenze. 

Litteratur.  Neumann.  Entwicklung  der  in  elliptisoben  Coordinaten 
ausgedrückten  reciproken  Entfernung  zweier  Punkte  in  Reiben,  welche 
nach  den  Laplace 'sehen  Y^»)  fortschreiten;  und  Anwendung  dieser 
Reihen  zur  Bestimmung  des  magnetischen  Zustandes  eines  Rotations- 
Ellipsoides,  welcher  durch  vertheilende  Kräfte  erregt  ist  Crelle's 
Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  XXXVII. 


6.  VertheilTing  des  Magnetismus  in  einem  Ereisoylinder 
mit  gerade  angesetzten  Endfläohen  durch  eine  mit  der 

Aze  parallele  Kraft. 


Der  magnetische  Zustand,  welcher  in  einem  cylindrischen  Stabe 
mit  gerade  angesetzten  Endflächen  durch  eine,  mit  der  Längsrich- 
tung des  Stabes  parallele  Kraft  hervorgerufen  wird,  lässt  sich 
stets  auf  zwei  einfachere  Zustände  zurückführen,  nämlich  auf  eine 
gleichförmige  Magnetisirung,  wobei  in  jedem  kleinsten  Theilchen 
die  magnetische  Axe  ^it  der  vertheilenden  Kraft  parallel  ist,  und 
denjenigen  Zustand,  welcher  durch  eine  gleichförmige  Belegung 
der  Endflächen  mit  entgegengesetzt  gleichen  magnetischen  Quanta 
erzeugt  wird.  In  der  That,  es  werde  die  jer-Axe  eines  räumlichen 
Coordinatensystemes  mit  der  Längsrichtung  des  Stabes  parallel 
gelegt  und  für  das  inducirende  Potential  gesetzt: 

13* 
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80  dasB  K  die  GrÖBse  der  vertheilenden  Kraft  wird  und  letztere 
einen  freien  Nordpol  in  der  Richtung,  nach  welcher  die  negativen 
icr-Coordinaten  gerechnet  werden,  bewegen  würde.  Wenn  wir 
alsdann 

annehmen,  so  muss  die  Function/,  wie  die  Substitution  in  die 
Bedingungsgleichung  für  das  magnetische  Gleichgewicht  ergiebt, 
folgender  Gleichung  genügen: 

dn 


ds=canst.9 


wo  das  erste  und  zweite  Integral  bezüglich  über  die  eine  und 
andere  Endfläche,  das  dritte  dagegen  über  die  ganze  Oberfläche 
des  Stabes  sich  erstreckt.  Hiemach  kann  /  als  diejenige  Function 
U  angesehen  werden,  welche  dem  inducirvuden  Potentiale: 

43r(3  —  2x)\J    r         J    r  ) 
entspricht,  woraus  denn  sofort  die  Richtigkeit  der  gemachten  Be- 
merkung erhellt. 

In  dem  einfacheren  hier  zu  behandelnden  Falle,  wo  der  Quer- 
schnitt des  Stabes  ein  Kreis  ist,  lässt  sich  die  Function  /,  welche 
im  Allgemeinen  drei  Veränderliche  enthält,  leicht  auf  eine  Func- 
tion mit  einer  Veränderlichen  zurückführen.  Bezeichnen  wir,  um 
dies  auszuführen,  durch  t  die  Entfernung  von  der  Axe  des  Stabes 
tmd  legen  wir  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Mitte 
desselben,  so  wird  /  eine  Function  von  t  und  e  allein,  und  es 
kommt: 

^  t  dt^  dt^^  d»^ 
Da  nun  dieser  Ausdruck  in  der  ganzen  Ausdehnung  des 
Stabes  verschwinden  muss,  so  ergiebt  sich  für  die  Entwicklung 
der  fraglichen  Function  nach  Potenzen  von  t  die  folgende  Form, 
in  welcher  A  eine  ofienbar  ungerade  Function  von  e  allein  be- 
deutet : 


di?«      23    '     dz^     2».  4« 
Was  die    ideale    Oberflächenladung    des    Stabes   betrifft,   so 
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dürfte  es  für  manche  Zwecke  und  namentlichr  bei  verhältniss- 
massig  dünnen  Stäben  gestattet  sein,  in  ihrer  Entwicklung  die 
Glieder  mit  der  zweiten  und  jeder  höheren  Potenz  des  Halb- 
messers zu  vernachlässigen.  Es  sei  (f  die  Dichtigkeit  der  Ladung 
für  den  gekrümmten  Theil  der  Oberfläche,  ^i  und  ^2  die  Dich- 
tigkeit auf  den  Endflächen  und  zwar  beziehe  sich  die  Marke  1 
auf  die  Endfläche  mit  positiver,  die  Marke  2  auf  die  End- 
fläche mit  negativer  ^r-Coordinate.  Ferner  werde  durch  a  die 
halbe    Länge,   durch   b  der   Halbmesser  des   Stabes   und   durch 

( -T— j  der  Werth  von  -- —  für  0  =  a  bezeichnet  Für  den  an- 
gegebenen Grad  der  Annäherung  kommt  alsdann: 

^  ~       4ä(1  —  x)'   2  '    djs^  ' 
Ferner  hat  man  für  das  magnetische  Moment  M  des  Stabes : 


M 


2hn  I  Qzde  -}-  ci^^^Qi 
0 
oder,  wenn  durch  C  das  Volumen  des  Stabes  und  durch  Äa  der 

Werth  von  Ä  für  0  =  a  bezeichnet  wird: 

Die  oben  für  die  Function  /  aiifgestellte  Gleichung  liefert  für 
solche  Punkte  auf  der  Axe  des  Stabes,  deren  Entfernung  von 
der  nächstgelegenen  Endfläche  grösser  als  der  Halbmesser  des 
Stabes  ist  und  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  mit  der  zweiten 
und  jeder  höheren  Potenz  von  6,  wie  man  leicht  findet: 


_      6>x         / 
4(1 -x)J 


A ."^  '^   X    /    -7===  da'  =  const. 


—  a 


In  erster  Annäherung  kann  für  das  hier  auftretende  Integral 

d^A  y       d/ 

gesetzt  werden,  unter  f  eine  gewisse  positive  Constante  verstanden, 
die  im  Vergleich  mit  b  gross,  im  Vergleich  mit  a  aber  noch  klein 
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ist.    Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  bei  der  Auswerthung  des  Inte- 


grales     /    — ds  nur  den  Theil  der  convexen  Oberfläche  des  C7- 

linders  in  Betracht  zu  ziehen,   welcher  zwischen  zwei  beiderseits 
vom   Centrum   der  r  um  g   entfernten   Querschnitten   liegt,    und 

zugleich   von    der  Aenderung   der  Grosse    ,    ^  auf  diesem  Theile 

der  Oberfläche  abzusehen.     Hiernach  ergiebt  sich  ferner  für  den 
bezeichneten  Grad  der  Annäherung : 

A  ^  J.9  7     2£;    d^A  , 

2(1  — x)  ^  b      dz^ 

Die  Integration  dieser   Gleichung  liefert  mit   Rücksicht   auf  den 

Umstand,  dass  A  eine  ungerade  Function  ist: 

A  =  ft(e'"*  —  c"""*'), 

wo  fi  eine  Constante  bedeutet  und  ferner  zu  setzen  ist: 


=}V^- 


—  X        2 


7     2g 


Die  für  A  gefundene  £xponentialformel  wird  den  Verlauf 
jener  Function  nur  von  der  Mitte  des  Stabes  bis  zu  einer  ge- 
wissen Entfernung  von  den  Endflächen  annähernd  darstellen  und 
daher  auch  nur  zur  Bestimmimg  von  q  auf  dieser  Strecke  dienen 
können.  Es  scheint  aber,  dass  zur  Bestimmung  der  magnetischen 
Verhältnisse  des  Stabes  für  Punkte,  die  den  Rändern  nicht 
sehr  nahe  liegen,  die  aufgestellten  Xäherungsformeln  und  der  für 
A  gefundene  Ausdruck  angewandt  werden  dürfen,  wofern  nur  in 
letzterem  für  fi  und  m  schickliche,  von  dem  Verhältnisse  der 
Dimensionen  und  der  Natur  des  Stabes  abhängige  Werthe  ein- 
gesetzt werden.  Es  geht  dies  aus  den  Ergebnissen  experimenteller 
Untersuchungen  von  Coulomb,  Lenz  und  Jacobi  und  van 
Rees  hervor.  Femer  geht  aus  diesen  Versuchen  hervor,  wie 
solches  auch  vom  Standpunkte  der  Theorie  zu  erwarten  ist,  dass 
beim  Stahl  und  Eisen  die  Constanten  ft  und  m  gleiches  Vorzeichen 

aufweisen,  sowie  dass  der  .Vuedruck  (-^-- i  stets  kleiner  als  1  ist. 

Die  Dichtigkeit  der  idealen  Oberflächeuladung  des  Stabes  ist 
hier  also  auf  der  Hälfte  des  Stabes   mit  positiven  «sr-Coordinaten 
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negativ,  auf  der  andern  Hälfte  positiv  und  ihr  absoluter  Werth 
nimmt  auf  dem  convexen  Theile  der  Oberfläche  von  der  Mitte, 
wo  er  verschwindet,  nach  den  Bändern  hin  stetig  zu. 

Die  hierher  gehörigen  Versuche  Coulomb 's  (Biot,  Traite 
de  phjsique  experimentale  et  math^matique)  beziehen  sich  auf 
cylindrische  permanente  Stahlmagnete,  die  bis  zur  Sättigung  und 
regelmässig  so  magnetisirt  waren,  dass  die  Eichtung  der  Polarität 
in  allen  Punkten  als  merklich  parallel  mit  der  Axe  des  Stabes 
angesehen  werden  durfte.  Die  Vertheilung  des  Magnetismus  in 
solchen  Stäben  ist  aber,  wie  wir  später  sehen  werden,  dieselbe 
wie  bei  einem  gleichen  Stabe  aus  weichem  Eisen,  auf  welchen 
eine  mit  der  Axe  des  Stabes  parallele  vertheilende  Kraft  wirkt. 
Coulomb  bestimmte  aus  der  Verkürzung  der  Oscillationsdauer 
die  horizontale  Componente  der  Kraft,  mit  welcher  der  vertical 
stehende  Stab  auf  die  Pole  einer  kleinen,  horizontal  aufgehängten 
Magnetnadel  einwirkte,  wenn  letztere  in  gleicher  Entfernimg  vor 
verschiedenen  Stellen  des  Stabes  so  zu  liegen  kam,  dass  eine  durch 
die  Mitte  der  Nadel  und  die  Axe  des  Stabes  gelegte  Ebene  mit 
dem  magnetischen  Meridiane  parallel  war.  Annähernd  kann  jene 
Componente,  wofern  die  von  der  Nadel  und  dem  Stabe  ausgehende 
Induction  ausser  Acht  kommt,  als  Maass  für  die  oben  durch  q 
bezeichnete  Dichtigkeit  angesehen  werden;  nur  für  die  beiden 
Enden  des  Stabes  ist  das  Doppelte  der  Componente  als  genähertes 
Maass  dieser  Grösse  zu  nehmen.  Die  Kesultate,  welche  Cou- 
lomb unter  Anderem  bei  einem  Stabe  von  27  par.  Zoll  Länge 
und  2  Linien  Durchme&ser  erhielt,  lassen  sich  nun,  wie  Biot 
bemerkte,   durch  die  Annahme,  dass  q  mit  dem  Ausdrucke: 

^mz    „^^  fr—  nt 

proportional  sei,  in  befriedigender  Weise  darstellen;  aus  dieser 
Annahme  ergiebt  sich  aber  den  theoretischen  Formeln  gemäss 
die  oben  angegebene  Form  für  die  Function  Ä> 

Van  Eees  (Ueber  die  Vertheilung  des  Magnetismus  im 
Magneten.  Po  gg.  Annal.  Bd.  LXXTV)  experimentirte  gleichfalls 
mit  permanenten,  bis  zur  Sättigung  magnetisirten  Stahlstäben 
und  zwar  in  folgender  Weise.  Nachdem  der  Magnetstab  in 
einer  auf  dem  magnetischen  Meridiane  senkrechten  Lage  be- 
festigt worden  war,  wurde  auf  denselben  eine  kurze  Inductions- 
spirale  geschoben,  deren  Hülse  möglichst  dünn  und  eng  war, 
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und  deren  Enden  mit  den  Drahtenden  eines  festen  Multiplioa- 
tors  in  Verbindung  standen.  Von  verschiedenen  Stellen  aus 
wurde  nun  die  Spirale  jedesmal  plötzlich  über  das  nächste  Ende 
des  Stabes  weg  in  eine  grössere  Entfernung  gerückt.  Hierbei 
entstand  in  der  Leitung  der  Spirale  ein  Inductionsstrom,  wel- 
cher der  Nadel  des  Multiplicators  einen  Anstoss  ertheilte,  so 
dass  diese  sich,  die  Gleichgewichtslage  verlassend,  bis  zu  einer 
gewissen  Grenzlage  hin  bewegte,  und  hierauf  um  ihre  Gleich- 
gewichtslage herum  oscillirte.  Insofern  die  Dämpfung,  welche 
der  Multiplicator  bewirkte,  vernachlässigt  werden  konnte,  war 
die  angulare  Anfangsgeschwindigkeit  der  Nadel  mit  dem  Sinus 
des  halben  ersten  Ausschlagwinkels  proportional,  und  desshalb 
konnte  letztere  Grösse  nach  den  Lehren  der  Elektrodynamik 
als  Maass  für  die  Intensität  des  durch  die  Induction  erzeugten 
Integralstromes  gelten.  Unter  jener  Intensität  versteht  man 
aber  das  absolute  Quantum  der  in  Bewegung  gesetzten  positi- 
ven oder  negativen  Elektricität,  durch  den  Widerstand  des  Lei- 
ters dividirt  und  mit  einer  gewissen  Constante  multiplicirt. 

Van  Rees  gelangte  zu  dem  Resultate,  dass  sich  für  den- 
selben Stab  und  dieselbe  Inductionsspirale  die  Abhängigkeit 
zwischen  dem  absoluten  Werthe  a  des  Ausschlagwinkels  und 
dem  Abstände  e'  des  Centrums  der  Inductionsspirale  und  des 
Centrums  des  Stabes  annähernd  durch  folgende  Formel  dar- 
stellen lasse,  in  welcher  g,  h  und  m  drei  constante  Grössen  be- 
deuten : 

sin  l  a  =  g  —  h  {&*"'  +  c^"»*'). 
Wie  von  vorneherein  zu  erwarten,  erfolgte  der  Ausschlag  der 
Multiplicatornadel  für  zwei  Punkte  auf  derselben  Hälfte  des 
Stabes  nach  derselben  Seite,  für  zwei  auf  entgegengesetzten 
Seiten  symmetrisch  gelegene  Punkte  aber  sind  die  Ausschläge 
entgegengesetzt  und  nahezu  gleich. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  Vergleichung  obiger  For- 
mel  mit  den  Beobachtungen,  welche  van  Rees  an  einem  Stabe 
von  80,1«™  Länge,  Ofi^^  Dicke  und  mit  einer  Inductionsspirale 
von  P«^  Länge  anstellte.  Die  erste  Columne  enthält  die  Ent- 
fernungen  0'  der  Mitte  der  Spirale  von  der  Mitte  des  Stabes;  in 
der  zweiten  Columne  stehen  die  entsprechenden  Ausschlag- 
winkel, wie  sie  sich  als  Mittel  aus  Beobachtungen  auf  der  einen 
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und  anderen  Hälfte  des  Stabes  ergaben;  endlich  sind  neben 
jene  in  der  letzten  Columne  die  Werthe  von  a  gestellt,  welche 
die  oben  angegebene  Formel  liefert,  wenn  man  folgende  Annah- 
men macht: 

g  =  0,22640,  A  =  0,02061,  m  =  0,04950. 


« 

a 

z' 

beobachtet 

berechnet 

Q«n 

21052' 

21021' 

8 

21  7 

20  58 

16 

19  26 

19  45 

20 

18  19 

18  48 

24 

17  22 

17  83 

28 

16  27 

15  58 

82 

14  46 

18  59 

86 

10  59 

11  82 

89,25 

8  59 

9  8 

Um  den  Zusammenhang  zwischen  dem  von  van  Rees 
beobachteten  Inductionsstrom  und  der  Yertheilung  des  Magne- 
tismus im  Stabe  kennen  zu  lernen,  wollen  wir  zunächst  der 
Elektrodynamik  die  Bestimmung  des  Integralstromes  entneh- 
men, welcher  in  einem  linearen,  kreisförmigen  Leiter  von  einem 
Pole  inducirt  wird,  wenn  die  relative  Lage  des  Leiters  und  des 
Poles  sich  ändert.  Jener  Strom  ist  unter  übrigens  gleichen 
Umständen  proportional  mit  dem  Producte  aus  dem  im  Pole  con- 
centrirten  Magnetismus  und  der  Aenderung,  welche  die  Projec- 
tion  der  Stromfläche  auf  eine  mit  dem  Radius  Eins  um  den 
Pol  als  Centrum  beschriebene  Kugel  in  Folge  der  Bewegung 
erleidet.  Nun  lässt  sich  aber  die  Aenderung  der  projicirten 
Stromfläche  stets  darstellen  mittelst  des  Potentiales  einer  ebe- 
nen Scheibe  von  verschwindender  Dicke  d,  welche  von  dem  Lei- 
ter begrenzt  wird  und  auf  der  einen  Seite  mit  nördlichem,  auf 
der  anderen   Seite  mit  südlichem  Fluidum  von    der    absoluten 

Dichtigkeit  -j  bedeckt  ist.     Beschränken  wir  uns   nämlich  aui 
den  hier  nur  in  Betracht  kommenden  Fall,   wo  die  Bahn  des 
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Poles  keine  Schleife  um  den  Leiter  bildet  und  auch  nicht  den- 
selben trifft,  so  fallt  die  Aenderung  der  Projection  mit  der 
Summe  der  stetigen  Aenderungen  des  Potentiales  für  den  Pol 
zusammen.  Hinsichtlich  des  Potentiales  einer  in  angegebener 
Weise  belegten  Ereisscheibe  mögen  hier  noch  folgende  Bemer- 
kungen Platz  finden.  Das  Potential  hat  iiir  zwei  Punkte,  wel- 
che in  Bezug  auf  die  Scheibe  eine  symmetrische  Lage  einneh- 
men, entgegengesetzt  gleiche  Werthe.  Sein  Werth  verschwin- 
det im  Unendlichen,  sowie  auch  in  der  Ebene  der  Scheibe 
ausserhalb  des  Grenzkreises.  Auf  der  einen  Seite  der  Scheibe 
selbst  hat  es  den  Werth  -|-2ä,  auf  der  anderen  Seite  den 
Werth  —  2jt  und  am  Rande  hat  es  bezüglich  auf  der  einen 
Seite  den  Werth  -|-  »,  auf  der  anderen  Seite  den  Werth  —  x. 

Gehen  wir  jetzt  zu  dem  Falle  über,  wo  der  Kreisleiter  auf 
einen  Magnetstab  mit  kreisförmigem  Querschnitt  aufgeschoben 
ist,  und  in  ihm  durch  Abstreifen  vom  Magneten  ein  Strom  inda- 
cirt  wird.  In  der  ursprünglichen  Lage  stehe  die  Ebene  des  Lei- 
ters auf  der  Axe  des  Stabes  senkrecht,  der  Mittelpunkt  des  Leiters 
liege  in  der  Axe  und  der  Durchmesser  des  Leiters  übertreffe  den 
des  Stabes  nur  um  ein  Unendlichkleines.  Wenn  wir  alsdann  durch 
V  das  Potential  der  Hülfskreisscheibe  bezeichnen,  so  kommt  für 
das  Potential  in  Bezug  auf  den  im  Stabe  enthaltenen  Magnetis- 
mus oder  in  Bezug  auf  die  ideale  Oberflächenladung: 

JQi  Vdsi  +  jQi  Vds2  +  2bn  JQ  Yäz, 

und  die  Summe  der  stetigen  Aenderungen,  welche  dieser  Ausdruck 
erleidet,  wenn  der  Kreisleiter  bis  ins  Unendliche  verschoben  wird, 
ist  dem  Obigen  zufolge  unter  denselben  Umständen  mit  dem  hier- 
bei erzeugten  Integralstrom  proportional.  Bei  der  Anwendung  auf 
den  hier  vorliegenden  Fall  der  Vertheilung  dürfen  wir  in  erster 
Annäherung  annehmen,  dass  die  magnetische  Belegung  einer  End- 
fläche auf  den  Rand  derselben  zusammengedrängt  sei.  Ferner 
leuchtet  ein,  dass  die  Summe  der  stetigen  Aenderungen  des  Po- 
tentiales F  für  einen  Punkt  auf  dem  convexen  Theile  der  Ober- 
fläche, welcher  bei  der  Bewegung  durch  die  Hülfskreisscheibe 
hindurchgeht,  gleichzusetzen  ist  derselben  Summe  für  einen  Punkt, 
welcher  in  gleicher  Entfernung  wie  jener  auf  einem  am  Bande 
der  Scheibe  auf  diese  errichteten  Perpendikel  liegt,  um  die  Grösse 
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-(-  2  Ä  oder  —  2n  vermehrt,  jenachdem   die  erstgenannte   Summe 
positiv  oder  negativ  ist. 

Nehmen  wir  der  Bestimmtheit  wegen  an,  die  Coordinate  ^ 
eines  Pmiktes  der  Kreisscheibe  sei  positiv,  und  letztere  sei  auf  der 
dem  Coordinaten-Anfangspunkte  zugekehrten  Seite  mit  südlichem 
Fluidum  bedeckt,  so  ist  das  Potential  der  Scheibe  für  einen  Punkt, 
der  auf  einem  Perpendikel  des  Randes  liegt  und  die  Coordinate 
0  hat: 


n 


1 


n 


-2/'A+-7 t^J^ \dq>, 

jenachdem  fs  —  s^  bezüglich  positiv  oder  negativ  ist.  Die  stetigen 
Aenderungen,  welche  das  Potential  für  einen  Punkt  der  angege- 
benen Lage  bei  der  Bewegung  erleidet,  fallen  aber  mit  den  ent- 
sprechenden Aenderungen  des  folgenden  Ausdruckes  zusammen: 


71 


Hiemach  erhalten  wir  endlich  für  die  Intensität  des  Integralstro- 
mes, welcher  entsteht,  wenn  der  Leiter  über  das  nächste  Ende 
des  Stabes  bis  ins  Unendliche  weggeschoben  wird,  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  folgenden  Ausdruck: 


w 


QiO  +  <?  (^'))  +  P2  (1  +  Ö(-a)) 


wo  noch  durch  £  eine  gewisse  absolut  constante  Grösse,  durch  w 
der  Widerstand  des  Leiters  und  durch  ci  der  Querschnitt  des  Sta- 
bes bezeichnet  ist.  Obiger  Ausdruck  verwandelt  sich  durch  Süb^ 
stitution  der  früher  für  die  Dichtigkeit  der  Oberflächenladung  ge- 
fundenen Ausdrücke  und  durch  Anwendung  der  theilweisen  Inte- 
gration in  folgenden: 
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o    I     i^/   ^         r\/  c\(^^\  CdA      dQ 


'^+««-«(-»'-<m-/^-SH 


4(1  —  y)w 

Im  Hinblick  auf  den  Verlauf  der  Function  Q,  welche  sich  auf  das 
elliptische  Integral  der  ersten  Art  zurückführen  lässt,  kann  man 
näherungsweise  für  den  ersten  Factor  des  Integranden  den  Werth 

(  -T~  )  setzen.  Ausserdem  bemerke  man,  dass  bei  verhältnissmässig 

dünnen  Stäben  der  Ausdruck:  Q{a)  —  Q{ — a)  von  der  Mitte  bis 
in  einige  Entfernung  von  den  Enden  nahezu  constaut  und  zwar 
gleich  2  bleibt  Aus  diesem  Grunde  lässt  sich  der  Ausdruck  fiir 
die  Intensität  des  inducirten  Integralstromes  näherungs weise  wie 
folgt  schreiben: 

(1  -^)wV  \dz)A' 
Diese  Formel  bleibt  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  der  kreisför- 
mige Leiter  auf  einer  kurzen  Strecke  unterbrochen  ist  und  seine  Enden 
durch  einen  anderen  Leiter  mit  einander  verbunden  werden,  der 
so  geformt  ist,  dass  in  ihm  kein  merklicher  Inductionsstrom  her- 
vorgerufen wird ;  nur  ist  alsdann  für  w  der  Widerstand  der  gan- 
zen Leitung  einzusetzen.  Tritt  ferner  an  die  Stelle  des  kreisför- 
migen Leiters  eine  Spirale  von  geringer  Länge  und  mit  gleichen, 
nahe  aneinander  liegenden  Windungen,  die  unmittelbar  auf  dem 
Stabe  aufliegen,  so  wird,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  leicht  zu 
entnehmen  ist,  die  Intensität  des  Integralstromes  unter  übrigens 
gleichen  Umständen  mit  dem  Ausdrucke: 

l 
proportional  gesetzt  werden  können,  wo  isf  sich  auf  die  Mitte  der 
Spirale  bezieht  und  l  die  Länge  derselben  bedeutet.  Offenbar  wird 
auch  die  Annahme  jener  Proportionalität  dann  noch  zulässig  sein, 
wenn  man  es  mit  einer  Inductioiisspirale  zu  thun  hat ,  die  aus 
mehreren  Lagen  von  Windungen  besteht,  wofern  nur  letztere  dem 
Magneten  noch  hinreichend  nahe  liegen. 

Zu  den  Versuchen  von  van  Rees  zurückkehrend,  schliessen 
wir  aus  dem  letztgewonnenen  Ergobnisse,  dass  jene  für  die  Func- 
tion^ in  (lerThat  dieselbe  genäherte  Form  liefern,  wie  sie  aus  den 
Versuchen  Coulomb's  sich  ergiebt. 
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Die  Untersuchungen  von  Lenz  und  Jacobi  (Ueber  die 
Gesetze  der  Elektromagnete.  Pogg.  Ann.  Bd.  XL VII.  LXl), 
deren  zu  gedenken  noch  erübrigt,  sind  gerichtet  auf  die  Verthei- 
lung  des  Magnetismus  in  einem  cylindrischen  Stabe  aus  weichem 
Eisen  durch  eine  elektrische  Spirale,  deren  aneinander  liegende 
Windungen  den  Stab  von  dem  einen  Ende  zum  andern  bedecken. 
Die  genannten.  Forscher  ermittelten  in  der  Weise,  wie  wir  es  bei 
Beschreibung  der  Versuche  von  van  Rees  angegeben  haben,  den 
Strom,  welcher  in  einer  auf  den  Stab  und  den  ihn  bedeckenden 
Stromleiter  geschobenen  Inductionsspirale  für  verschiedene  Lagen 
der  letzteren  durch  das  Verschwinden  des  Magnetismus  entstand, 
wenn  der  magnetisirende  Strom  unterbrochen  wurde.  Die  Ergeb- 
nisse, zu  welchen  Lenz  und  Jacobi  durch  ihre  zahlreichen  Ver- 
suche  gelangten,  lassen  sich  näherungsweise  durch  dieselbe  Formel 
wie  die  von  van  Rees  bei  permanenten  Magneten  gewonnenen 
darstellen.  Was  sich  hieraus  hinsichtlich  der  magnetischen  Verthei- 
lung  schliessen  lasse,  sollen  die  folgenden  theoretischen  Betrach- 
tungen zeigen. 

Die  magnetische  Wirkung  einer  elektrischen  Spirale  stellt 
sich,  wie  die  Elektrodynamik  lehrt,  für  den  von  der  Spi- 
rale umschlossenen  Raum  dar  durch  die  Resultante  einer  con- 
stanten  mit  der  Axe  der  Spirale  parallelen  Kraft  und  der 
Exaft,  welche  von  einer  gleichförmigen  Belegung  beider  End- 
flächen mit  gewissen  entgegengesetzt  gleichen  Mengen  magne- 
tischer Flüssigkeit  ausgeht.  Hiemach  war  die  Magnetisirung 
der  Stäbe  bei  den  Versuchen  von  Lenz  und  Jacobi  eine  an- 
dere, als  die  in  diesem  Capitel  bisher  betrachtete.  Aus  einer 
zu  Anfang  gemachten  Bemerkung  geht  aber  sofort  hervor,  dass 
die  Function  U  für  den  hier  zu  erörternden  Fall  aus  der  früher 
aufgestellten  Form  dadurch  gewonnen  wird,  dass  man  das  Glied 
/  mit  einem  lediglich  von  den  Dimensionen  und  der  Inductions- 
constante  des  Stabes  abhängigen  Coefficienten  multiplicirt.  Aus 
diesem  Grunde  sind  denn  auch  die  Versuche  von  Lenz  und  Ja- 
cobi, da  überdies  ein  Theil  der  der  Untersuchung  unterworfe- 
nen Stäbe  einen  verhältnissmässig  kleinen  Durchmesser  hatte, 
geeignet  über  den  Verlauf  der  Function  A  Aufschluss  zu  geben. 
Um  diesen  zu  gewinnen,  fassen  wir  zunächst  den  Fall  ins  Auge, 
wo  an  die  Stelle  der  Inductionsspirale  ein  einzelner  Kreisleiter 
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tritt,  welcher  auf  den  magnetisch  erregten  Stab  aufgeschoben 
ist.  Man  denke  sich  nun  den  letzteren  durch  die  Ebene  des 
Leiters  in  zwei  Theile  getheilt  und  diese  Theile,  ohne  dass  die 
Anordnung  ihres  Magnetismus  geändert  wird,  längs  ihrer  Axe 
von  dem  Leiter  fort  ins  Unendliche  verschoben.  Es  erzeugt 
alsdann  jeder  der  Theile  in  dem  Leiter  einen  Integralstrom,  und 
die  Elektrodynamik  lehrt,  dass  die  Summe  der  Intensitäten 
dieser  Ströme  gleichkommt  der  Intensität  des  Stromes,  welcher 
im  Leiter  durch  das  Verschwinden  des  ursprünglich  im  Stabe 
enthaltenen  Magnetismus  erzeugt  wird.  Wenn  wir  also  durch 
Qi  und  Qu  die  Dichtigkeit  der  idealen  Oberflächenladung  auf 
den  beiden  ursprünglich  aneinander  stossenden  Endflächen  der 
Stücke  bezeichnen,  in  welche  wir  den  Stab  getheilt  denken, 
übrigens  aber  dieselbe  Bezeichnung  anwenden  und  dieselben 
Unterstellungen  machen  wie  irüher,  so  ergiebt  sich  folgender 
Ausdruck  für  die  Intensität  des  fraglichen  Integralstromes : 

^Li(l-«(a))-P»(l  +  Ö(-«))  +  2p/-29,, 

Nun  hat  man  aber,  wenn  p  den  Coefficienten  bedeutet,  mit 
welchem  nach  einer  vorhin  gemachten  Bemerkung  jetzt  das  Glied 
/  in  dem  früher  für  JJ  aufgestellten  Ausdrucke  zu  multipliciren 
ist,  und  wenn  durch  K  die  oben  erwähnte  constante  Componente 
der  von  der  elektrischen  Spirale  ausgehenden  Kraft  bezeichnet 
wird: 

%K  b^        dM. 

^  ~       47r(l  —  x)  '  2  '  ^    d;?«  ' 

p,  =  ^  p,  =  -  j^^  [l  ~  !>  (jj)], 

Hiemach  findet  man  unter  denselben  Bedingungen,  welche 
bei  der  entsprechenden  Formel  in  der  Erörterung  der  Versuche 
von  van  Bees  unterstellt  wurden,  folgenden  genäherten  Aus- 
druck für  die  Intensität  des  inducirten  Integralstromes: 
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Aus  der  letzten  Formel  ersehen  wir  aber  im  Hinblick  auf 
das  Vorhergebende  ohne  Weiteres,  dass  das  Ergebniss  der  Ver- 
suche von  Lenz  und  Jacobi  zu  derselben  genäherten  Form 
für  die  Function  Ä  fuhrt  y  wie  die  übrigen  bereits  besprochenen 
Versuche. 


V. 


VOM  DIAMAGNETISMUS. 


Neben  die  Classe  von  isotropen  Körpern,  welche  sich  in 
Hinsicht  des  Magnetismus  ähnlich  verhalten  wie  das  Eisen, 
stellt  sich  eine  zweite  Classe  von  Körpern,  an  denen  wir  we- 
sentlich andere  Inductions- Erscheinungen  beobachten,  wir  mei- 
nen die  Körper,  welche  sich  ähnlich  wie  das  Wismuth  verhal- 
ten. Bringen  wir  eine  Kugel  aus  Wismuth  in  ein  magnetisches 
Feld  mit  divergirenden  Kraftlinien,  so  wird  dieselbe  nach  der- 
jenigen Seite  hin  getrieben,  nach  welcher  die  Kraftlinien  diver- 
giren,  während  sich  eine  freie  Kugel  aus  Eisen  nach  gerade 
entgegengesetzter  Bichtimg  bewegen  würde.  Ein  Stück  Wis- 
muth von  länglicher  Form,  wir  wollen  sagen,  von  der  Gestalt 
eines  verlängerten  Bevolutions-EUipsoides,  richtet  sich  im  ho- 
mogenen magnetischen  Felde  so,  dass  seine  grosse  Axe  nicht,  wie 
es  beim  Eisen  der  Fall  sein  würde,  in  die  Richtung  der  Kraft- 
linien fallt,  sondern  dass  sie  senkrecht  zu  letzteren  wird.  Die 
magnetische  Wirkung,  welche  das  gedachte  Stück  in  der  er- 
wähnten Gleichgewichtslage  nach  aussen  hin  offenbart,  lässt 
sich  durch  die  Wirkung  einer  verschwindend  kleinen  Magnet- 
nadel ersetzen,  die  im  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  Uegt,  deren 
Axe  in  die  Richtung  der  Kraftlinien  fällt,  und  deren  Südpol  nach 
derjenigen  Seite  hingekehrt  ist,  nach  welcher  sich  ein  Nordpol 
in  dem  inducirenden  Felde  bewegen  würde.  Die  Polarität  des 
influencirten  Ellipsoides  aus  Wismuth  ist  hiemach  derjenigen 
entgegengesetzt,  welche  ein  gleiches  Ellipsoid  aus  Eisen  unter 
denselben  Verhältnissen  darbieten  wurde. 

Die  Körper,  welche  sich  ähnlich  wie  Wismuth  verhalten, 
nennt  man  nach  Farad ay,  welcher  das  eigenthümliche  Ver- 
halten dieses  Metalles  zuerst  genauer  untersucht  hat,  diamagne- 
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tische  Körper,  diejenigen  aber,  welche  dieselben  Inductions- 
Erscheinungen  wie  das  Eisen  darbieten,  paramagnetische  Körper. 

Die  Formeln,  welche  wir  im  Vorhergehenden  zur  Erklärung 
der  Inductionserscheinungen  bei  paramagnetischen  Körpern  auf- 
gestellt haben,  gelten  auch  —  soweit  die  bisher  bekannten 
Thatsachen  schliessen  lassen  —  für  die  diamagnetische  Induction, 
nur  muss  bei  letzterer  der  Constanten  x  ein  negativer  Werth 
beigelegt  werden.  Was  den  absoluten  Werth  von  x  betrifil, 
so  ist  derselbe  bei  allen  dermalen  untersuchten  diamagnetischen 
Körpern  ein  sehr  kleiner  ächter  Bruch. 

Als  Beleg  hierfür  erwähnen  wir  die  Versuche  Plücker's 
über  das  Verhältniss  der  Anziehung,  welche  das  Eisen,  und  der 
Abstossung,  welche  das  beziehungsweise  stark  diamagnetische 
Wismuth  unter  gleichen  Umständen  seitens  eines  inducirendeu 
Magneten  erleidet.  (Ueber  das  Gesetz  der  Induction  bei  para- 
magnetischen und  diamagnetischen  Substanzen.  Pogg.  Annal. 
XCI).  Ferner  wollen  wir  ein  Ergebniss  der  Versuche  erwäh- 
nen, welche  Weber  über  den  Diamagnetismus  des  Wismuths 
angestellt  hat,  und  daraus  den  Werth  der  Tnductions-Constante 
dieses  Metalles  herleiten.  (Elektrodynamische  Maassbestimmun- 
gen, ins  Besondere  über  den  Diamagnetismus.  Abhandlungen 
d.  Königl.  Sachs.  Qesellsch.  d.  Wiss.  !.)•  Derselbe  bestimmte 
durch  Vergleichung  der  Wirkungen  auf  die  Nadel  eines  Spie- 
gel-Magnetometers das  Verhältniss  zwischen  dem  magnetischen 
Momente  eines  cylindrischen  Stabes  aus  Wismuth  und  dem 
eines  geraden  Drahtes  oder  Stäbchens  aus  Eisen,  welche  der  ver- 
theilenden  Wirkung  einer  mit  den  Axen  der  Stäbe  parallelen 
Kraft  ausgesetzt  waren.  Der  Wismuthstab,  oder  vielmehr  jeder 
der  beiden  zur  Verdoppelung  der  Wirkung  angewandten  Wis- 
muthstäbe,  war  9,2  Centimeter  lang^  !,(>  Centimeter  dick  und 
hatte  ein  Gewicht  von  171,75  Grammen.  Das  Eisenstäbchen 
war  ebenso  lang,  wog  aber  nur  0,0058  Gramm;  sein  Durch- 
messer betrug  also  —  das  specifiscbe  Gewicht  des  Eisens  gleich 
7,78  gesetzt  —  0,01016  Centimeter.  Es  ergab  sich,  dass  das 
Moment  des  Eisenstäbchens  49,67mal  grösser  war,  als  das  des 
Wismuthstabes,  wenn  die  vertheilende  Kraft  fiir  die  von  uns 
gewählte  Einheit  nahe  gleich  63  war. 

Um  auf  die  mitgetheilten  Resultate  eine  Vergleichung  der 

Beer,  Elektrostatik,  MaHnetismuu  und  Eloktrodynamik.  I  ^ 
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iDductions-Consianten  des  Eisens  und  Wismuths  zu  gründen, 
machen  wir  die  annähernd  richtige  Annahme,  dass  für  das  Mo- 
ment eines  cylindrischen  Stahes  mit  vorherrschender  Längen- 
Dimension,  der  von  einer  der  Axe  parallelen  Kraft  influencirt 
wird,  das  eines  verlängerten  Botations-Ellipsoides  von  demselben 
Stoffe  und  gleichem  Inhalte  gesetzt  werden  könne,  dessen  Ro- 
tations-Axe  der  vertheilenden  Kraft  parallel  ist  und  sich  zur 
Queraxe  verhält,  wie  die  Länge  des  Stabes  zu  seiner  Dicke. 
Für  das  Moment  M  eines  solchen  EUipsoides  hat  man  nach  dem 
im  vorhergehenden  Kapitel  Gesagten,  wenn  die  dort  gebrauchte 
Bezeichnung  beibehalten  wird: 

wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  jenach- 
dem  die  Constante  x  zwischen  Null  und  der  positiven  Einheit 
oder  zwischen  Null  und  der  negativen  Einheit  liegt.  Hieraus 
folgt,  wenn  {  die  Länge,  d  die  Dicke  des  Cylinders  bedeutet,  an 
dessen  Stelle  das  Ellipsoid  substituirt  wird: 

16  Jf  =  +  :j , 

-  +  S~   1 

wo  man,  unter  6  den  reciproken  Werth  der  numerischen  Excen* 

tricität  des  EUipsoides,  d.  i.  den  Ausdruck  JrV?«— d»  verstan- 
den, zu  setzen  hat: 

.  =  .(..-.)(i!.«l±|-ij. 

Wenden  wir  die  letzte  Formel  auf  die  mitgetheilten  Versuche 
an,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  die  auf  den  Wismuthstab  sich 
beziehenden  Grössen  durch  accentuirte  Buchstaben,  die  auf  den 
Eisenstab  sich  beziehenden  aber  durch  nicht  accentuirte  Buch- 
staben bezeichnen: 

iV  '  d^  ~        1     , 

X      * 

und  es  ist: 

M      d'^ 

^  •  -^  =  1231819,     s  =  8  .  10-«,     s'  =  45923  .  10-«. 

Den  Werth  von  x  wollen  wir  au6  einer  zweiten  Versuchsreihe, 
welche  Weber  a.  a,  O.  mittheilt,  ableiten.     Weber  bestimmte 
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mittelst  der  an  einem  Magnetometer  hervorgebrachten  Ablen- 
kung den  absoluten  Werth  des  Momentes,  welches  in  einem 
cylindrischen  Eisenstabe  hervorgebracht  wurde,  als  derselbe 
der  Wirkung  einer  mit  seiner  Axe  parallelen  elektro- magneti- 
schen Kraft  von  bekannter  Qrösse  ausgesetzt  wurde.  Der  zu 
diesen  Versuchen  dienende  Stab  war  10,02  Centimeter  lang, 
0,36  Centimeter  dick  und  wog  8,19  Gramm.  Als  homogenes 
Feld  diente  der  centrale  Baum  einer  galvanischen  Spirale,  die 
nur  so  weit  war,  als  zum  Hineinlegen  des  Eisenstabes  erfor- 
derlich war,  und  deren  Enden  so  weit  von  denen  des  Stabes 
entfernt  waren,  dass  in  dem  von  letzterem  eingenommenen 
Räume  die  Kraftlinien  als  mit  der  Axe  der  Spirale  parallel  ange- 
sehen werden  durften  (vergleiche  hierüber  die  Elektrodynamik). 
Um  die  Einwirkung  des  elektrischen  Stromes  auf  das  Magnete- 
meter zu  eliminiren,  wurde  das  Ende  des  Schraubendrahtes 
zweimal  um  die  Mitte  der  Spirale  in  einem  viel  weiteren 
Kreise  und  in  umgekehrter  Sichtung  herumgewunden,  so  dass 
der  von  beiden  Windungen  begrenzte  Flächenraum  ebenso  gross 
war,  wie  der  von  allen  Windungen  der  engen  Spirale  be- 
grenzte Flächenraum.  Auf  die  Gröase  der  vertheilenden  Kraft 
wurde  aus  -  der  mittelst  einer  Tangentenboussole  bestimmten 
Intensität  des  Stromes,  den  Verhältnissen  der  Spirale  und 
der  horizontalen  Componente  des  Erdmagnetismus  geschlossen. 
Es  wurde  nun  für  das  Moment  des  Eisenstabes  der  Werth 
746,2  gefimden,  als  die  inducirende  Kraft  nahe  gleich  65,9  und 

folglich  um  circa  —  grösser,  ak  die  in  den  vorhergehends  erwähn- 

ten  Versuchen  angewandte  Kraft,  war.  Aus  den  Dimensionen 
des  Eisenstabes  berechnet  sich  aber: 

s  =  3905  .  10~«, 
und  hiernach  liefert  die  für  das  Moment  aufgestellte  Näherungs- 
formel, wenn  wir  für  d^J  den  aus  dem  absoluten  und  specifischen 
Gewichte  des  Stabes  sich  ergebenden  Werth   1,3403  annehmen: 

X  =  0,99652. 
Indem  wir  diesen  Werth  von  x  zu  Grunde  legen,  erhalten  wir 
femer,  zu  den  auf  die  Induction  im  Wismuth  sich  beziehenden 
Versuchen  von  Weber  zurückgehend: 

x'  =  —  0,00023. 

u* 
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Wie  bereits  früher  angedeutet  wurde,  ist  nur  für  schwächere 
Kräfte  die  Annahme  einer  Inductious^Constante  in  der  bisheri- 
gen Bedeutung  als  eine  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  zu- 
lässig. Es  muss  dahin  gestellt  bleiben,  in  wie  weit  sich  die 
oben  für  x  und  x'  gefundenen  Werthe  von  denjenigen  unter- 
scheiden, welche  für  schwächere  Kräfte  gelten.  Nehmen  wir 
aber  jene  an,  so  ergiebt  sich  für  das  Verhältniss  des  magneti- 
schen Momentes  einer  gleichförmig  magnetisirten  Kugel  aus 
Eisen  und  einer  durch  eine  gleiche  Kraft  magnetisirten  und 
gleichgrossen  Kugel  aus  Wismuth  der  Werth  12900.  Das  Ver- 
hältniss der  magnetischen  Momente  zweier  gleicher  Rotations- 
EUipsoide  aus  Eisen  und  Wismuth,  die  durch  gleiche  mit  den 
Axen  parallele  Kräfte  magnetisirt  sind^  nähert  sich  femer  dem 
Grenzwerthe  4330,  wenn  das  einzelne  Ellipsoid  sich  durch  Ab- 
plattung einer  Kreisscheibe  nähert,  und  dem  Grenzwerthe 
1245000,  wenn  jedes  der  Ellipsoide  sich  durch  Streckung  einer 
geraden  Linie  nähert. 

Das  Verhalten  der  diamagnetischen  Körper  hat  man  da- 
durch aus  dem  Verhalten  der  paramagnetischen  Körper  zu  er- 
klären versucht,  dass  man  annahm,  der  zwischen  den  Molecü- 
len  der  wägbaren  Körper  frei  bewegliche  Aether  sei  einer  stär- 
keren magnetischen  Erregung  fähig,  als  die  diamagnetischen 
Körper  an  und  für  sich.  Wendet  man  die  in  dem  folgenden 
Capitel  aufgestellten  Formeln  mit  den  dort  gemachten  Ein- 
schränkungen auf  das  System  der  Molecüle  eines  starren  Kör- 
pers mit  sehr  kleiner  positiver  Inductions-Constante  und  eine 
incompressible  Flüssigkeit  an,  welche  die  Zwischenräume  der 
Molecüle  und  den  ausserhalb  des  Körpers  befindlichen  Kaum 
erfüllt  und  eine  gleichfalls  sehr  kleine  positive  Inductions-Con- 
stante besitzt,  so  ergiebt  sich  in  der  That,  dass  die  Gesammt- 
einwirkung,  welche  der  Körper  erleidet,  dieselbe  ist,  wie  wenn 
die  Flüssigkeit  nicht  vorhanden  wäre  und  seine  Inductions- 
Constante  gleichkäme  der  wirklichen  Constante  des  Körpers 
an  und  für  sich,  vermindert  um  die  Constante  der  Flüssigkeit 
Hinsichtlich  der  Gründe,  die  man  fiir  und  gegen  die  erwähnte 
Annahme  beigebracht  hat,  verweisen  wir  den  Leser  auf  die  be- 
treffende physikalische  Litteratur. 


VI. 

NÄHERUTfGSFORMELN   FÜR   DIE   INDUCTION    DES 
MAGNETISiMUS  IN  EINEM  ÄÜTTEL  MIT  SEHR  KLEI- 
NER INDUCnONS  -  CONSTANTE.    ANWENDUNG  DIE- 
SER FORMELN  BEI  FLÜSSIGEN    KÖRPERN. 


Wenn  es  sich  um  die  Magnetisirung  eines  Körpers  handelt, 
dessen  Inductions-Constante  x  sehr  klein  ist,  so  wird  es  ge- 
stattet sein,  für  gewisse  Zwecke  den  Inductionsprocess  als  schon 
mit  dem  ersten  Acte  abgeschlossen  zu  betrachten,  oder  von  der 
gegenseitigen  Induction  der  Molecüle  abzusehen.  Dieser  Grad  der 
Annäherung  ist  aber  offenbar  nicht  zureichend  bei  Erörterung  sol- 
cher Erscheinungen,  welche  wesentlich  auf  der  letzterwähnten  In- 
duction beruhen;  er  würde  also  z.  B.  bei  der  Bestimmung  des 
mechanischen  Verhaltens  eines  Ellipsoides,  welches  sich  in  einem 
homogenen  magnetischen  Felde  befindet,  zu  unrichtigen  Resultaten 
führen. 

Bei  Vernachlässigung  der  gegenseitigen  Beeinflussung  der  Mo- 
lecüle hat  man  zu  setzen: 

U=  F, 
und  hieraus   findet  man  für  die  Dichtigkeit   der  idealen  Oberflä- 
chenladung, welche  die  Wirkung  des  magnetisirten  Körpers  nach 
aussen  hin  zu  ersetzen  im  Stande  ist: 

__    n      dV 
^  4«     dn 

Jene  Dichtigkeit  wird  also  hiermit  der  Componente  der  vertheilenden 
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Kraft  nach   der  auswärts   gerichteten  Normale    des    betreffenden 
Oberflächenelementes  proportional. 

Für  den  bezeichneten  Grrad  der  Annäherung  lässt  sich  leicht 
die  Kraft  bestimmen,  welche  seitens  des  gesammten  in  Betracht 
kommenden  Magnetismus  auf  ein  Element  des  Körpers  einwirkt, 
indem  nur  derjenige  Theil  jener  Kraft  zu  berücksichtigen  ist, 
welcher  unmittelbar  vom  Inducenten  herrührt.  Die  fragliche  Kraft 
ist,  wie  man  leicht  einsieht,  von  der  blossen  Form  des  Elementes 
unabhängig.  Mit  Rücksicht  hierauf  wollen  wir  zur  Vereinfachung 
der  Betrachtungen  ein  Element  ins  Auge  fassen,  welches  wie  folgt 
begrenzt  ist.  Es  sei  dS  ein  Element  einer  Niveaufläche  des  indu- 
cirenden  Potentiales  V.  Durch  die  Punkte  des  Um&nges  des 
Elementes  lege  man  die  Kraftlinien,  und  diese  mögen  auf  einer  zwei- 
ten Niveaufläche,  welche  die  erste  einschliesst  und  ihr  unendlich 
nahe  ist,  das  Element  dS^  bestimmen.  Die  Flächenelemente  dSy 
d  S^  imd  die  genannten  Kraftlinien  seien  nun  die  Grenzen  des  zu 
betrachtenden  Körperelementes  dÄ.  Die  Wirkung  des  Inducenten 
auf  das  Körperelement  kann  durch  die  auf  eine  magnetische  Be- 

X      dV 
legung  des  Elementes  d  8  von  der  Dichtigkeit  -|-  j —  •  -=-r^   und 

X      dV 

eine  Belegung  des  Elementes  d  S^  von  der  Dichtigkeit  —  —  •  -^-=^ 

dV  dV  . 
ersetzt  werden,  wenn  durch  -r^  und  -r-=^  die  Steigung  des  Poten- 
tiales nach  der  auswärts  gerichteten  Normale  der  Niveaufläche  in 
einem  Punkte  von  dS  und  dS  bezeichnet  wird.  Es  seien  femer 
X,  y,  0  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  von  d  S  und  x-{-  dzy 
y-j-dy,  e-{-de  die  Coordinaten  des  Punktes  P',  in  welchem  dff 
von  der  durch  den  ersten  Punkt  gehenden  Kraftlinie  geschnitten 
wird ;  das  zwischen  P  und  P'  liegende  Element  der  Kraftlinie  sei 
dN. 

Die  Wirkung  des  Inducenten  auf  den  im  Elemente  dh  ent- 
haltenen   Magnetismus    lässt    sich    darstellen  durch    die    Kraft 

J"V51Vy  ^^'  welche  inP  angreift  und  nach  der  einwärts  gerich- 

X  /d  F'\* 
teten  Normale  von  d  8  wirkt,  und  die  Kraft  — -  ( -5-^« )  d  ff,  welche 

^nxdlrj 

in  P'  angreift  und  nach  der  auswärts  gerichteten  Normale  von  d  S' 
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wirkt.  Beide  Kräfte  setzen  sich  zu  einer  in  der  Osculationsebene 
der  Kraftlinie  gelegenen  Kraft  zusammen,  und  wenn  wir  die  Compo- 
nenten  dieser  Kraft  nach  den  Coordinatenaxen  durch  X  dJc  u.  s.f. 
bezeichnen,  so  ist: 

4ä  \dx'     dW  dx     dN      J 

dV*  dV    , 

wo    ,  ,   das  bedeutet,  was  aus  --5—  wird,  wenn  die  Coordinaten  um 
aaf  ax 

dx,  dy^  dz  wachsen.     Da  aber  ferner: 

^dSf  -  §4^5  =  J^  Vdk  =  0 

dN  dN 

ist  (Elektrost.  IL)»  so  kommt: 

Xdk  =  -7-  {-3—:,dx+  -^ — j-dy  -+-  -j—j-de)  -rrj-dS 
47t  \dx^        '    dxdy   ^    '    dxdjs     J  dN 

x_  fd^V    dx    ,     d^V      dy    ,     d^V      dzX  dV 

~  4%  \dx^ '  dN  "•"  dxdy  '  dN  "^  dxdg  '  dNJ  dN 

_   %  (dV    dV.dV     d^V    ,    dV     d^\.. 

-i^y-d^-dT^  +  i^'d^  +  ii'  diTzn- 

Hiernach  hat  man  also  endlich: 

8jr         dx     *  83r  dy     '  8;r         dz 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  sich  die  Componenten  der  fraglichen 
Kraft  in  analoger  Weise  durch  die  partiellen  DifFerentialquotienten 

-T-j^)    nach  den  Coordinaten  darstellen  lassen,  wie 

die  Componenten  der  Gravitationskräfte  u.  s.  f.  durch  die  DifFe- 
rentialquotienten der  Potentialfunction.  Die  Kraft  steht  also  auch 
in  jedem  Punkte  auf  derjenigen  durch  den  Punkt  gehenden  Fläche 
senkrecht,  welche  zu  den  äurch  die  Gleichungsform: 

dargestellten  Flächen  gehört,  in  deren  Punkten  die  vertheilende 
Kraft  denselben  absoluten  Werth  aufweist.  Im  Allgemeinen  fällt 
also  die  Kraft  keineswegs  in  die  Richtung  der  vertheilenden  Kraft; 
in  den  Punkten  einer  geraden  Kraftlinie  aber,  also  z.  B.  in  dem 
magnetischen  Felde  eines  einzelnen  Poles,  fallen  jene  Kräfte  zu- 
sammen. 
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Die  Wirkungen  des  Inducenten  auf  die  einzelnen  Körpertheil- 
clien  setzen  sich  zu  derselben  Gesammtwirkung  auf  den  Körper 
zusammen,  wie  die  Wirkungen  des  Inducenten  auf  die  einzelneu 
Theile  der  idealen  Oberflächenladung.  Um  uns  hiervon  ohne  auf 
tlas  Frühere  zurückzugehen  zu  überzeugen,  bemerken  wir,  dass 
sich  die  Gesammtarbeit  der  Resultante  von  X,  Yy  Z^  wie  sie  einer 
beliebigen  unendlich  kleinen  Versetzung  des  Körpers  entspricht, 
durch  die  correspondirende  Aenderung  des  Ausdruckes: 

bestimmt.  Hiernach  und  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  für  q 
genügt  es  offenbar  zu  zeigen,  dass  wenn  in  letzterem  Ausdrucke 
V  um  die  unendlich  kleine  Grösse  d  V,  für  welche  ^^^d  Fim  In- 
nern des  Körpers  allenthalben  verschwindet,  variirt  wird,  die  Va- 
riation desselben  mit 


ä/" 


i«  J  an 


zusammenfällt.    Nun  ist  aber : 

und  nach  einem   früher  (Elektrost.)  aufgestellten   Satze   sind  die 
beiden  letzten  Integrale  einander  gleich;  in  der  That  ist  also  auch: 

ösr  J       an  ^^  J         an 

Bekanntlich  hat  Faraday  entdeckt,  dass  auch  die  flüsai* 
gen  Körper  der  magnetischen  Erregung  fähig  sind,  und  aus 
seinen  sowie  aus  Plücker's  Versuchen  darf,  was  ins  Besondere 
die  tropfbar -flüssigen  Körper  betrifll,  geschlossen  werden,  dass 
für  die  oben  näher  bezeichneten  Einschränkungen  die  Art  der 
Magnetisirung  einer  tropfbaren,  homogenen  Flüssigkeit,  welche 
sich  unter  der  Einwirkung  eines  Magneten  und  im  Gleich- 
gewichte befindet,  wesentlich  dieselbe  ist,  wie  bei  einem  iso- 
tropen festen  Körper  mit  derselben  Begrenzung.  Mittelst  der 
oben  gewonnenen  Formeln  können  nun  nach  den  Regeln  der 
Hydrostatik  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  einer  mag- 
netisch erregten,  homogenen  und  incompressiblen  Flüssigkeit 
aufgestellt   werden.     Wir  beschränken   uns   auf  den  Fall,   wo 
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ausser  der  magnetischen  Kraft  und  den  an  der  Oberfläche  wir- 
kenden Druckkräften  nur  noch  eine  Kraft  auftritt,  deren  Com- 
ponenten  sich  durch  die  partiellen  Difierentialquotienten  einer 
Function  der  Coordinaten  nach  den  letzteren  darstellen  lassen, 
wie  solches  z.  B.  bei  Gravitationskräften  der  Fall  ist.  Die 
Componenten  der  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  magneti- 
schen Kraft  seien  wie  oben  Y,  F,  Z,  die  Componenten  der  auf 
die  Masseneinheit  bezogenen  zweiten  Kraft  seien  X!,  Y',  Z\ 
das  specifische  Grewicht  der  Flüssigkeit  werde  durch  s  und  der 
hydrostatische  Druck  durch  %)  bezeichnet.    Man  hat  alsdann : 

dx  ^    dy  ^  '     da  ' 

und  hieraus  folgt  durch  Integration,  wenn  V  das  Potential 
des  Inducenten,  x  die  Inductions-Constante  der  Flüssigkeit  und 
O  die  Function  ist,  deren  partielle  Differentialquotienten  die 
Componenten  X'  u.  s.  f.  liefern: 


wo  c  die  Integrations-Constante  bedeutet. 

Von  den  wichtigeren  und  zugleich  näher  liegenden  Conse- 
quenzen  der  letzten  Gleichung  mögen  hier  die  folgenden  her- 
vorgehoben werden. 

Die  freie  Oberfläche  einer  incompressiblen  Flüssigkeit,  wel- 
che nur  von  magnetischen  Kräften  soUicitirt  wird,  nimmt,  wenn 
sie  einen  allenthalben  gleichen  Druck  erleidet,  stets  die  Gestalt 
einer  der  Flächen  an,  welche  durch  die  Gleichungsform: 


{mf  =  "^'*- 


dargestellt  werden.  Geht  z.  B.  die  Induction  von  einem  Pole 
aus,  so  wird  die  freie  Oberfläche  sphärisch  und  ihr  Mittelpunkt 
kommt  in  den  Pol  zu  liegen.  Hierbei  kann  die  flüssige  Masse 
je  nach  den  Umständen  an  der  freien  Oberfläche  sowohl  con- 
vex,  als  auch  concav  sein,  und  es  ist  leicht  zu  bestimmen, 
wann  das  eine  oder  das  andere  eintreten  müsse.  Als  ein  zwei- 
tes hierher  gehöriges  einfacheres  Beispiel  erwähnen  wir  das 
einer  flüssigen  Masse  mit  einem  festen,  sphärischen  Kern,  der 
die  Rolle  des  Inducenten  spielt  und  gleichförmig  permanent 
magnetisirt  ist. 
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Wenn  die  Flüssigkeit  ausser  der  magnetischen  Einwirkung 
nur  noch  die  der  Schwerkraft  erleidet,  so  ist  zu  setzen: 

^  =  —  ?^, 

wo  g  die  Schwerkraft  bedeutet,  also  fiir  die  von  uns  gewählten 
Einheiten  gleich  980,8  ist,  und  vorausgesetzt  wird,  dass  die 
;8f-Coordinaten  in  der  der  Schwerkraft  entgegengesetzten  Rich- 
tung gerechnet  werden.  Hiernach  kommt  fiir  die  Gleichung 
der  freien  Oberfläche,  wenn  letztere,  wie  es  gewöhnlich  der  Fall 
ist,  allenthalben  unter  gleichem  Drucke  steht: 

"  -  8^  V  W  =  ''^'^- 

Geht  beispielshalber  die  Induction  von  einem  einzelnen 
Pole  aus  und  wird  die  Entfernung  von  letzterem  durch  r,  das 
in  ihm  enthaltene  magnetische  Quantum  durch  Q  bezeichnet, 
so  wird  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche  bei  gehöriger 
Wahl  des  Coordinaten- Anfangspunktes: 

Sgsn 

Indem  wir  uns  auf  den  Fall  beschränken,  wo  der  absolute 
Werth  des  rechts  stehenden  Ausdruckes  sehr  klein  ist,  und  da- 
her die  bei  Abwesenheit  der  magnetischen  Wirkung  ebene  Ober- 
fläche durch  den  Magnetpol  nur  sehr  wenig  modificirt  wird, 
schliessen  wir  aus  der  letzten  Gleichung  Folgendes.  Die  freie 
Oberfläche  einer  paramagnetischen  Flüssigkeit  erhebt  sich, 
wenn  man  nach  dem  durch  den  Pol  gehenden  Lothe  hin  fort- 
schreitet; sie  ist  in  der  Nähe  dieses  Lothes  nach  oben  hin 
convex-convex,  in  einer  gewissen  Entfernung  wird  sie  convex-con- 
cav  und  mit  wachsender  Entfernung  nähert  sie  sich  asympto- 
tisch der  horizontalen  a:y-Ebene.  An  die  Stelle  der  er- 
wähnten Erhebung  tritt  bei  einer  diamagnetischen  Flüssigkeit 
eine  Senkung;  hier  ist  die  Oberfläche  in  der  Nähe  des  durch 
den  Pol  gehenden  Lothes  concav-concav  und  von  einer  gewis- 
sen Entfernung  ab  concav-convex.  Die  Entfernung  is  des  bezüg- 
lich höchsten  oder  tiefsten  Punktes  der  Oberfläche  von  der  ge- 
nannten Asymptoten-Ebene  ist  die  der  Null  am  nächsten  gele- 
gene reelle  Wurzel  der  folgenden  Gleichung,  in  welcher  8^  die 
Entfernung  des  Poles  von  derselben  Ebene  bedeutet: 
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z{z,  —  zy  =  -^' 

^  ^         Sgsjt 

Wenn  x  positiv  ist,  hat  diese  Gleichung  ausser  der  erwähnten 
Wurzel  zwei  reelle  Wurzeln,  welche  nahe  gleich  0q  sind,  und 
zwar  ist  die  eine  von  ihnen  grösser,  die  andere  kleiner  als  Zq, 
Es  beziehen  sich  diese  Wurzeln,  wie  leicht  zu  ersehen,  auf  das 
Gleichgewicht  eines  Tropfens  einer  paramagnetischen  Flüssig- 
keit, welcher  den  inducirenden  Pol  einschliesst  und  durch  die 
Anziehung  des  letztern  am  Fallen  verhindert  wird. 

Dass  die  ursprünglich  ebene  freie  Oberfläche  einer  schweren 
Flüssigkeit  in  einem  magnetischen  Felde,  welches  annähernd 
als  das  eines  Poles  betrachtet  werden  kann ,  auch  annähernd 
die  oben  beschriebenen  Modificationen  unter  den  angegebenen 
Umständen  erleiden  werde,  darf  mit  Bestimmtheit  nach  Analo- 
gie aus  den  Versuchen  geschlossen  werden,  welche  P lücker 
(Experimental-Untersuchimgen  über  die  Wirkung  der  Magnete 
auf  gasförmige  und  tropfbare  Flüssigkeiten.  Pogg.  Ann.  Bd. 
LXXni)  über  die  Magnetisirung  flüssiger  Körper  mitgetheilt  hat. 

Wir  wollen  endlich  hier  noch  das  Verhalten  einer  tropfbar 
flüssigen,  gravi tirenden  Masse  erörtern,  welche  einen  starren 
Kern  allenthalben  umgiebt  und  durch  einen  beliebigen  Inducen- 
ten  magnetisch  erregt  wird,  während  wir  von  dem  eingeschlos- 
senen Körper  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  er  keine 
magnetische  Induction  in  seiner  Masse  gestattet.  Die  auswärts 
gerechnete  Normale  des  eingeschlossenen  Körpers  werde  durch 
n,  die  der  äusseren  Oberfläche  der  Flüssigkeit  durch  ni  bezeich- 
net. Man  hat  alsdann  für  die  Dichtigkeiten  9,  ^1  der  idealen 
magnetischen  Ladungen  der  genannten  Flächen: 

Die  erste  Dichtigkeit  ist  entgegengesetzt  gleich  der  Dichtig- 
keit, welche  sich  für  die  Oberfläche  einer  flüssigen  Masse  er- 
gäbe, die,  von  derselben  Beschaflenheit  wie  die  betrachtete, 
das  Volumen  des  festen  Körpers  ausfüllt.  Für  den  hydrostati- 
schen Druck  an  der  Oberfläche  jener  fictiven  flüssigen  Masse 
ergiebt  sich  derselbe  Ausdruck,  wie  für  den  hydrostatischen 
Druck,  welchen  die  Oberfläche  des  festen  Körpers  seitens  der 
umgebenden  Flüssigkeit  erleidet.     Hieraus  folgt,  dass  die  Qe- 
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sammtwirkung,  welche  die  Flüssigkeit  auf  den  eingetauchten 
starren  Körper  ausübt,  entgegengesetzt  gleich  der  Wirkung  ist, 
welche  der  Körper  erlitte,  wenn  er  dasselbe  specifische  Gewicht 
und  dieselbe  Inductions-Constante  wie  die  ihn  umgebende 
Flüssigkeit  hätte.  Was  ins  Besondere  die  magnetischen  Kräfte 
allein  betrifft,  so  kann  man  auch  sagen,  dass  die  Einwirkimg, 
welche  der  starre  Körper  seitens  der  Flüssigkeit  und  in  Folge 
der  Einwirkung  des  Inducenten  auf  letztere  erleidet,  dieselbe  ist  wie 
die,  welche  er  seitens  des  Inducenten  erlitte,  wenn  er  eine  Induc- 
tions-Constante  besässe ,  welche  der  der  Flüssigkeit  entgegenge- 
setzt gleich  ist.  Dies  Ergebniss  stimmt  innerhalb  der  für  das- 
selbe bestehenden  Grenzen  mit  der  Erfahrung  überein  und  fallt 
ersichtlich  in  der  ersten  Formulirung  innerhalb  derselben  Gren- 
zen mit  dem  von  Plücker  (XJeber  den  Einfluss  der  Umgebung 
eines  Körpers  auf  die  Anziehung  oder  Abstoasung,  die  er  durch 
einen  Magneten  erfahrt.  Pogg.  Ann.  Bd.  LXXIII)  aufgestellten 
Satze  zusammen,  wonach  die  Anziehung  eines  paramagneti- 
sehen  oder  die  Abstossung  eines  diamagnetischen  Körpers,  der 
in  eine  paramagnetische  Flüssigkeit  eingetaucht  wird,  um  eben- 
so viel  bezüglich  ab-  oder  zunimmt,  als  die  magnetische  Anzie- 
hung der  verdrängten  Flüssigkeit  vor  dem  Eintauchen  betrug, 
während  bei  einer  diamagnetischen  Flüssigkeit  die  Anziehung 
oder  Abstossung  bezüglich  um  ebenso  viel  zu-  oder  abnimmt, 
als  die  Abstossung  der  verdrängten  Flüssigkeit  betrug. 

Schliesslich  möge  hier  noch  erwähnt  werden,  dass  sich  für 
den  hydrostatischen  Druck  einer  gasförmigen  Flüssigkeit  in 
einem  magnetischen  Felde,  wenn  allenthalben  in  derselben 
gleiche  Temperatur  herrscht  und  wenn  es  gestattet  ist,  die 
Grösse  x  wie  die  Grösse  s  mit  dem  Drucke  proportional  zu 
setzen,  ergiebt: 

wo  Xi,  S|  die  dem  Drucke  Eins  entsprechenden  Werthe  von  x 
und  s  bedeuten,  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  und 
c  eine  In tegrations-Cons taute  ist. 
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MAGNETISCHE  INDUCTION  IN  KRYSTALLINISOHEN 

MITTELN. 


1.  Verallgemeinernng  der  für  isotrope  Körper  gültigen 

Formeln. 

Das  Potential  des  Magnetismus,  welcher  in  dem  Elemente 
eines  krystallinischen  Körpers  inducirt  wird,  wenn  eine  gegen- 
seitige Einwirkung  der  Molecüle  nicht  stattfindet,  lässfc  sich, 
wie  wir  im  IV.  Kapitel  gesehen  haben,  durch  gehörige  Richtung 
des  rechtwinkligen  Coordinatensystemes  stets  auf  die  Form 
des  folgenden  Ausdruckes  bringen: 


1 

dV 
dsf 

daf 

'    ßi 

dV 
dl/ 

dy'    -^Y' 

dV   

de'  '    de' 


m 


dk. 


Es  bedeutet  aber  hier  Fdas  Potential  des  Inducenten,  dk 
das  Volumen  des  influencirten  Elementes  mit  den  Coordinaten 
^,  y',  z\  Ferner  sind  a^,  /3«,  y»  drei  von  der  Beschaffenheit  des 
Körpers  abhängige  CoQstanten,  die  dem  nächst  Vorhergehenden 
zufolge  sowohl  positiv  als  negativ  sein  können.  Durch  r  end- 
lich ist  die  Entfernung  von  dem  Punkte,  auf  welchen  sich  das 
Potential  bezieht,  bezeichnet. 

Indem  wir  es  dem  Leser  überlassen,  gewisse  naheliegende 
Schlüsse  über  die  Beziehungen  zwischen  der  Krystallform,  der  Lage 
der  Coordinatenaxen  und  den  drei  gedachten  Constanten  zu  ziehen 
und  mit  den  Ergebnissen  der  später  zu  erwähnenden  Versuche  zu 
vergleichen,  wollen  wir  vor  Allem  den  aufgefiihrten  Ausdruck 
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für  das  Potential  des  in  einem  Elemente  ohne  Wechselwirkung  der 
Molecüle  inducirten  Magnetismus  auf  eine  Form  bringen,  welche 
der  bei  der  Induction  in  isotropen  Mitteln  in  Anwendung  ge- 
brachten analog  ist.  Zu  dem  Ende  werde  die  Fläche  zweiten 
Orades  zu  Hülfe  genommen,  deren  Halbaxen  a,  ß,  y  sind  und, 
in  die  Coordinatenaxen  fallend,  mit  den  sogenannten  Induc- 
tionsaxen,  d.  i.  den  Richtungen  der  Coordinatenaxen  in  ihrer 
oben  näher  angegebenen  ausgezeichneten  Lage,  parallel  laufen. 
Die  Gleichung  der  Hülfsfläche  ist,  wenn  wir  ihren  Mittelpunkt 
mit  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  zusammenfallen  lassen: 


f!  +  y!  .  £!  _  1 

«2   ^   ß2  n-       s   —    A. 


ß2       I       yl 

Es  sei  q  derjenige  Radius  der  Hülfsfläche,  welcher  mit  der 
Normale  parallel  ist,  die  in  dem  Punkte  (x\  y\  is')  auf  der  durch 
eben  diesen  Punkt  gelegten  Niveaufläche  des  Potentiales  V 
senkrecht   steht.     Ebenso   sei  if  der  Radius,  welcher  dieselbe 

Richtung  hat  wie  die  Kraftlinie  des  Potentiales  —    im     Punkte 

{x\  y\  £i\)  d.  h.  wie  die  Linie,  welche  das  Centrum  der  r  mit  dem 
Elemente  dk  verbindet.  Es  mögen  femer  in  den  Endpunkten 
der  Radien  q  und  q^  Tangentialebenen  an  die  Hülfsfläche  gelegt, 
aus  dem  Mittelpunkte  Perpendikel  auf  diese  Ebenen  gefällt  und 
dieselben  durch  p  und  p^  bezeichnet  werden.  Wenn  dann  end- 
lich noch  £  den  Winkel  zwischen  p  und  (/',  c'  den  Winkel  zwi- 
schen p'  und  q  bezeichnet,  so  kann,  wie  leicht  einzusehen ,  irir 
das  Potential  des  in  einem  Elemente  ohne  Wechselwirkung  der 
Molecüle  inducirten  Magnetismus  geschrieben  werden: 


cos  B     dV 


<■)  »»•  .r  "(7) 


pq      dN      dN  p'q'     dN      dN 

wo  N  und  N  wie  früher  die  auswärts  gerechueten  Normalen 

der  Gleichgewicbtsflächen   von    T' und  —  für  den  Punkt  (a;',y',Ä •) 

bedeuten. 

Qehen  wir  jetzt  zur  Betrachtung  der  Induction  in  einem 
beliebig  begrenzten  krystallinischen  Körper  mit  endlichen  Di- 
mensionen über.    Das  Potential  des  Inducenten  sei  F. 

Für  das  Potential  des  Magnetismus,  welcher  im  ersten  In- 
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ductionsacte  erzeugt   wird,   d.  h.  für  das  P<jteiitial  des  Magne- 
tismus, wie  er  durch  den  Inducenten  hervorgerufen  würde,  wenn  . 
eine  gegenseitige   Beeinflussung   der  Molecüle  nicht  stattfände, 
hat  man  alsdann: 


__       /££££      dV      f(r) 

~       J    pq     dN'    dN        ' 


wo  die  Integration    sich  über    alle  Elemente    des  Körpers  er- 
streckt. 

Der  zweite  Inductionsact  besteht  darin,  dass  in  dem  ein- 
zelnen Molecüle  durgh  den  in  den  übrigen  Molecülen  bereits 
erzeugten  Magnetismus  weiterhin  neuer  Magnetismus  hervorge- 
rufen wird.  Es  fragt  sich  nun,  welches  die  Scheidungskraft  sei, 
die,  von  allen  übrigen  Molecülen  ausgehend,  das  einzelne  Mole- 
cül  für  sich  fernerhin  erregt.  Um  das  einzelne  Molecül  denken 
wir  uns  eine  Hülfsfläche  mit  sehr  kleinen  Dimensionen  gelegt, 
deren  Gestalt  einstweilen  noch  unbestimmt  bleibe.  Dem  Magne- 
tismus derjenigen  Molecüle,  welche  ausserhalb  der  Hülfsfläche 
liegen,  entspricht  im  Inneren  dieser  Fläche  eine  gewisse  Schei- 
dungskraft, und  wie  bei  den  isotropen  Mitteln  nehmen  wir  an, 
dass  die  Grenze,  welcher  sich  letztere  nähert,  wenn  die  Dimen- 
sionen der  Hülfsfläche  kleiner  und  kleiner  werden,  diejenige 
Kraft  ist,  durch  welche  das  fragliche  Molecül  seitens  der  übri-* 
gen  Molecüle  influencirt  wird,  wofern  nur  die  Form  der  Hülfs- 
fläche gehörig  gewählt  wird;  soviel  leuchtet  aber  von  vornher- 
ein ein,  dass  letztere  Fläche  in  Bezug  auf  drei  mit  den  Coor- 
dinatenebenen  parallele  Ebenen  symmetrisch  sein  und  in  eine 
Kugelfläche  übergehen  muss,  wenn  die  drei  Constanten  a,  ß,  y 
einander  gleich  werden.  Bezeichnen  wir  durch  dÄ'  das  Volumen- 
element der  genannten  Hülfsfläche,  so  entspricht  also  die  frag- 
liche Scheidungskraft  derjenigen  Fotentialfunction,  welcher  sich 
der  Ausdruck: 


/coss 


Q 


dV 


dN      dN         ^J      pq      dN      dN 

für  einen  Punkt   innerhalb  der  Hülfsfläche  beim  Verschwinden 
der  letzteren  nähert,  hierbei  unterstellt,  daas  das  erste  Integral 


f\ 
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über  alle  Elemente  des  influencirten  Körpers,  das  zweite  über 
alle  Elemente  der  Hülfsfläche  sich  erstrecka 

Die  Grenze    des  zweiten   Integrales    in   dem  letzten    Aus- 
drucke, oder  die  des  Integrales: 

«'    dx'       dy    ^  ß'-     dtf      dy'    ^  y»     dz'       du'  | 
ist  offenbar  dieselbe  wie  die  des  folgenden  Ausdruckes: 

wo  sich  die  vor  den  Integralen  stehenden  Differentialquotienten 
auf  den  Mittelpunkt  der  Hülfsfläche  beziehen  und  a,  b,  c  die 
Winkel  bedeuten  sollen,  welche  die  vom  Centrum  der  r  nach 
dV  gezogene  Linie  mit  den  Coordinatenaxen  bildet.  Die  In- 
tegrale können  aber  aufgefasst  werden  als  die  mit  den  Axen 
parallelen  Componenten  der  Anziehung,  welche  die  Masse  Eins, 
in  das  Centrum  der  r  concentrirt,  seitens  der  gleichförmig  mit 
Masse  von  der  Dichtigkeit  Eins  erfüllten  Hülfsfläche  erleidet, 
die  Attractionsconstante  gleich  Eins  gesetzt. 

Hinsichtlich  der  Hülfsfläche  machen  wir  die  durch  den  Er- 
folg gerechtfertigte  und  nahe  liegende  Annahme,  dass  sie  von 
ellipsoidischer  Form  und  ihre  Axen  nach  den  Inductionsaxen 
orientirt  seien.  Alsdann  erhält  man  für  den  letzten  Ausdruck, 
wenn  sich  die  Axen  der  Hülfsfläche  wie  a:b:c  verhalten,  wenn 
ferner  A,  B,  C  die  Anziehungen  sind,  welche  die  Masse  Eins 
seitens  eines  Ellipsoides  mit  den  Halbaxen  a,  b,  c  in  den  Schei- 
teln der  letzteren  erleidet,  die  Dichtigkeit  des  Ellipsoides  sowie 
die  Attractionsconstante  gleich  Eins  gesetzt,  und  wenn  sich 
endlich  Xa,  y^,  jso  auf  den  Mittelpunkt  der  Hülfisfläche,  x,  y,  z 
auf  das  Centrum  der  r  beziehen : 

\     (dV\      A  ^  ,    ,     1      (dV\      B  ,  . 

Wir  machen  jetzt  ferner  noch  in  Betreff  der  Axenverhält- 
nisse  der  Hülfsfläche  die  Annahme,  dass  die  drei  Ausdrücke: 
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^    A     Jl    ^     L    ^ 

a»  *  a  '    ß^'  b  '    y^  '  c 

einander  gleich  seien,  und  setzen  für  ihren  Werth  -^ — r.      Hier- 
durch  geht  der  letzte  Ausdruck  in  den  folgenden  über: 

Die  Kraft,  welche  dieser  Potentialfunction  entspricht,  fallt 
nun  fiir  die  Punkte  der    verschwindenden  Hülfsfläche  mit  der 

des  Potentiales  5 — ^  V  zusammen,  imd  hieraus  folgt  endlich,  dass 

die  Potentialinnction : 

pq   '  dN  '    dN    ^'^  "^  So»«  ^ 

für  den  zweiten  Inductiousact  genau  dieselbe  Bolle  spielt,  wie 
das  Potential  V  des  Inducenten  für  den  ersten  Inductionsact. 

Durch  Fortsetzung  der  vorhergehenden  Betrachtungen,  d.  h. 
indem  man  von  dem  zweiten  zum  dritten  Inductionsacte  u.  s.  f . 
in  gleicher  Weise  wie  vom  ersten  zum  zweiten  fortschreitet, 
gelangt  man  schliesslich  zu  folgendem  Besultate:  Der  magna- 
tische  Zustand,  welchen  der  Inducent  mit  dem  Potentiale  V  in 
dem  krystallinischen  Körper  hervorruft,  ist  derselbe,  wie  er 
durch  ein  gewisses  Potential  U  hervorgerufen  würde,  wenn  eine 
gegenseitige  Einwirkung  der  Molecüle  nicht  stattfände,  und 
zwar  ist: 

1.)    ct-Sf.+  c,    , 

0 

wo  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  in  dem  Summen- 
symbole Fe  für  F  gesetzt  ist  und  wo  die  einzelnen  Glieder  der 
Summe  nach  dem  folgenden  recurrenten  Gesetze  gebildet  sind: 


=-/ 


'(t) 


^y--    I    -J^'-dN dir'** +  3^'^"-- 

Das  Integral  erstreckt  sich  über  sämmtliche  Elemente  des 
influencirten  Körpers  und  die  im  Integranden  auftretenden 
Grössen  haben  für  das  einzelne  Element  dieselbe  Bedeutung, 
wie  in  der  anfangs    stehenden    Formel  für  das   Potential  des 

Beer,  Elektrostatik,  Maffuetismus  und  Elektrodyuamlk.  jg 


^  ds 
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Magnetismus^  welcher  in  einem  Elemente  inducirt  würde,  wenn 
die  gegenseitige  Einwirkung  der  Molecüle  nicht  ins  Spiel  träte« 
Die  Constante  o  ist  bestimmt,  sobald  die  drei  Constanten  a,  ß,  y 
gegeben  sind,  und  zwar  durch  folgendes  Gleichungssystem: 

iiL  — 2.    A_i-    :^  — J-.-^. 
3aj«  ~  a^  '  a  ~  ß^  '  b   ~  y^  '   c' 

Dem  fiir  Vy  aufgestellten  Ausdrucke  lässt  sich  noch  eine 
andere  bemerkenswerthe  Form  geben.  Durch  Verallgemeine- 
rung des  Oreen'schen  Lehrsatzes  (s.  Elektrostatik  II.)  er- 
halten wir,  wenn  wir  die  dort  angewandte  Bezeichnung  beibe- 
halten : 

J      U» '  dx'  dn^  ß^'  dy  '  dn  "■    y« '  dz  '  dnj 

7  la2 ' '  da:  *  da:  '  /32  '  dy  '  dy  "^  y*  *  dj?  '  die?  J 
Es  werde  nun  in  der  schon  erwähnten  Hiilfsfläche  zweiten 
Grades  mit  den  Halbaxen  a,  ß,  y  der  Radius  q  parallel  mit  der 
Normale  der  zu  der  Potentialfunction  H  gehörigen  Gleichge- 
wichtsfiäche  gezogen,  in  dem  Endpunkte  des  Badius  eine  Tan- 
gentialebene an  die  Fläche  gelegt  und  aus  dem  Centrum  das 
Perpendikel  p  auf  jene  Ebene  herabgelassen.  Femer  werde 
durch  e  der  Winkel  zwischen  p  und  der  Normale  der  zu  G  ge- 
hörigen Niveaufläche  bezeichnet,  sowie  durch  i  der  Winkel  zwi- 
schen p  und  der  Normale  von  ds.  Alsdann  lässt  sich  für  die 
letzte  Formel  schreiben: 

CGd^Hdh  = 

/cosi   ^   dH  j  PcosB    dG    dH^. 

pq  dh  J    pq       dg      dh 

wo  unter  ^f  .  .  der  Ausdruck:  —■  •  -5—- — [-  —  •  r= — -  .  -= — 

*  «2    dx^     '    /S»    dy^    ~  y^    dz^ 

verstanden  werde,  so  dass: 

^  a«      dx^  ~  ß^     dy'i  ~  y^  '    dz^ 

ist,  und  wo  sich  die  Grössen  g,  p,  j  im  vorletzten  Integrale  auf 
die  durch  einen  Punkt  des  Elementes  ds  gehende  Gleichgewichts- 
tläche,  ihre  durch   denselben  Punkt  gehende  Normale  und  die 
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Normale  von  ds  beziehen,  sowie  in  dem  letzten  Integrale  die 
Grössen  a,  p,  q  auf  die  Normalen  zu  beziehen  sind,  die  an  der 
Stelle  des  Elementes  dk  auf  den  durch  eben  dieses  Element  ge- 
henden Niveauflächen  von  G  und  H  senkrecht  stehen.  —  Aus 
der  letzten  Formel  aber  findet  man  leicht,  dass  für  eine  jede 
Lage  des  Centrums  der  r  und  wenn  V  eine  Potentialfunction 
bedeutet,  ist: 

KOst  d  V 


r  U      'Pi     ^^    dN 


Mit  Bücksicht  auf  letztere  Relation  können  wir  setzen : 

cost    dVp 


dk. 


Was  das  Potential  des  in  dem  krystallinischen  Körper  in- 
ducirten  Magnetismus  betrült,  so  kommt  iiir  .dasselbe : 

0 

wo  die  Bildung  der  einzelnen  Glieder  durch  folgende  Formel 
bestimmt  wird: 


-/ 


cosB     dVy 


^(j) 


oder  mit  Bücksicht  auf  den  vorher  gefundenen  Satz : 

cost     d  Vy 

Ä  =    /     tlL-U:dfc-    /     ^ —ds. 


^llzdk-  /    ^ä- 

r  ^  r 


Man  bemerke  nun,  dass  man  hat: 

^  pq   "JN~^\äi'^W'dn'^ß^'  dy  'dw'^y^'  dz     dn 

_i.  d^Vy  da;    .     l    d£Vy  dy    .    1    dSVy  dz 

a'^       dx      dn~^  ß^      dy      dn'^y^      dz      Jn 

Mit  Bücksicht  auf  diese  Beziehung  findet  man,  wenn  die 
Normale  der  zu  U  gehörenden  Niveaufläche  durch  dl  bezeich- 
net wird: 

wos^  d  U 

2.)    T^     /     ^dl-   J     ^\/^^ds. 


//^cost, 
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wo  die  Grössen  tf  Py  3  zu  der  Normale  der  Niveaufläche  von 
U  und  der  des  Elementes  ds  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie 
vorher  die  gleich  bezeichneten  Grössen  zu  der  Nonnale  der 
Niveaufläche  von  Vy  und  der  von  ds. 

Der  Ausdnick  für  T  lässt  ersehen,  dass  die  Wirkung  des 
influencirten  Körpers  sich  auf  eine  durch  seine  Masse  vertheilte 
und  eine  über  seine  Oberfläche  ausgebreitete  Ladung  von  mag- 
netischer Flüssigkeit  zurückfuhren  lasse.  Bezeichnen  wir  die 
cubische  Dichtigkeit  der  ersten  Ladung  durch  6  und  die  Flächen- 
dichtigkeit der  zweiten  Ladung  durch  q,  so  hat  man: 

Q.  cost  du   ^         ^2  ^ 

^  ^  pq    ddl  * 

Die    Gesammtquantität   beider    Ladungen   ist  gleich  Null. 

Dies  ergiebt  sich  aus  der  oben  für   das  Integral    /  Q  J^ Hdh 

aufgestellten  Formel,  wenn  6r  =  1,  fl  =  0"  gesetzt  wird,  er- 
scheint aber  auch  von  vornherein  als  nothwendige  Folge  der 
gemachten  Prämissen.  Man  bemerke  auch  noch,  dass  das  erste 
Integral  in  dem  Ausdrucke  flir  T,  welches  bei  isotropen  Mitteln 
verschwindet,  für  den  ausserhalb  des  Kxystalles  befindlichen 
Raum  als  das  Potential  einer  gewissen  über  die  Oberfläche  aus- 
gebreiteten, aus  entgegengesetzt  gleichen  Quanta  bestehenden 
magnetischen  Ladung  angesehen  werden  kann. 

Was  endlich  die  Beziehung  zwichen  den  Functionen  ü  und 

V  betrifft,  so  findet  man: 

/cosl  d  U 


dfc  +  C  =  0. 


Durch  die  Formeln  1.,  2.,  3.  und  4.  sind  die  Gesetze  der  magne- 
tischen Induction  in  KrystaUen  vollständig  bestimmt;  sie  gehen, 
wenn  man  a  =  ß  =  y  setzt,  in  die  entsprechenden  Formeln 
flir  die  Induction  in  isotropen  Mitteln  über.  Wir  wollen  uns 
hier  damit  begnügen,  einen  Fall  der  in  Rede  stehenden  In- 
duction zu  betrachten,  der  zu  einfachen  und  eine  Vergleichung 
mit  vorliegenden  Versuchen  gestattenden  Resultaten  führt. 


ds 
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2.    Verhalten  einer  krystallinisolien  Kugel  im  homo- 
genen magnetisohen  Felde. 


Eine  krystalliniscbe  Yollkugel  befinde  sich  in  einem  mag- 
netischen Felde  mit  parallelen  Kraftlinien  und  zwar  seien  die 
letzteren,  wie  wir  zunächst  der  Einfachheit  wegen  annehmen 
wollen,  mit  einer  Inductions-Axe  parallel.  Durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel  legen  wir  drei  auf  einander  senkrechte  in  die 
Richtungen  der  Inductions-Axen  fallende  Coordinaten-Axen,  von 
denen  die  der  x  mit  der  inducirenden  Kraft  parallel  sei.  Wenn 
nun,  wie  wir  femer  annehmen  woUen,  die  Grösse  der  induciren- 
den Kraft  gleich  Eins  ist  und  ein  beweglicher  Nordpol  von  der- 
selben in  der  Richtung  von  der  positiven  Hälfte  der  a;-Axe 
nach  der  negativen  hin  getrieben  wird,  so  ist  das  inducirende 
Potential: 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  4.,  indem  wir 
zugleich  versuchend  fiir  JJ  die  Form  mx  annehmen,  so  erhalten 
wir,  unter  a,  b,  C  die  Winkel  zwischen  den  Coordinatenaxen  und 
der  auswärts  gerichteten  Normale  des  Elementes  ds  und  un- 
ter a,  /S,  y  wie  früher  die  auf  die  o?-,  y-  und  £f-Axe  bezüglichen 
Constanten  verstanden: 

I    /^^        A  *w   Ccosa-,     ,    ^       ^ 


Da  nun  aber: 


/ 


cosa  i         4  ST 
ds  =  -z-x 


r  3 

ist,  so  wird  in  der  That'  die  Gleichung  4.  durch   die  gemachte 
Annahme  befriedigt,  wenn  man  setzt: 

1 


m 


oder: 


~    3   \a»       oV 
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U  = 


X 


^    3    \a«        ay 
Hiernach  verschwindet   aber  die  durch  die  Masse   des  in- 
fluencirteii  Körpers  vertheilte  fictive  Ladung  und  es  bleibt  nur 
die  über  die  Oberfläche  ausgebreitete  ideale  Ladung  übrig,  fiir 
deren  Dichtigkeit  sich  ergiebt: 

cosa 


Q  =  — 


4  +  ¥ö-^)| 


Es  ist  leicht,  die  gewonnenen  Resultate  auf  den  allgemeinen 
Fall  auszudehnen,  wo  die  vertheilende  Kraft  eine  beliebige 
Grösse  und  eine  beliebige  Richtung  hat.  Die  Grösse  der  Kraft 
werde  durch  K  bezeichnet,  und  die  Richtung,  nach  welcher  ein 
Südpol  von  der  Kraft  getrieben  wird,  bilde  mit  den  Coordina- 
tenaxen  die  Winkel  A,  f(,  v.    Es  kommt  alsdann: 

jj  _  j^\ cosk.x I cosfi.y 

,  cosv.e 

-r 


^    3    Vy*       ravi 
Hieraus  folgt  ferner,  wenn  zur  Abkürzung 


sresetzt  wird: 


o 


=--( 


cos  k.cosa    ^^  cos  II,  cos b       cos v . cos c 


Aus  letzterem  Ausdrucke  lassen  sich  leicht  die  folgends  zu- 
sammengestellten Beziehungen  ableiten. 

In  der  Hülfsfläche  zweiten  Grades,  deren  Axen  2«i,  2/3i, 
2yi  mit  den  Inductionsaxen  parallel  laufen,  ziehe  man  den  Ra- 
dius 3i,  der  dieselbe  Richtung,  wie  die  vertheilende  Kraft,  hat. 
In  dem  Endpunkte  jenes  Radius  lege  man  eine  Berührungsebene 
und  lasse  auf  sie  vom  Mittelpunkte  das  Perpendikel  pi  herab. 
Sodann  verschiebe  man  in  der  Richtung  dieses  Perpendikels  die 
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influencirte  Kugel  S  in  eine  neue  Lage  S\  so  dass  ihr  Mittel- 
punkt, unter  £  eine  verscb\7indend  kleine  Grösse  verstanden, 
den  Weg 

6K 


beschreibt.  Die  Eugel  S  werde  endlich,  wenn  —  wie  wir  hier 
unterstellen  wollen  —  die  drei  Grössen  a^,  ß^,  yf  positiv  sind, 
mit  nördlichem  magnetischen  Fluidum  von  der  cubischen  Dich- 
tigkeit —  gefüllt  und  mit    ebenso  dichtem    südlichen  Fluidum 

c 

werde  die  Eugel  S'  gefüllt.  Alsdann  sind  diese  beiden  magne- 
tischen Quanta  mit  der  Ladung  der  influencirten  Eugel  äqui- 
valent. 

Die  Wirkung,  welche  die  magnetisch  erregte  Eugel  von 
der  inducirenden  Eraft  erleidet,  lässt  sich  durch  ein  Gegenpaar 
darstellen.  Die  Ebene  dieses  Gegenpaares  wird  durch  die  bei- 
den Linien  px  und  ^i  bestimmt.  Sein  Moment  ist,  unter  S  das 
Volumen  der  influencirten  Eugel,  und  unter  S^  den  Winkel  zwi- 
schen den  Linien  pi  und  q^  verstand^,  gleich: 

PiQi 
Zerlegt  man  das  Gegenpaar  nach  den  Coordinaten- Ebenen,  so 
kommt  für  seine  Componenten: 

S  =  S^^\ß2  —  -^jcosficosv, 
H—  SK^l-^ n)cosvcosX, 

Z  =  SK^  (-^  —  gij  cosk  cosfi. 

Die  letzten  Formeln,  mit  den  analogen  Formeln  für  die 
Magnetisirung  eines  isotropen  Ellipsoides  im  homogenen  magne- 
tischen Felde  verglichen,  fUhren  zu  dem  Resultate,  dass  die  in- 
fluencirte krystallinische  Eugel  sich  ähnlich  wie  ein  isotropes 
EUipsoid  verhält,  dessen  Axen  in  die  Inductions-Axen  der  Eu- 
gel fallen  und  von  solcher  Grösse  sind,  dass  die  firüher  durch 
Ä«,  ©^  6^  bezeichneten  Grössen  mit  den  Constanten  of*,  ß^,  y^ 
proportional  werden. 

Für  das  magnetische  Moment  der  inducirten  krystallini- 
schen Eugel  findet  man  endlich: 


232  Magnetische  Induction  in 

Die  magnetische  Induction  in  krystallinischen  Mitteln  wurde 
zuerst  von  Plücker  beobachtet  und  genauer  untersucht.  Ins 
Besondere  hat  derselbe  die  Uebereinstimmung  in  dem  Verhal- 
ten eines  im  homogenen  Felde  inducirten  Ellipsoides  und  dem 
einer  krystallinischen  Kugel  durch  den  Versuch  nachgewiesen. 
(On  the  magnetic  induction  of  crystals.  Fhilos.  transactions 
1858).  Unter  anderem  stellte  er  Versuche  mit  einer  Kugel  an, 
welche  aus  einem  Krystall  von  ameisensaurem  Kupferoxyd  her- 
gestellt war,  einem  paramagnetischen  Stoffe,  dessen  Krystall- 
form  dem  monoklinischen  Systeme  angehört.  Der  Durchmesser 
der  Kugel  betrug  1  Centimeter.  Als  Inducent  diente  der  be- 
reits früher  erwähnte  Elektromagnet,  auf  dessen  Folflächen  zwei 
flache,  nach  einer  Seite  aber  konisch  zugespitzte  Eisenstücke 
so  aufgelegt  wurden,  dass  ihre  Spitzen  einander  zugekehrt  und 
ungefähr  4  Centimeter  von  einander  entfernt  waren.  Die  Ku- 
gel wurde  mittelst  eines  Coconfadens  so  aufgehängt,  dass  ihr 
Centrum  mitten  zwischen  den  beiden  Polspitzen  zu  liegen  kam. 
Annähernd  durfte  angenommen  werden,  dass  die  Kraftlinien 
innerhalb  des  von  der  Kugel  eingenommenen  Raiunes  unter  ein- 
ander und  mit  der  Verbindungslinie  der  Polspitzen  parallel 
waren.  Zunächst  wurde  die  Kugel  so  aufgehängt,  dass  die 
leicht  erkennbare  Spaltungsfläche  horizontal  lag.  Es  stellte 
sich  alsdann  die  in  krystallographischer  und  magnetischer  Hin- 
sicht symmetrische  Ebene,  welche  auf  der  Spaltungsfläche  senk- 
recht steht  und  folglich  vertical  war,  senkrecht  zur  Verbindungs- 
linie der  Pole.  Nachdem  die  durch  diese  Stellung  bestimmte 
symmetrische  Ebene  auf  der  Kugel  durch  einen  mit  ihr  paral- 
lelen grössten  Kreis  bezeichnet  worden,  wurde  die  Kugel  so 
aufgehängt,  dass  dieser  Kreis  horizontal  war,  und  der  Durch- 
messer bezeichnet,  welcher  sich  jetzt  in  die  Verbindungslinie 
der  Pole  einstellte.  Der  letzte  Durchmesser,  welchen  wir  a 
nennen  wollen,  gab  alsdann  offenbar  die  Richtung  der  stärksten 
paramagnetischen  Induction  an,  der  auf  der  symmetrischen 
Ebene  senkrechte  Durchmesser  b  bestimmte  die  Richtung  mitt> 
lerer  Induction  und  ein  auf  den  genannten  senkrechter  Durch- 
messer  c  war  der  Axe  kleinster  Induction  parallel.    Plücker 


krystallinischen  Mitteln.  233 

bestimmte  hierauf  die  Dauer  daj  ^hy  ^c  d^i'  Oscillationen, 
welche  die  Engel  um  ihre  Gleichgewichtslage  machte,  als  sie  der 
Reihe  nach  mit  den  Durchmessern  a,  b,  c  senkrecht  aufgehängt 
wurde  und  während  der  den  Elektromagnet  umkreisende  Strom 
sich  nur  wenig  änderte;  er  fand  in  einer  von  mehreren  Versuchs- 
reihen folgende  Werthe: 

^^  =  2,666,  z/ft  =  1,132,  Je  =  1,224 
Um  dies  Ergebniss  mit  den  theoretischen  Formeln  zu  ver- 
gleichen, bezeichnen  wir  den  Badius  der  Kugel  durch  iJ,  die 
den  Inductions-Axen  a,  6,  c  entsprechenden  Inductions-Constan- 
ten  bezüglich  durch  «],  /3i,  yu  da  denn  «i  <  i^i  <C  Vi  ist,  und 
finden  dem  Früheren  zufolge,  indem  wir  von  der  Torsion  und 
dem  Trägheitsmomente  der  Aufhängungsvorrichtimg  absehen: 

_1 G_  /J_  __  J_\     J_ G__  (X.  _  1\ 

z/i  -  2R^  \ß'{        ylJ'    J,^  -  2R^  W        r,V' 


wo,  unter  s  das  specifische  Gewicht   der  Kugel  verstanden,  zu 
setzen  ist: 

Aus  letzteren  Formeln  folgt  aber: 

1.1  1 


I  >#9     


und  in  der  That  wird  dieser  Gleichung  durch  die  beobachteten 
Werthe  annähernd  Genüge  geleistet,  indem  man  hat: 

i  +  -Ja"  =  0,1407  -j-  0,6675  =  0,8082,    i  =  0,7804. 

Wir  wollen  femer  der  Versuche  gedenken,  welche  Plücker 
mit  einer  Kugel  von  Eisenvitriol,  einer  ebenfalls  paramagneti- 
schen und  zum  monoclinischen  Systeme  gehörigen  Substanz, 
angestellt  hat.  Wie  die  Kugel  aus  ameisensaurem  Kupferoxyd 
wurde  dieselbe  zwischen  die  Polspitzen  aufgehängt  und  zwar, 
zuerst  so,  dass  die  symmetrische  Ebene  horizontal,  also  eine  In* 
ductionsaxe  senkrecht  lag.  Der  Durchmesser  a,  welcher  sich 
alsdann  in  die  Verbindungslinie  der  Pole  einstellte,  wurde  be- 
zeichnet. Hierauf  wurde  die  Kugel  mit  eben  diesem  Durchmes- 
ser senkrecht  aufgehängt;  in  dieser  Lage  zeigte  sie  ein  indiffe- 
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rentes  Gleichgewicht.  Der  Durchmesser  a  war  also  die  Axe 
der  grössten  Induction  und  nach  den  auf  jenem  senkrechten 
Richtungen  war  die  Induction  ein  und  dieselbe  und  zwar  ein 
Minimum.  Als  die  Kugel  nach  einem  auf  a  senkrechten  Durch- 
messer h  aufgehängt  wurde,  ergab  sich  im  Mittel  für  die  Dauer 
einer  Oscillation; 

z/ft  =  2,25. 
Für  dieselbe  Grösse  der  vertheilenden  Kraft  ergab  sich  aber,  als 
der  Durchmesser  a  mit  dem  Aufhängungsfaden  oder  der  Dreh- 
axe  einen  Winkel  von  45^  bildete,  die  Oscillationsdauer : 

^a  =  3,14. 
Um  die  theoretischen  Formeln  dem  beschriebenen  Versuche 
anzupassen,  ist,  unter  «i  und  ßi  die  Inductions-Constanten  ver- 
standen, die  den  Durchmessern  a  und  h  entsprechen,  zu  setzen: 

Man  erhält  dann  ferner  für  die  Dauer  der  Oscillationen,  welche 
der  Aufhängung  nach  b  und  nach  dem  unter  einem  Winkel  (p 
geneigten  Durchmesser  d  entsprechen: 

1 G_/l  l\        1 ^ /i.  _  _1.\    •      2 

'JF  ~  '21P  w  "^  ß!r  "^  ~  22i»  W     ßiJ    "^ ' 

wo  Q  und  B  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  haben.  Es  folgt  hier- 
aus: 

Jf,  =  ^a  sin  q> , 
welche  Gleichung  in  der  That  durch  die  Ergebnisse  des  Versu- 
ches nahe  befriedigt  wird,  indem  man  hat: 

z^ft  =  2,25,      ddSinq>  =  2,22. 

Litteratur.    W.  Thomson.  On  the  theory  of  magnetic  indttotion  in  cry- 
etalline  and  non-crystalline  Bubfitauces.    Philos.  Magaz  4.  ser.  Vol.  I. 


vm. 

ERWEITERUNG   DER  THEORIE   DER    MAGNE 

TISCHEN  INDUCTION. 


Die  auf  die  Annahme  magnetischer  Fluida  und  deren  un- 
begrenzte Entwickelbarkeit  gegründete  Theorie  der  magneti- 
schen Induction,  welche  wir  im  Vorhergehenden  kennen  gelernt 
haben,  fuhrt  zu  dem  Resultate,  dass  das  magnetische  Moment 
eines  erregten  Körpers  unter  übrigens  gleichen  Umständen  mit 
dem  Werthe  proportional  ist,  welchen  das  Potential  oder  die 
Kraft  des  Inducenten  in  einem  und  demselben,  übrigens  aber  be- 
liebigen Punkte  seines  magnetischen  Feldes  aufweist..  Es  steht 
dies  aber  keineswegs  im  Einklang  mit  der  Wirklichkeit,  wie 
zuerst  aus  Versuchen  von  Joule  (Account  of  experiments  de- 
monstrating  a  limit  of  magnetizability  of  iron.  Philos.  Magaz. 
4.  ser.  Vol.  IL)  und  Müller  (Bericht  über  die  neuesten  Fort* 
schritte  der  Physik.  1849),  sowie  durch  die  Untersuchungen  von 
Weber  (Elektrodynamische  Maassbestimmungen,  ins  Besondere 
über  den  Diamagnetismus.  Abhandl.  der  Königl.  Sachs.  Qe< 
sellsch.  d.  Wissensch.  I.)  und  Plücker  (Ueber  das  Gesetz  der 
Induction  bei  paramagnetischen  und  diamagnetischen  Substanzen. 
Poggend.  Ann.  XCI.)  erkannt  wurde.  Das  Moment  des  inducir- 
ten  Magnetismus  nähert  sich  vielmehr  einer  von  der  Natur  des 
betreffenden  Körpers  abhängigen  Grenze,  wenn  die  vertheilen- 
den  Kräfte  immer  grösser  und  grösser  werden. 

Die  Annahme  der  unbegrenzten  Entwickelbarkeit  der  mag- 
netischen Fluida  muss  dem  Obigen  zufolge  aufgegeben  werden, 
wenn  auch  die  Annahme  der  let^terei)  immerhin  noch  als  eiAe 
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Hülfsvorstellung  festgehalten  werden  darf,  und  die  Theorie  der 
magnetischen  Induction  erheischt  eine  erweiternde  Modification, 
wodurch  sie  in  den  Stand  gesetzt  wird,  die  oben  erwähnte 
Thatsache  zu  umfassen.  Diese  Erweiterung  scheint  schon  ledig- 
lich durch  eine  allgemeinere  Annahme  über  das  magnetische 
Moment  gewonnen  zu  werden,  welches  durch  eine  vertheilende 
Kraft  in  einem  einzelnen  Molecüle  erregt  wird,  oder  in  einem 
Körperelemente,  wenn  eine  gegenseitige  Einwirkung  der  Mole- 
cüle nicht  stattfindet.  Wir  nehmen  also  an,  dass  das  magne- 
tische Moment,  welches  durch  einen  Inducenten  mit  dem  Poten- 
tiale V  in  dem  Elemente  die  eines  festen  isotropen  Körpers  er- 
regt   wird,    wenn   eine  gegenseitige  Einwirkung   der  Molecüle 

nicht  stattfindet,  durch  den  Ausdruck  —   F  (t^)  •  dky  in  wel- 

/dV\  dV 

chem  F  (  j=^)  eine  Function  der  Kraft  Tt^  bedeutet,  dargestellt 

werde  und  dass  hierbei  die  magnetische  Axe  mit  der  genann- 
ten Kraft  parallel  werde.  Ueber  die  Function  F  machen  wir 
femer  die  Annahme,  dass  sie  ihr  Vorzeichen  ändert,  wenn  ihr 
Argument  sein  Vorzeichen  ändert,  dass  ihr  absoluter  Werth 
wächst,  wenn  der  ihres  Argumentes  zunimmt,  dass  aber  jener 
sich  einer  constanten  Grenze  nähert,  wenn  dieser  über  alle  Gren- 
zen hinaus  wächst.  Für  das  Potential  des  im  Elemente  unter 
den  angegebenen  Umständen  erregten  Magnetismus  erhalten  wir 
jetzt  mit  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen: 

Die  Bedingungen  für  das  magnetische  Gleichgewicht  ergeben 
sich  auf  demselben  Wege,  welcher  im  vierten  Capitel  einge- 
schlagen wurde.  Es  sei  wiederum  ü  dasjenige  Potential,  welches 
in  dem  einzelnen  Elemente  des  infiuencirten  Köi*pers,  wenn  eine 
gegenseitige  Einwirkung  der  Molecüle  nicht  stattfindet,  densel- 
ben magnetischen  Zustand  hervorrufen  würde,  wie  er,  nachdem 
magnetisches  Gleichgewicht  eingetreten,  wirklich  vorhanden  ist. 
Alsdann  kann  die  Kraft,  welche  seitens  des  im  Körper  inducir- 
ten  Magnetismus  auf  das  einzelne  Molecül  einwirkt  —  von  dem 
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Magnetismus  des  Molecüles  selbst  abgesehen  —  angesehen  wer- 
den als  die  Resultante  der  Kraft  des  Potentiales: 

F\  -t:=t  )  •  — TT^  cos  0  dJc 


\ddW      ^7N 


und  der  Kraft: 


\ddlj' 


47t  ^, /du' 
—  F 
3 


welche  letztere  dieselbe  Richtung,  wie  die  der  Potentialfonction 
U  entsprechende  Kraft,  hat. 

Die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des  Magnetismus  be- 
steht nun  endlich  darin,  dass  die  Resultante  aus  der  Kraft  des  In- 
ducenten  und  der  soeben  näher  bestimmten  Kraft,  welche  von  dem 
ausserhalb  eines  Molecüles  im  magnetisirten  Körper  auftreten- 
den Magnetismus  herrührt,  der  Kraft  des  Potentiales  ü  in  der 
ganzen  Ausdehnung  des  Körpers  gleichkommen  muss.  Sobald 
es  gelungen  ist,  die  Function  U  zu  bestimmen,  für  welche  jener 
Bedingung  genügt  wird,  ist  auch  hiermit  der  magnetische  Zu- 
stand des  influencirten  Körpers  bestimmt.  Ins  Besondere  ergiebt 
sich  für  das  Potential  des  inducirten  Magnetismus: 


,T.-    cos  Ö  dh 

Wenn  der  absolute  Werth  der  fictiven  Kraft -r^  in  der  gan- 
zen Ausdehnung  des  influencirten  Körpers  kleiner  und  kleiner 
wird,  so  nähert  sich  offenbar  der  Quotient  F  (t^)  :  -t^jt  in  allen 

Punkten  des  Körpers  einem  und  demselben  Grenzwerthe.  Jenes 
tritt  aber  im  Allgemeinen  ein,  wenn  die  vertheilende  Kraft  des 
Inducenten  kleiner  und  kleiner  wird.  Aus  diesem  Grunde  wird 
es  gestattet  sein,  im  Allgemeinen  bei  schwächeren  Kräften  und 

in  erster  Annäherung  für  die  Function  F  die  Form  —  •  ^=^  an- 
zunehmen —  unter  a  eine  Constante  verstanden  —  oder  in  an- 
deren Worten,  die  früher  entwickelte  Theorie  der  magnetischen 
Induction  als  eine  erste  Annäherung  gelten  zu  lassen.  Solches 
bestätigt  auch,  wie  schon  aus  einem  Theile  der  früher  bespro- 
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ebenen  Versuche  erhellt,  die  Erfahrung,  und  es  wifd  daher  jene 
Theorie  für  viele  Fälle  einen  besondem  Werth  behalten. 

Wenn  der  absolute  Werth  der  vertheilenden  Kraft  in  der 
ganzen  Ausdehnung  des  magnetisirten  Körpers  über  alle  Gren- 
zen hinaus   wächst,  so  nähert  sich   der  Werth  des  Quotienten 

J  TT  äJV 

"M  '  In  ^®^  Einheit.  Zugleich  nähert  sich  das  absolute  magne- 
tische Moment  eines  Elementes  dk  dem  absoluten  Werthe  von 
F  (oo)  dA;  und  seine  magnetische  Axe  bezüglich  der  Bichtung 
der  vertheilenden  Kraft  oder  der  gerade  entgegengesetzten  Rich- 
tung. Endlich  nähert  sich  das  Potential  des  inHucirten  Magne- 
tismus, wenn  ä  den  Winkel  zwischen  r  und  der  vertheilenden 
Kraft  an  der  Stelle  des  einzelnen  Elementes  bedeutet,  dem  Qrenz- 
werthe: 


i^(»)/^ 


dh 


Wir  wollen  hier  die  erweiterte  Theorie  der  magnetischen 
Induction  auf  ein  Ellipsoid  anwenden,  welches  durch  eine  mit 
einer  seiner  Axen  parallele  Kraft  magnetisirt  wird.  Der  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  werde  in  den  Mittelpunkt  des  EUip- 
soides  gelegt  und  die  a?-Axe  in  die  Axe,  mit  welcher  die  ver- 
theilende  Kraft  parallel  ist.  Die  Länge  dieser  Axe  sei  2  a,  die 
vertheilende  Kraft  K  und  diese  so  gerichtet,  dass: 

V=Kx, 

Machen  wir  die  Annahme: 

U  =  mx^ 
so  besteht  die  Kraft,  welche   auf  ein  einzelnes  Molecül  seitens 
des  in  allen  übrigen  Molecülen  enthaltenen  Magnetismus  ein- 
wirkt, aus  den  Kräften  der  Potentiale: 

<-) 

Da  aber  F  { —  m)  =  —  F  (m)  ist,  und  da  man  mit  Beibehal- 
tung der  früher  bei  Betrachtung  der  Induction  in  einem  EUip- 
soide  gebrauchten  Bezeichnung  für  die  im  Innern  des  Ellipsoidos 
gelegenen  Punkte 


/ 


cos  8  j,        Ä 
— --  dk  =  —  •  X 
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hat,  so  kann  man  fiir  die  beiden  letzten  Potentialfünctionen 
schreiben : 

-  —  .  F{m)x,     ^.  F{m)x, 

Wenn  nun  die  über  TJ  gemachte  Annahme  zulässig  sein  soll,  so 
muss  im  Hinblick  auf  die  für  das  Gleichgewicht  aufgestellte  Be- 
dingung in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Ellipsoides  sein: 

Kx F(m)x  -\-  -r-  •  F(fn)x  =  mx  -\-  const. 

In  der  That  wird  aber  diese  Gleichung  befriedigt,  wenn  man 
setzt: 

^ie  in  der  früheren  Theorie  ergiebt  sich  also  auch  jetzt,  dass 
das  EUipsoid  gleichförmig  magnetisirt  ist.  Für  das  Potential 
des  inducirten  Magnetismus  erhält  man  aber  nunmehr: 


m 


T=-F(m)f^dk, 


und  hieraus   folgt  für   das  magnetische  Moment,  unter  E  das 
Volumen  des  Ellipsoides  verstanden: 

M=E  .  F(m). 
Die  obigen  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  auf  den  Fall  aus- 
dehnen,  wo   die  Richtung  der  vertheilenden  Kraft    nicht  mit 
einer  Axe  des  Ellipsoides  parallel,  sondern  eine  ganz  beliebige 
ist. 

Mittelst  der  für  die  Grössen  m  und  M  aufgestellten  For- 
meln kann  man  aus  zu  einander  gehörigen  Werthen  von  K  und 
M  zu  einander  gehörige  Werthe  der  Function  F  und  ihres  Ar- 
gumentes ableiten.  Bei  einer  Kugel  mit  dem  Volumen  S  würde 
man  ohne  Weiteres  finden: 

m  =  K,    F(m)  =  -^  • 

Für  ein  Botations-Ellipsoid  aber,  welches  durch  eine  mit  seiner 
Rotations-Axe  parallele  Elraft  magnetisirt  wird,  hat  man: 

-,     ,      /l  \       4:7t  M        ^,     .  M 

wo,  unter  ö  den  reciproken  Werth  der  numerischen  Excentrici- 
tät  verstanden,  zu  setzen  ist: 
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Unter  den  vorliegenden  Versuchen  gestattet  eine  Reihe  der 
von  Weber  a.  a.  0.  mitgeth  eilten  Beobachtungen  die  Anwen- 
dung obiger  Formeln.  Derselbe  bestimmte  auf  dem  im  Capitel 
über  den  Diamagnetismus  angedeuteten  Wege  die  magnetischen 
Momente,  welche  in  einem  cylindrischen  Eisenstabe  von  10,02 
Centimefer  Länge,  0,36  Centimeter  Dicke  und  8,19  Oramm  Ge- 
wicht durch  verschiedene  mit  der  Axe  parallele  Scheidungskräfte 
hervorgerufen  wurden.  Unter  anderen  erhielt  Weber  folgende 
zu  einander  gehörige  Werthe  der  vertheilenden  Ejraft  K  und 
des  inducirten  Magnetismus,  ausgedrückt  durch  die  von  uns  ge- 
wählten Einheiten. 


K 

M 

65,9 

746,2 

155,1 

1219,4 

264,6 

1398,8 

318,6 

1464,1 

Substituirt  man  nun  an  die  Stelle  der  cylindrischen  Form  des 
Eisenstabes  die  eines  gestreckten  Botations-EUipsoides  von  glei- 
chem Inhalt,  dessen  Rotations-Axe  sich  zum  Aequator-Radius 
verhält,    wie  die  Länge  l  des   Stabes   zu  seiner  Dicke  d,    so 

wird: 

s  =  3905  .  10-6. 

Hiernach  und  da  sich  für  die  Grösse  dH  aus  dem  absoluten  und 
specifischen  Gewichte  des  Stabes  der  Werth  1,3403  berechnet, 
ergeben  sich  folgende  zu  einander  gehörige  Werthe  der  Function 
F  und  ihres  Argumentes  m. 


m 

F{m) 

3000,4 

708,8 

4950,5 

1158,4 

^765,5 

1328,8 

6076,3 

1390,8 
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Nach  der  Hypothese  der  unbegrenzten  Entwickelbarkeit  der 
magnetischen  Fluida  ist  der  Quotient  m  :  F  (m)  für  einen  und 
denselben  Körper  constant  und  zwar  nach  der  von  uns  gebrauch- 
ten Bezeichnung  gleich  «*,  oder  4  ;r  (3  —  2  x)  :  3  x,  also  beim 
Eisen,  wenn  wir  fiir  x  den  Werth  0,9977  annehmen  —  den 
grössten,  welcher  uns  bei  Versuchen  mit  kleineren  Scheidungs- 
kräften entgegentrat  —  gleich  4,22.  In  Wirklichkeit  aber  steigt 
jener  Quotient  für  die  oben  gefundenen  Werthe  des  Argumentes 
von  4,23  bis  4,37.  Wir  schliessen  hieraus  im  Hinblick  auf  die 
theoretischen  Formeln,  dass  das  magnetische  Moment,  welches 
in  einer  Kugel  aus  Eisen  durch  eine  von  Null  ausgehende  und 
wachsende  Scheidungskraft  inducirt  wird,  selbst  bis  zu  einem 
sehr  beträchtlichen  Werthe  der  letzteren  mit  dieser  proportional 
bleibt,  während  sich  bei  einem  gestreckten  EUipsoide  eine  um 
so  bedeutendere  Abweichung  von  der  Proportionalität  offenbart, 
je  grösser  seine  Excentricität  ist.  Dies  Ergebniss  steht  insofern 
mit  der  Erfahrung  im  Einklang,  als  aus  den  oben  citirten  Ver- 
suchen von  Müller  geschlossen  werden  muss,  dass  das  magne- 
tische Moment,  welches  in  einem  cylindrischen  Eisenstabe  durch 
eine  mit  seiner  Axe  parallele  Kraft  erzeugt  wird,  mit  zunehmen- 
der Kraft  um  so  rascher  sich  seinem  Maximumswerthe  nähert, 
je  dünner  bei  gleichbleibender  Länge  der  Stab  ist. 

Indem  wir  den  Leser  wegen  weiterer  theoretischer  Betrach- 
tungen, die  mehr  oder  weniger  direct  auf  eine  Ermittelung  der 
Function  F  hinzielen,  auf  die  oben  erwähnten  Abhandlungen 
von  Plücker  und  Weber  verweisen,  heben  wir  noch  hervor,  dass 
sich  der  Zusammenhang  zwischen  der  von  uns  durch  F  bezeich- 
neten Function  und  der  von  Kirchhoff  in  der  folgends  citirten 
Abhandlung  bei  Erweiterung  der  Poisson'schen  Liductionstheo- 
rie  eingeführten  und  gleichbezeichneten  Function  wie  folgt 
darstellt,  wenn  wir  hier  die  letztere  durch  0  und  ihr  Argument 
durch  u  bezeichnen: 

4jr 
u  =  m ^F(m),    uO(u)  =  F(m). 

liitteraiur.  Eirchhoff.  üeber  den  inducirten  MagnetismnB  eines  anbe- 
grenzten Gylinders  von  weichem  Eisen.  Cr  eile's  Journal  f.  reine  nnd 
angew.  Mathem.  Band  XL VIII. 
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IX. 
VON  DER  COERCinVKRAFT. 


Viele  Körper  kehren,  wenn  sie  der  Wirkung  einer  verthei- 
lenden  Kraft  ausgesetzt  und  hierauf  derselben  wieder  entzogen 
werden,  in  ihren  ursprüngUchen  neutralen  Zustand  nicht  mehr 
zurück,  sie  behalten  vielmehr  eine  gewisse  magnetische  Ladung, 
mit  welcher  sie  im  Stande  sind,  die  Rolle  permanenter  Magnete 
zu  spielen.  Zu  jenen  Körpern,  die  sich  in  Bezug  auf  den  Mag- 
netismus analog  wie  die  Halbleiter  oder  unvollkommenen  Isola- 
toren in  Bezug  auf  die  statische  Elektricität  verhalten,  gehört 
der  gehärtete  Stahl,  welcher  die  erwähnte  Eigenschaft  in  be- 
sonders auffalliger  Weise  offenbart,  und  sich  daher  auch  zur 
Herstellung  permanenter  Magnete  besonders  eignet. 

Man  erklärt  das  Verhalten  der  gedachten  Körper  durch  die 
Annahme,  da&s  sie  einer  jeden  vertheilenden  Kraft  eine  Wider- 
stands- oder  Coercitivkraft  entgegensetzen,  die  übrigens  nur 
bis  zu  einem  gewissen  von  der  Natur  des  betreffenden  Körpers 
abhängigen  Grenzwerthe  ansteigen  kann.  Um  bei  dieser  An- 
nahme die  Bedingungen  für  das  magnetische  Gleichgewicht  eines 
Körpers  der  fraglichen  Art,  welcher  der  Wirkung  eines  Inducen- 
ten  ausgesetzt  wird,  zu  gewinnen,  mögen  folgende  Bezeichnun- 
gen eingeführt  werden.  Es  seien  X,  Y,  Z  die  mit  den  Axen 
eines  rechtwinkligen  Coordinaten-Systems  parallelen  Componen- 
ten  der  vertheilenden  Kraft,  X',  Y\  Z  die  Componenten  der 
Kraft,  mit  welcher  der  im  Körper  enthaltene  Magnetismus  auf 
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das  einzelne  Molecül  einwirkt.  Ferner  sei  CT  die  Fotentialfuno- 
tion,  welche  in  dem  einzelnen  Körperelemente,  wenn  keine  Coer- 
citivkraft vorbanden  wäre,  und  eine  gegenseitige  Einwirkung 
der  Moleeüle  nicht  stattfände,  denselben  magnetischen  Zustand 
hervorrufen  würde,  wie  er  wirklich  stattfindet.  Die  dem  Poten- 
tiale entsprechende  Kraft  liefere  nach  den  Coordiuaten-Axen 
die  Componenten  X,  g),  ß.  Endlich  seien  |,  iy,  g  die  Componen- 
ten  der  Widerstandskraft  und  das  Maximum  der  letzteren  werde 
durch  t  bezeichnet.  Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  müssen 
alsdann  folgende  Gleichungen  bestehen: 

überdies  muss  sein: 

|2  J-  1?«  +  ga  ^  zK 
Man  bemerke  noch,  dass  sich  die  Componenten  X,  F,  Z  durch 
das  Potential  des  Inducenten,  3£,  2),  3  durch  das  Potential  U  be- 
stimmen.    Die  Componenten  X\  Y,  Z  aber  sind  die  der  Kraft, 
welche  resultirt  aus  der  Kraft  des  Potentiales: 


und  der  Kraft: 


COS  d  dJc 


V0 


Die  obigen  Gleichungen  gehen,  wenn  |,  ly,  5  verschwinden,  in 
diejenigen  über,  welche  für  das  magnetische  Gleichgewicht  der 
Körper  ohne  Coercitivkraft  gelten,  nämlich  in  folgende:  X-f-X' 
=  «,  r  -f  F  =  g),  Z  +  Z'  =  3.  Lassen  wir  aber  die  ver- 
theilende  Kraft  verschwinden,  so  kommt  für  das  Gleichgewicht 
des  in  einem  permanenten  Magneten  enthaltenen  Magnetismus: 

X'  +  s==x,    r'  +  i?  =  g),  z'  +  e  =  3. 

Aus  letzteren  Gleichimgen  ersehen  wir,  dass  jede  Magnetisirung, 
wie  sie  in  einem  Körper  ohne  Coercitivkraft  durch  einen  In- 
ducenten erzeugt  wird,  für  den  Fall,  dass  dem  Körper  Coerci- 
tivkraft beigelegt  wird,  permanent  werden  kann,  wofern  nur  in 
keinem  Punkte  des  Körpers  .  die  vertheilende  Kraft  grösser  als 
r  ist.  Die  letzten  Gleichungen  gehen  nämlich,  wenn  man  für 
I,  12,  t  bezüglich  X,  Y,  Z  einsetzt,  in  die  für  das  magnetische 
Gleichgewicht  eines  Körpers  ohne  Coercitivkraft  über. 

16* 
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Es  darf  aber  aus  der  gemachten  Bemerkung  keineswegs  der 
Schluss  gezogen  werden,  dass  die  magnetische  Ladung,  welche 
in  einem  ursprünglich  neutralen  Körper  durch  einen  Inducenten 
hervorgerufen  wird,  nach  Erlöschen  der  vertheilenden  Kraft  als 
permanente  Ladung  zurückbleibe,  wofern  nur  jene  Kraft  in  der 
ganzen  Ausdehnung  des   Körpers   das  Maximum  der  Coercitiv- 
kraft nicht  übertreffe.  In  der  That  involviren  die   aufgestellten 
Gleichungen   keine    bestimmte   Annahme  über   eine  Beziehung 
zwischen  den  Kräften  |,  rj,  S  und  X,  g),  3-    XJebrigens  lehrt  die 
Erfahrung,  dass  das  Moment  des  permanenten  Magnetismus,  wel- 
cher z.  B.  in  einem  cylindrischen  Stabe  aus  gehärtetem  Stahl 
durch  eine  mit  der  Axe  parallele  Scheidungskräft  hervorgerufen 
wird,  stets  nur  einen  Bruchtheil  des  Momentes  des  temporären 
Magnetismus  ausmacht,  der  sich  während  der  Wirkung  der  ge- 
nannten Kraft  offenbart.     Das  Yerhältniss  zwischen  dem  tem- 
porären und  permanenten  Moment  ist  von  der  Grösse  der  ver- 
theilenden Kraft  abhängig.  Als  Beleg  hierfür  erwähnen  wir  die 
Versuche,   welche  Wiedemann  (Die  Lehre  vom  Galvanismus 
und  Elektromagnetismus.  1861.)  über  die  Abhängigkeit  zwischen 
den   genannten  Momenten  und  der  magnetisirenden  Kraft  an- 
gestellt hat. 

Wenn  ein  mit  Coercitivkraft  versehener,  ursprünglich  neu- 
traler Körper  in  einem  homogenen  magnetischen  Felde  erregt 
wird,  und  wenn  hierauf  die  vertheilende  Kraft  erlischt,  so  fin- 
det nach  Obigem  stets  eine  theilweise  Wiedervereinigung  der 
getrennten  Magnetismen  statt.  Die  Kraft,  womit  die  beiden 
Magnetismen  sich  zu  vereinigen  streben,  hat  unmittelbar  nach 
dem  Erlöschen  der  vertheilenden  Kraft  die  Componenten  —  X 
u.  s.  f.  oder  —  (X+^'+l)  n.  s.  f.  Sie  ist  im  Allgemeinen  von 
einem  Punkte  des  Körpers  zum  andern  in  Grösse  und  Richtung 
verschieden.  Wenn  aber  die  vertheilende  Kraft  grösser  und 
grösser  wird,  so  nähert  sich  jene  Kraft  einer  Grenze  und  ihre 
Richtung  nähert  sich  der  der  vertheilenden  Kraft  entgegenge- 
setzten Richtung.  ELiemach  steht  zu  erwarten,  dass  nach  vor- 
hergegangener Erregung  durch  eine  sehr  grosse  Kraft  ein  per- 
manenter Zustand  auftrete,  wobei  die  Widerstandskraft,  welche 
sich  der  vollständigen  Wiedervereinigung  der  getrennten  Magne- 
tismen entgegensetzt,  in  allen  Theilen  des  Körpers  gleich  gross 
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nämlich  gleich  dem  Maximum  t  der  Coercitivkraft,  und  mit 
der  ursprünglich  thätigen  Scheidungskraft  gleichgerichtet  sei 
Die  Magnetisirung  ist  dann  nahe  dieselbe,  wie  wenn  der  Körper 
keine  Coercitivkraft  besässe  und  durch  eine  der  Scheidungs- 
kraft parallele  Kraft  v  influencirt  Vürde.  Durch  die  Erfahrung 
wissen  wir  auch,  dass  das  permanente  Moment,  welches  z.  B. 
in  einem  cylindrischen  Stabe  aus  gehärtetem  Stahl  durch  eine 
mit  der  Axe  parallele  Scheidungskraft  erzeugt  wird,  schliesslich 
einen  Greuzwerth  erreicht,  wenn  jene  Kraft  zunimmt,  und  durch 
weitere  Zunahme    der   letzteren  nicht  mehr  vergrössert  wird. 

Man  sagt  alsdann  bekanntlich  von  dem  Stabe,  dass  er  bis 
zur  Sättigung  (permanent)  magnetisirt  sei.  Dass  aber  die  Art 
der  Magnetisirung  eines  solchen  Stabes  wenigstens  annähernd 
die  oben  näher  bezeichnete  sei,  darf  aus  dem  geschlossen  wer- 
den, was  früher  über  die  Vertheilung  des  Magnetismus  in  einem 
cylindrischen  Stabe  ohne  Coercitivkraft  gesagt  wurde. 

Es  möge  hier  noch  die  Bemerkung  Platz  finden,  dass  das 
Moment  eines  permanenten  Stahlmagneten  im  Verlaufe  der  Zeit 
einen  Verlust  erleidet,  schliesslich  aber  merklich  constant  bleibt. 
Nach  Hansteen^s  Untersuchungen  (Lamont,  Magnetismus  der 
Erde.  Dove's  Repertorium  der  Physik.  Band  VIL)  lässt  sich 
das  Moment  als  Function  der  Zeit  durch  die  Formel: 

A  +  Be-** 
darstellen,  wo  Aj  B^  Je  drei  von  dem  Magneten  abhängige  Con- 
stanten sind,  t  die  Zeit  und  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarith- 
men bedeutet. 

Bevor  wir  unsere  Betrachtungen  über  die  magnetischen 
Erscheiuungen  beschliessen,  müssen  wir  noch  des  Einflusses  ge- 
denken, welchen  die  Temperatur  auf  dieselben  äussert.  Von 
den  über  diesen  Gegenstand  vorliegenden  Beobachtungen,  die  zum 
Theil  schwer  miteinander  zu  vereinbaren  sein  dürften,  wollen 
wir  uns  hier  begnügen  nur  einige  wenige  mitzutheilen.  Plücker 
(üeber  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Magnetismus  und  Dia- 
magnetismus von  der  Temperatur  abhängig  ist.  Pogg.  Ann. 
LXXV.)  fand,  dass  die  anziehende  Kraft,  welche  ein  induciren- 
der  Magnet  auf  ein  Stück  dünnes  Eisenblech  ausübte,  von 
96,0958'  bis  zu  104,125»'  anwuchs,  während  unter  übrigens  gleich- 
bleibenden Umständen    die  Temperatur   des  Eisenbleches   von 
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330<>  bis  390  abnahm.  Die  Anziehung,  welche  eine  Schicht  von 
pul verisirtem  Nickel  erlitt,  stieg  von  2,5«'  auf  11^,  während  die 
Temperatur  von  331^56  bis  32°,5  sank.  Die  Abstossung,  welche 
eine  Masse  Wismuth  erlitt,  nahm  von  OjOöö«' bis  0,995«'  zu,  wäh- 
rend sich  das  ursprünglich  geschmolzene  Wismuth  von  311^,56 
bis  1480,75  abkühlte. 

Auch  der  permanente  Magnetismus  wird  bekanntlich  von 
der  Temperatur  beeinflusst.  Das  magnetische  Moment  eines 
Stahlmagneten  nimmt  unter  anderen  nach  Lamont  (Magnetis- 
mus der  Erde.  Dove's  Repertorium  der  Physik.  Band  VII.)  bei 
der  Erwärmung  an  Grösse  ab;  es  wächst  wiederum  bei  der  Ab- 
kühlung, ohne  jedoch  im  Allgemeinen  seinen  ganzen  ursprüngli- 
chen Werth  wieder  zu  erlangen,  wenn  die  Temperatur  dieselbe 
wie  am  Anfange  wird.  Diese  Angabe  bezieht  sich  auf  Tempe- 
raturen innerhalb  des  Fundamentalabstandes.  Für  die  gewöhn- 
lichen Schwankungen  der  Temperatur  ist  es  gestattet,  die  ge- 
ringen Aenderungen  des  magnetischen  Momentes  mit  den  Aen- 
derungen  der  Temperatur  proportional  zu  setzen,  hierbei  unter- 
stellt, dass  der  magnetische  Zustand  bei  constanter  Temperatur 
ebenfalls  merklich  constant  sei;  letzteres  tritt  aber  erst  ein, 
nachdem  eine  kürzere  oder  längere  Zeit  seit  dem  Magnetisiren 
verstrichen  ist. 

Es  möge  endlich  noch  ausdrücklich  erwähnt  werden,  dass 
derEinfluss  der  Temperatur  bei  den  früher  erörterten  Versuchen, 
die  sich  auf  gewöhnliche  Temperaturen  beziehen,  nicht  berück- 
sichtigt zu  werden  braucht. 


ELEKTRODYNAMIK. 


I. 

VON  DER  WECHSELWIRKUNG  ELEKTRISCHER 

STRÖME. 


1.   Ableitung  der  Ampöre'solien  Formel  für  die 
Weohselwirkimg  zweier  Stromelemente  aus  der  Weber'- 
Bolien  Fundamental  -  Formel  für  die  Weohselwlrkung 

elektrisoher  Massen. 

Die  Ejraft,  mit  der  eine  ruhende  elektrische  Masse  auf  eine 
zweite  ebenfalls  ruhende  elektrische  Masse  einwirkt,  liefert 
nach  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Raum-Coordinatensystemes 
Componenten ,  welche  sich  als  partielle  Differentialquotienten 
des  Potentiales  der  gedachten  Massen  in  Bezug  auf  einander 
nach  den  Coordinaten  der  einen  oder  der  anderen  Masse  dar- 
stellen lassen.  Bezeichnen  wir  die  Massen  durch  q,  ^,  ihre 
Entfernung  durch  r,  ihre  Coordinaten  durch  x,  y,  0  und  a/,  y*,  jer', 
so  hat  man  für  die  Componenten  der  Elraft,  mit  welcher  die 
Masse  q'  auf  die  Masse  q  einwirkt: 

<^     ä^     ^) 

^~  d^'^"^         dy    ' '^  ~  de    ' 

wo  zu  setzen  ist: 

Die  obigen  Formeln  gelten  nicht  mehr,  sobald  eine  der  Mas- 
sen oder  die  eine  und  die  andere  Masse  sich  in  Bewegung  be- 
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findet  Es  scheint  vielmehr  zur  Erklärung  der  elektrodynami- 
schen Phänomene,  der  Erscheinungen,  welche  bei  der  beweg- 
ten Elektridtät  auftreten,  an  die  Stelle  des  Potentiales  —  der 

r 

einen  Masse  in  Bezug  auf  die  andere  der  folgende  Ausdruck  in 
die  oben  aufgeführten  Formeln  eingesetzt  werden  zu  müssen: 

in  welchem  Ausdrucke  d  die  relative  Geschwindigkeit  der  elektri- 
schen Massen  in  der  Richtung  ihrer  Verbindungslinie  und  A  eine 
Constante  bedeutet.  Die  Grösse  ^  rechnen  wir  positiv,  wenn 
sich  beide  Massen  von  einander  entfernen,  und  alsdann  ist,  un- 
ter t  die  Zeit  verstanden: 

dr 

Durch  die  angegebene  Erweitening  finden  wir: 

du 


dx 


€) 


Analoge  Ausdrücke  ergeben  sich  für  die   beiden  übrigen  Com- 
ponenten  Y  und  Z. 

Die  Einwirkung,  welche  die  Masse  q  seitens  der  Masse  q* 
erleidet,  stellt  sich  also  auch  hier  durch  eine  Kraft  dar,  welche 
in  die  Verbindungslinie  der  Massen  fällt;  für  ihre  Grösse  aber 
hat  man: 


f2        ' 


-'4r-s^-Mm 


Es  ist  dies  die  Fundamentalformel. ,  welche  Weber  für  die 
Wechselwirkung  elektrischer  Massen  aufgestellt  hat;  sie  schliesst 
als  besonderen  Fall  das  Gesetz  für  die  Wechselwirkung  ruhen- 
der Massen  in  sich  ein. 

Ehe  wir  die  obigen  Ausdrücke  in  Anwendung  bringen,  wol- 
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len  wir  denselben  eine  andere,  für  die  Folge  bequemere  Form 
geben.  Wir  bezeichnen  durch  Vy  v*  die  Geschwindigkeiten  der 
elektrischen  Massen,  durch  a,  ß,  y  und  a',  /5',  y*  die  Winkel,  wel- 
che die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  mit  den  Axen  der 
Xy  y,  e  bilden.  Femer  seien  a,  J,  c  die  Winkel,  welche  die  Linie 
r,  solche  in  der  Richtung  von  q!  nach  q  hin  genommen,  mit 
den  Axen  bildet.  Die  Winkel  zwischen  den  Richtungen  von 
V,  v'  und  der  von  r  seien  ö,  8\  und  Ö  sei  der  Winkel  zwischen 
den  beiden  Richtungen  der  Geschwindigkeiten.  Endlich  mögen 
die  beschleunigenden  Kräfte,  wie  sie  sich  aus  der  Bewegung 
der  Massen  ergeben,  d.  h.  die  Kräfte,  deren  Componenten  durch 
die  zweiten  Derivationen  der  Coordinaten  nach  der  Zeit  dar- 
gestellt werden,  durch  N  und  N\  sowie  die  Winkel,  die  sie  mit 
der  Richtung  von  r  bilden,  durch  v  und  1/  bezeichnet  werden. 
Man  hat  alsdann: 

=  r  (vcosö  —  v'cosö^), 
\dt)   "+"^  dt^  ~\dt        dt)  "T  W        dt) 


r 


+ß 


\u  _  d^y 

dt        dt) 


=  t?2  -f-  t;'2  _  2vv'cos0  +  r  (^Ncosv  —  N'cosv'). 

Durch  Substitution  obiger  Ausdrücke  findet  man : 

cosa 

—  ^{vcosS  —  v'cosd'y  +  2r(Ncosv  —  N'cosv')\. 

Die  Ausdrücke  tm  die  beiden  übrigen  Componenten  F,  Z 
werden  aus  dem  Obigen  erhalten,  wenn  man  an  die  Stelle  von 
a  bezüglich  b  oder  c  treten  lässt. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Herleitung  der  Formel,  welche 


X  =  k^qq'  ^{^  +  2(t;2  +  «''  -  2vv*cos0) 
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Ampere,  auf  die  Ergebnisse  mannigfacher  Versuche  gestützt, 
zur  Erklärung  der  Wechselwirkung  zwischen  linearen  elektri- 
schen Strömen  aufgestellt  hat.  Unter  einer  linearen  elektri- 
schen Strömung  verstehen  wir  aber  die  Bewegung  elektrischer 
Massen  in  einem  linienförmigen  Leiter  nach  der  Längenrich- 
tung des  letzteren.  Wir  werden  in  der  Folge  nur  constante 
elektrische  Ströme  betrachten,  d.  h.  solche,  bei  welchen  durch 
jeden  Querschnitt  während  einer  gegebenen  Zeit  gleiche  Men- 
gen positiver  oder  negativer  Elektricität  in  gleicher  Bichtung 
hindurchfliessen,  so  dass  nirgends  weder  eine  Ansammlung,  noch 
eine  Abnahme  der  Elektricität  eintreten  kann.  Zur  Vereinfa- 
chung der  Betrachtungen  adoptiren  wir  die  Vorstellung,  dass 
durch  jeden  Querschnitt  eines  Stromes  fortwährend  entgegen- 
gesetzt gleiche  Mengen  Elektricität  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  hindurchfliessen  und  dass  folglich  gleichzeitig  zwei 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  vor  sich  gehende,  gleich 
starke  Strömungen,  eine  Strömung  positiver  und  eine  Strömung 
negativer  Elektricität,  oder,  wie  wir  kürzehalber  sagen  wollen, 
eine  positive  und  eine  negative  Strömung,  auftreten.  Auch  unter- 
stellen wir,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Strömung  für  den 
einzelnen  Strom  sowohl  in  Bezug  auf  den  Ort,  als  auch  in  Be- 
zug auf  die  Zeit  constant  sei.  Unter  der  Richtung  eines  Stro- 
mes werden  wir  die  der  positiven  Strömung  und  unter  Strom- 
quantum das  Quantum  positiver  Elektricität  verstehen,  welches 
während  der  Zeiteinheit  durch  den  Querschnitt  hindurchfliesst. 
Wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  treten  bei  einem  Lei- 
ter, welcher  von  einem  constanten  elektrischen  Strome  durch- 
flössen wird,  neben  der  in  Bewegung  begriffenen  Elektricität 
auch  noch  relativ  ruhende  elektrische  Massen  auf,  welche  über 
die  Oberfläche  des  Leiters  verbreitet  sind.  Die  Wirkungen  die- 
ser Massen  heben  aber  theils  bei  den  zunächst  zu  betrachtenden 
Phänomenen  einander  auf,  theils  sind  *  dieselben  gegen  die 
Wechselwirkungen  zwischen  den  fliessenden  elektrischen  Massen 
zu  vernachlässigen.  Es  kommen  daher  nur  die  letzten  Wir- 
kungen in  Betracht,  und  diese  treten  dadurch,  dass  sie  sich  auf 
die  ponderable  Materie  der  Stromträger  übertragen,  in  die  Er- 
scheinung. Da  die  Kräfte,  welche  zwei  elektrische  Quanta  auf- 
einander ausüben,  stets  entgegengesetzt  gleich  sind,  so  heben 
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sich  auch  die  Kräfte,  welche  zwischen  den  Theilen  eines  und 
desselben  Stromes  thätig  sind,  unter  einander  auf,  wenn,  wie 
wir  im  Allgemeinen  annehmen  werden,  die  Stromträger  unbieg- 
sam sind. 

Es  seien  nun  ds  und  dsf  zwei  Stromelemente,  durch  deren 
Querschnitte  während  der  Zeiteinheit  die  Quanta  J  und  «T  po- 
sitiver Elektricität  mit  den  Geschwindigkeiten  v  und  t/  hin- 
durchfliessen.  Alsdann  leuchtet  ein,  dass  fortwährend  in  dem 
ersten  Elemente  die  elektrischen  Quanta: 

H '  ds  und ds, 

und  in  dem  zweiten  Elemente  die  Quant<a: 

-\ — T  ds*  und r  ds' 

vorhanden  sind.  Femer  bemerke  man,  dass,  weil  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  Elektricität  in  jedem  der  beiden 
Ströme  als  constant  unterstellt  wird,  die  Kräfte  N  und  N*  senk- 
recht auf  die  Stromcurven  zu  stehen  kommen,  und  dass  die- 
selben sich  daher  wie  folgt  ausdrücken,  wenn  R  und  B'  die 
Krümmungsradien  jener  Curven  an  der  Stelle  der  Elemente 
bedeuten: 

^       R'  R' 

Hiemach  ergiebt  sich  dem  Früheren  zufolge  für  die  X-Compo- 
nente  der  Kraft,  welche  das  in  ds*  enthaltene  positive  Quan- 
tum auf  das  gleichnamige  Quantum  in  ds  ausübt: 
X^JJ'dsds*  cosa  ( 1 


vv 


^^l^^^2(v^-{-v'^'-2vv'cosO)—S{vcosd-v*cos5*)'^ 

+  2r  (j^  cosv  —  ~r  cosi/j|, 

wo  sich  also  die  Grössen  d,  8  und  8'  auf  die  Richtungen  bezie- 
hen, nach  welchen  sich  die  positiven  Massen  oder  die  positiven 
Ströme  bewegen.  Bezeichnen  wir  den  obigen  Ausdruck  durch 
/(+  ?>  +  ä^)  >  den  entsprechenden  Ausdmck  für  das  positive 
Quantum  in  ds  und  das  negative  Quantum  in  dsf  durch 
/("f"  3>  —  9[)  ^'  8-  ^M  so  erhalten  wir  für  die  X-Componente 
der  Wirkung,  welche  die  beiden  in  ds'  enthaltenen  Quanta  auf 
die  beiden  in.  ds  enthaltenen  Quanta  ausüben: 
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Die  AusrechnuDg  liefert: 

X  =  —  AkJ.ilJ'.dsds'  — ä"  (^^^ O  —  lcosS cos 5'). 

Hieraus  ergiebt  sich  endlich  für  die  Kraft,  welche  das  Element 
ds^  auf  das  Element  ds  in  der  Richtung  von  d$  nach  ds^  aus- 
übt, wenn  noch  die  Grössen  4XJ  und  4^«^,  die  sogenannten 
Intensitäten  der  Ströme,  durch  i  und  i'  bezeichnet  werden,  fol- 
gender Ausdruck: 

I.    21  = T {cos  6  —  §  cos  d  cos  d'). 


r 

Dies  ist  die  von  Ampere  aufgestellte  elektrodynamische 
Formel.  Es  können  derselben  noch  einige  andere  bemerkens- 
werthe  Formen  gegeben  werden,  welche  in  der  Folge  Anwen- 
dung finden  und  daher  hier  aufgeführt  werden  sollen. 

Aus  der  Betrachtung  eines  körperlichen  Dreiecks,  dessen 
Kanten  mit  den  Richtungen  der  Elemente  und  ihrer  Verbin- 
dungslinie parallel  sind,  ergiebt  sich,  wenn  s  den  Winkel  be- 
zeichnet, den  die  beiden  durch  je  ein  Element  und  die  Verbin- 
dungslinie der  Elemente  bestimmten  Ebenen  einschliessen : 

cosO  —  cosd  cosd' 

cos  S  = '    jt     •    Jtf 

sind  stno 

Hiemach  ist: 

— .  ii,  ds  ds 

n.    31  ^= (cos  e  sind  sind'  —  J  cos 8  cosÖ'). 

Die  Grössen  r,  d,  d'  und  £  kann  man  als  Functionen  der  Bogen 
auffassen,  welche  die  Lage  der  Elemente  auf  den  linearen  Strö- 
men bestimmen  und  die  wir  in  der  Strömungsrichtung  der  po- 
sitiven Elektricität  nehmen  wollen.  Man  hat  alsdann,  wie  man 
leicht  einsieht: 

1.)  dr  =  —  ds'  cosd',  2.)  dr  =  ds  cosd. 
Betrachtet  man  ferner  das  körperliche  Dreieck,  dessen  Kanten 
parallel  sind  mit  der  Linie  r,  welche  die  Anfangspunkte  der 
Elemente  verbindet,  mit  der  Richtung  des  Elementes  ds*  und 
mit  der  Linie,  welche  den  Anfangspunkt  des  letzten  Elementes 
mit  dem  Endpunkte  von  ds  verbindet  und  die  mit  ds"  den 
Winkel  d\  und  mit  r  den  Winkel  ^  bilde,  so  kommt: 

cos  6  sin^  sinö'  =  cosd^^  —  cosi;  cosd'. 


elektrischer  Ströme.  255 

Es  ist  aber,  wenn  man  zur  Grenze  übergeht: 

sindds  ,        , 

sin  ^  = ,  cosi>  =  1 ; 

r 

folglich  bat  man: 

ds  coss  sind  sind'  =  r  (co8  5\  —  cosä'). 

Femer  ist  wegen  der  Gleichung  1.): 

cosöi  —  coso'  =  —  stno'  -=--  ds  =  —  t — j—,  ds, 

ds  dsds' 

und  somit: 


3.)  cos  €  sin  d  sin  6'  =  —  r 


dsds' 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  l.)bis3.)  kann  man  nun 
setzen : 
^       ii'dsds'  /l      dr     dr 

A    =   TT 


?'  /J_    ^     ^  _       ^'^^  \ 
'K^'ds  '  ds"       ^dsdsy 


ii'  ds  ds' 


4-vÄ  .  •    d(r-^kp^ 

\        ds)  it  dsds       \         dsj 


~"  r'/«  ds         ~  rV*  ds' 

oder  auch: 

^_        2ii'dsd^    d^Vr 

\/7  dsd^ 

Für  die  Anwendung  der  Ampere 'sehen  Formel  ist  oft  die 
Bemerkung  von  Yortheil,  dass  man  jedes  der  beiden  Stromele- 
mente in  ähnlicher  Weise  wie  eine  Kraft  in  Componenten  zer- 
legen kann,  ohne  die  resultirende  Wirkung  zu  ändern.  Ins  Be- 
sondere kann  man  das  Element  d  s  durch  drei  an  derselben 
Stelle  wie  ds  befindliche,  mit  den  Axen  parallele  Elemente  mit 
der  Stromin tensität  i  ersetzen.  Die  Längen  dieser  Componen- 
ten werden  durch  die  absoluten  Werthe  und  die  Richtungen 
ihrer  Ströme  durch  die  Vorzeichen  der  Ausdrücke: 

dx  =  cosa  ds  ,  dy  =  cos ß  ds  ^  djsf  =  cosy  ds 
bestimmt.    Ebenso  lässt  sich  ds'  in  drei  Componenten  mit  der 
Intensität  i'  zerlegen,  iiir  welche  man  hat: 

daf  =  cos a'  ds'  ,  dy'  =  cos ß'  ds'  ,  djs'  =  cosy'  dsf. 

Litteratur.  Ampere:  Theorie  des  phenomenes  eleciro-dynaniiqueB,  ani« 
quement  ddduite  de  Texperience.  1826.  —  Weber:  Elektrodynamische 
Maassbestimmungen.  1846. 
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2.  Von  der  Weohselwirkong  zwischen  linearen  elektri- 

sollen  Strömen. 


a.    Wirkung  zwischen  einem  Strome  und  einem  Strom- 
elemente. 

Die  Kraft,  welche  ein  linearer  Strom  S'  auf  ein  Strom- 
element ds  ausübt,  ist  die  Resultante  der  Kräfte,  welche  die 
einzelnen  Elemente  ds'  des  Stromes  auf  das  Stromelement  aus- 
üben. Es  seien  nun  s/  und  s^  die  Bogen  der  Stromcurve  für 
die  Endpunkte  des  Stromes,  und  es  sei  s/  kleiner  als  Sj',  so  dass 
sich  die  positive  Elektricität  von  dem  Endpunkte  mit  dem  Bo- 
gen 5i'  nach  dem  Endpunkte  mit  dem  Bogen  Ss'  hinbewegt,  da 
wir  stets  die  Bogen  in  der  Richtung  der  positiven  Strömung 
rechnen.  Alsdann  hat  man  für  die  X-Componente  der  Kraft, 
welche  der  Strom  8'  auf  das  Element  ds  ausübt,  wenn  im 
(Jebrigen  die  frühere  Bezeichnungsweise  beibehalten  wird: 


cosa^^^ 


^     l  ds]  ds'         coso 

Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich  hieraus: 
2  X       cos  (h  cos  02      cos  Ol  cos  dl        /'cosdd(cosa)  —  cos  ad  (cos  8) 


h  cos  öl /* 


ii'ds  rj 

»\ 

Hier  bedeuten  ai,  *i,  Ti  diQ  Werthe  der  Grössen  a,  tf ,  r  für 
den  Endpunkt  des  Stromes  mit  dem  kleineren  Bogen  Sl^  wäh- 
rend sich  02,  ^29  ^9  Auf  den  Endpunkt  mit  dem  Bogen  s^  bezie- 
hen. Die  Incremen te  dicosa)^  d{cosS)  entsprechen  dem  Incre- 
mente  ds^  des  Strombogens  s'. 

Aus  den  Relationen: 

rcosa  =  X  —  a/,    rcosb  =z  y  —  y,    rcosc  =  0  —  / , 
cos  5  =  cos  a  cosa  -j-  cos  ß  cosb  -\-  cos  y  cos  c 
erhält  man    durch  Differentiation  in  Bezug  auf  die  Veränder- 
liche 5'  für  das  in  dem  gefundenen  Ausdrucke  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehende  Differential: 
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— I  cos  ß  [cos  b  d  (cos  a)  —  cosa  d  (cos  b)]  +  cos  y  [cos  c  d  (cos  a) 

—  cos  ad  (cosc)]\ 
=  cosß  <^os^^V'-cosbdx'  ^  ^^^^  cosa  djs'- cos cdaf 


cosß 


r2  .  ^^^y 

Hierfür  kann  man  aber  setzen: 


dy' 
Es  ist  daher  auch: 


da^ 


-(-  cosy 


<7)..      "&) 


ds/ 


dg'  — 


de' 


da/\. 


I 


2^       ^ 


cos  a^  cos  Sq       cos  ax  cos  8 


U 


'1+"» 


J        dif 


da! 


i.' 


_$)J_./|f.,_<i) 

iay       ^  \  U      \  daf  de* 


daf\' 


Wenn  der  elektrische  Strom  S'  in  sich  geschlossen  ist,  d.  h. 
wenn  seine  Endpunkte  zusammenfallen,  so  verschwindet,  in  letz- 
terem Ausdrucke  der  neben  den  Integralen  auftretende  Theil. 
Man  erhält  alsdann  zunächst  fiir  die  Componente  X  und  hier- 
nach durch  cyclische  Vertauschung  der  Buchstaben  a:,  y,  i»  fiir 
die  beiden  übrigen  Componenten  T  und  Z: 

2  X  2Y 

-T-n-  =  Cdy  —  Bd0y  --rrr  =  Adjg  —  Cdx, 

-jy  =  Bdx  —  Ädy, 

wo  für  A,  H,  C  folgende  über  den  ganzen  Strom  S'  sich  er- 
streckende Integrale  zu  fetzen  sind: 


Ä 


di/- 


d/ 


_<|)J.c  =  /[^).^-<|).| 
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Aus  den  obigen  Ausdrücken  ersieht  man,  dass  die  Ejrafb, 
womit  ein  in  sich  geschlossener  Strom  auf  ein  Stromelement 
einwirkt,  auf  dem  Elemente  senkrecht  steht.  Substituirt  man 
nämlich  die  für  dieComponenten  jener  Kraft  gewonnenen  Aus- 
drücke in  den  Ausdruck  Xdx  -\-  Ydy  +  Zdz^  welcher  gleich 
dem  Producte  aus  der  Kraft,  der  Länge  des  Elementes  und  dem 
Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  Kraft  und  dem  Elemente  ist, 
so  ergiebt  sich,  dass  derselbe  identisch  gleich  Null  ist. 

Es  möge  hier  noch  einer  anderen  Form  der  Ausdrücke  fiir 
die  Componenten  X,  F,  Z  gedacht  werden,  die  in  der  Folge 
angewandt  werden  soll.  Wie  man  leicht  einsieht,  kann  man 
für  die  erste  Componente  schreiben: 


^^.  ;       yj  {dxdaf  4-  dydy'  +  de  de') 


'd(i)         d(l)         a(l) 

''^\-i^ '- +  ^  ^y-^  ^  ^' 


Da  man  nun  hat: 

är__       _  _     

daf  dx     *     dyf         ~~    dy     '    dz'  57 

so  ergiebt  sich  zunächst  fiir  die  Componente  X  und  sodann  für 
die  Componenten  Y  und  Z: 


2 


»»'  .         ^       dz  «y        ds 


d/. 
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b.    Wirkung  zwischen  zwei  in  sich  geschlossenen 

Strömen. 

Die  Kräfte,  welche  ein  in  sich  geschlossener  Strom  S'  auf 
die  einzelnen  Elemente  eines  zweiten  Stromes  S  ausübt,  lassen 
,  sich  in  ihrer  Gesammtheit  ersetzen  durch  eine  im  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  angreifende  resultirende  Kraft  und  ein  zugehö- 
riges resultirendes  Gegenpaar.  Bezeichnet  man  die  Componen- 
ten  jener  Kraft  nach  den  Axen  durch  X,  Y,  Z,  die  des  Gegen- 
paares durch  S,  H,  Z  und  wird  durch  £  eine  Summation  über 
die  Elemente  des  Stromes  S  angedeutet,  so  ist: 

X  =  2JX,     YrzrZr,    Z  =  2JZ, 

S  =  2:  (Zy  ~  F^)  ,  H  =  2;  (X;?  -  Z.r),  Z  =  2  (Yx  —  Xy). 

Nach  Substitution  der  zuletzt  für  die  Componenten  X,  Y,  Z 

gewonnenen  Ausdrücke  treten  in  diesen  Gleichungen  unter  an- 


%J     %J        ^s  . 


J  J  '-^  '^''' 


deren  Integrale  von  der  Form    /        /        ,    -du'ds,  sowie  von 


der  Form    /        /        ^       udt/ds  auf,  wo  u  und  v  irgend  zwei 

der  Buchstaben  x,  y,  z  bedeuten.  Man  bemerke  nun,  dass  die 
Integrale  von  der  ersten  Form  verschwinden,  wenn  sich  die  In- 
tegration nach  s  über  eine  geschlossene  Curve  erstreckt,  und 
dass  in  demselben  Falle  die  Integrale   von  der  zweiten  Form 

durch  theilweise  Integration  in  —  /  / umgewandelt  wer- 
den können.  Hiemach  ergiebt  sich  für  die  resultirende  Kraft 
imd  das  resultirende  Gegenpaar,  durch  welche  die  Wirkung  des 
in  sich  geschlossenen  Stromes  S'  auf  den  gleichfalls  in  sich  ge- 
schlossenen Strom  8  dargestellt  wird : 


t'      %J     nJ       dx 


'        '       ^  '  ^  cosBdsds* . 


**'    ü   U     ^y 


cosO  dsd^, 
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ii'~J    J 


2Z         /        /      ±L^  cosOdsds'. 
IV      mß     »/        de 


(^ 


ii*  ~J     J     \  dz     ^         dy 


z]  cosO  dsd^ 


ff- 


/        /    dy^^  —  dzdy' 


BH_  r  «) .  _  1(1) 

ti'      U     U     \   dx  dz 


x]  cosOdsds* 


ti'      U     U     \   dv  dx 


ff 


,         .    dzdyf  —  dxdsf 


,       ^  j     y    cosOdsds' 

dy  ^-  "" 


ff 


,       1         1    d^^yf  —  dydj^ 


Vertauscht  man  in  den  obigen  Ausdrücken  die  Coordinaten 
ic,  y,  z  mit  den  Coordinaten  af,  y\  z\  so  gewinnt  man  die  ent- 
sprechenden Ausdrücke  für  die  Wirkung,  welche  der  Strom  S 
auf  den  Strom  S'  ausübt.  Diese  Wirkung  ist  derjenigen,  welche 
S'  auf  S  ausübt,  entgegengesetzt  gleich. 

Die  Wechselwirkung  zwischen  zwei  in  sich  geschlossenen, 
linearen,  elektrichen  Strömen  lässt  sich  in  sehr  einfacher  Weise 
mittelst  des  sogenannten  Pofcentiales  der  Ströme  in  Bezug  auf 
einander  darstellen.  Man  versteht  hierunter  den  folgenden 
Ausdruck,  in  welchem  die  einzelnen  Buchstaben  dieselben 
Grössen  wie  bisher  bezeichnen  und  die  Integrationen  sich  be- 
ziehungsweise über  den  ganzen  Umkreis  des  einen  und  des  an- 
deren Stromes  erstrecken: 

Verschiebt  man  den  Strom  S,  ohne  ihn  zu  drehen,  parallel 
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mit  der  x-Axe  um  das  Differential  dx,  so  ändert  sich  hierdurch 
in  dem  Ausdrucke  W  nur  die  Grösse  r,  während  der  Winkel  ö 
für  je  ein  Element  des  einen  Stromes  und  ein  Element  des 
zweiten  Stromes  ungeändert  bleibt.  Wenn  also  d  W  die  der 
Verschiebung  dx  entsprechende  Aenderung  von  W  ist,  so  hat 
man: 

ax         ^  ty      %J        ^-^ 

Analoge  Relationen  ergeben  sich  für  Verschiebungen  nach 
der  y-Axe  und  der  ir-Axe,  so  dass  man  hat: 

X-^       Y-^       Z=:l^. 

^  —  dx  '  ^  ^  dy    '  TF 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  auch  die  Componenten  des 
resultirenden  Gegenpaares  darstellen.  Von  einem  Elemente  ds 
des  Stromes  S  werde  ein  Perpendikel  t  auf  die  a;-Axe  herab- 
gelassen. Der  Winkel,  welchen  dieses  Perpendikel  mit  der 
a?y- Ebene  bildet,  werde  durch  ^  bezeichnet  und  in  demselben 
Sinne  wie  oben  die  Componente  S  gerechnet.  Wenn  man  nun 
den  Strom  S  um  die  Axe  der  x  dreht,  so  dass  t  den  Winkel  d| 
beschreibt,  so  ändert  sich  hierbei  in  dem  Ausdrucke  W  sowohl 
r  wie  auch  ö.  Was  die  erste  Grösse  betrifft,  so  hat  man  für 
das  Element  ds  und  ein  Element  ds'  des  Stromes  8\  da  die 
Coordinate  x  des  Elementes  ds  ungeändert  bleibt: 

rdr  =  {y  '-yf)dy  -{-{£  —  f/)  dss , 
wo  durch  dr,  dy,  dz  die  durch  die  Drehung   bedingten  Aende- 
rungen  der  Grössen  r,  y,  z  bezeichnet  sind. 

Da  ferner:  ^ 

y  =:t  cos^  ,  z  =  tsin^, 
so  ist,  wenn  noch   die  Neigungen  der  Linie  r  gegen  die  Axen 
eingeführt  werden: 

1.)  dr  =  {cosc  .  y  —  cosb  .  z)di. 

Mittelst  eines  körperlichen  Dreiecks,  dessen  Kanten  der 
X'kxe,  der  y-Axe  und  dem  Elemente  ds  parallel  sind,  findet 
man,  wenn  ft  eine  gewisse  Constante  bedeutet: 

cosß  =  sina  cos{^'\-fi). 
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Ein  zweites  körperliches  Dreieck,  dessen  Kanten  mit  der 
X'Axe,  der  z-Axe  und  dem  Elemente  ds  parallel  sind,  liefert: 

co$  y  =  sin  a  sin  (S  +  fi). 

Hieraus  und  indem  man  bemerkt,  dass  die  Neigung  des 
Elementes  ds  gegen  die  x-Axe  bei  einer  Rotation  um  letztere 
ungeändert  bleibt,  findet  man  für  die  Aenderung,  welche  der 
Cosinus  des  Winkels  zwischen  ds  und  ds'  durch  die  Drehung 
erleidet : 

2.)  d  (cos  Ö)  =  {cos  ß  cos  y'  —  cos  y  cos  j3')  d  {. 

Unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  1.)  und  2.)  findet 
man  jetzt  für  das  der  Drehung  d  $  entsprechende  Increment  d  W 
des  Potentiales  nach  einigen  nahe  liegenden  Umformungen: 


dW 


<i) 


y  — ^ — ^ 


d^  ~~   2  J     J      \\    dz     ''  dy 


cos  0  ds  ds' 


,  dyde'  —  dzd\f\ 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  den  Buchstaben  ri   und  ^  ana- 
loge Bedeutimgen,  wie  dem  Buchstaben  f ,  beigelegt  werden : 

^  _dW     H  —  ^     y  _dTr 

"  —  dS  '  ~  dri  '  ~  di' 
Wie  die  Wechselwirkung  zwischen  zwei  linearen  elektri- 
schen Strömen,  so  lässt  sich  auch  die  Arbeit,  welche  bei  einer 
Bewegung  der  Ströme  von  den  zwischen  ihnen  thätigen  elektro- 
dynamischen Ejräften  geleistet  wird,  in  einfacher  Weise  mittelst 
des  Potentiales  der  Ströme  in  Bezug  auf  einander  darstellen. 
Es  werde  erstlich  die  Lage  des  Stromes  S  in  der  Art  geändert, 
dass  jeder  Punkt  desselben  einen  unendlich  kleinen  Weg  be- 
schreibt. Diese  Bewegung  kann  bekanntlich  stets  angesehen 
werden  als  resultirend  aus  drei  unendlich  kleinen  Verschiebun- 
gen dx,  dy,  dz  nach  den  Coordiuatenaxen  und  drei  unendlich 
kleinen  Rotationen  d^^  dri^  d^  um  dieselben  Axen.  Hiernach 
ergiebt  sich  für  die  entsprechende  Arbeit  aller  an  den  Elemen- 
ten von  8  angreifenden  elektrischen  Kräfte: 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  +  Sd|  +  Hdij  +  Zdf. 
Es  werde  femer  auch  die  Lage  des  Stromes  S'  geändert. 
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Die  componirenden  Verschiebungen  und  Rotationen  seien  da/, 
d^'  u.  s.  f.  und  die  Componenten  der  resultirenden  Kraft  und 
des  resulturenden  Gegenpaares  aller  an  S'  angreifenden  elektri- 
schen Kräfte  seien  X',  H'  u.  s.  f  Alsdann  leisten  die  letztg^ 
nannten  Kräfte  die  Arbeit: 

X'dixf  -f  Tdy'  +  Z^y  +  S'  dr  +  H'  dfi^  +  Z'dg'. 
Die  Summe  der  beiden  obigen  Ausdrücke  stellt  die  Arbeit 
dar,  welche  von  sämmtlichen  elektrischen  Kräften  geleistet 
wird,  wenn  sich  die  Lage  des  einen  und  des  anderen  Stromes 
gleichzeitig  in  der  angegebenen  Weise  ändert.  Jene  Summe 
ist  aber  nach  dem  Frühern  gleich  der  Aenderung,  welche  das 
Potential  W  durch  die  Aenderung  der  relativen  Lage  der 
Ströme  erleidet.  Hieraus  folgt,  dass  ganz  allgemein  die  Arbeit, 
welche  bei  jeder  beliebigen  Bewegung  der  Ströme  von  den  elek- 
trodynamischen  Kräften  geleistet  wird,  durch  die  Aenderung 
dargestellt  wird,  welche  das  Potential  der  Ströme  in  Bezug  auf 
einander  hierbei  erleidet. 

D%9  obige  Resultat  möge   auf  die  Bewegung  zweier  linea- 
rer elektrischer  Ströme  angewandt  werden,  deren  Träger  etwa 
noch  mit  anderen  ponderablen  Massen   in    Verbindung   stehen 
und,  wie  auch  diese  Massen,  der  Wirkung  anderer  als  der  zwi- 
schen den  Strömen  thätigen  elektrodynamischen  Kräfte  ausge- 
setzt sind.    Es  sei  m  das  Element  der  ponderablen  Materie  des 
von  beiden  Strömen  gebildeten  Sjstemes.     Zur  Zeit  0  besitze 
m  die  Geschwindigkeit  Vt,  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  v,  so 
dass,  wenn  eine  Summation  über  die  Massenelemente  des  gan- 
zen Sjstemes  durch  £  angedeutet  wird,  Umvo^  und  Umv^  die 
lebendige  Kraft  desSystemes  iUr  die  genannten  Zeiten  ist.    Fer- 
ner seien  für  dieselben  Zeiten   W^  und  W  die  Werthe  des  Po- 
tentiales  der  Ströme  in  Bezug  auf  einander,  und  endlich  werde 
durch  N  die  Arbeit  der  Kräfte  bezeichnet,  welche  neben  den 
zwischen  den  Strömen  thätigen  elektrodynamischen  Kräften  auf- 
treten.   Alsdann  hat  man  in  Gemässheit  des  Principes  der  Er- 
haltung der  Kraft: 

1/2  2  mv^—  Vs  I^mvo^^N^  W—  Fi. 
Hierbei  ist  aber  unterstellt^  dass  von  den  inducirenden  Wir* 
kungen  der  Ströme  abgesehen  werden  darf. 

Das  in  der  letzten  Gleichung  ausgesprochene  Theorem  gilt, 
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wie  man  leicht  findet,  auch  dann  noch,  wenn  sich  die  Qestalt 
der  Stromträger  während  der  Bewegung  ändert,  hierbei  aber 
die  Länge  des  Bogens  zwischen  irgend  zwei  Punkten  einer 
Stromcurve  ungeändert  bleibt.  Es  gilt  also  z.  B.  für  biegsame, 
aber  nicht  dehnbare  Leiter,  sowie  für  Leiter,  welche  aus  8tar> 
ren,  mit  ihren  Enden  aneinanderstossenden  und  um  diese  dreh- 
baren Stücken  zusammengesetzt  sind. 

Litte  rata  r.  Nenmano.  Allgemeine  Gesetze  der  indacirten  elektrischen 
Ströme.  Uebcr  ein  allgemeines  Princip  der  mathematischen  Theorie  in- 
ducirter  elektrischer  Ströme.  Abhandlangen  der  Akademie  der  Wissen- 
schaften za  Berlin,  I8i6  und  1847. 


c.    Experimentelle  Prüfung  der  Ampfere'schen 

Formel. 

Aus  der  grossen  Zahl  der  mannigfaltigen  Versuche,»  welche 
die  Ampere'sche  Formel  bestätigen,  heben  wir  die  mit  beson- 
derer Sorgfalt  von  Weber  ausgeführte  Prüfung  dieser  Formel 
hervor.  (Elektrodynamische  Maassbestimmungen,  1846).  Weber 
beobachtete  die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  cylindrisch- 
ringfbrmigen,  von  einem  und  demselben  elektrischen  Strome 
durchflossenen  Drahtrollen,  und  verglich  die  Resultate  der  Beob- 
achtung mit  den  aus  der  gedachten  Formel  abgeleiteten  Aus- 
drücken für  dieselbe  Wirkung.  Die  Mittelebenen  beider  Bollen 
standen  senkrecht,  und  ihre  Mittelpunkte  lagen  in  derselben 
Horizontalebene.  Die  eine  der  Rollen  war  in  den  verschiedenen 
Versuchen  fest;  ihre  Durchmesser  betrugen  8,88  und  0,55,  ihre 
Höhe  3  Centimeter.  Die  zweite  Rolle  war  beweglich;  sie  war 
nämlich  bifilar  an  zwei  dünnen  Metalldrähten,  von  denen  zu- 
gleich der  eine  den  Strom  zuführte,  der  andere  denselben  ab- 
leitete, aufgehängt.  Die  beiden  Durchmesser  des  von  den  Win- 
dungen eingenommenen  Raumes  betrugen  bei  der  beweglichen 
Rolle  12,27  und  10,05  Centimeter,  und  seine  Höhe  wiederum 
3  Centimeter.  Die  Bifilarrolle  bestand  aus  circa  3000,  die  feste 
Rolle  aus  10000  Windungen. 

Wenn   der  elektrische  Strom  durch  beide  Rollen  geschickt 
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wurde,  erlitt  die  bewegliche  Bolle  eine  Einwirkang,  die  sieh  in 
allen  Fällen  auf  eine  Kraft  und  ein  Gegenpaar  zurückführen 
liess,  von  denen  jene  im  Mittelpunkte  der  Bolle  angriff  und  ausser 
Acht  gelassen  werden  konnte,  während  das  Gegenpaar  die  Bolle 
aus  der  Gleichgewichtslage  herausdrehte,  die  sie  ursprünglich  in. 
Folge  der  Aufhängung  einnahm.  Die  Grösse  dieses  Gegenpaares 
war  es,  welche  in  den  verschiedenen  Versuchen  gemessen  wurde. 
Was  die  Stellung  der  Bollen  betrifft,  so  stand  die  Bifilar- 
rolle  im  Zustande  des  Gleichgewichts  senkrecht  zum  magneti- 
schen Meridiane.  Die  Mittelebene  der  festen  Bolle  blieb  stets 
dem  magnetischen  Meridiane  parallel.  Diese  Bolle  wurde  aber 
bei  den  Versuchen,  die  wir  hier  näher  betrachten  werden,  nach 
und  nach  nördlich  und  südlich,  östlich  und  westlich  von  der  Bi- 
filarrolle  so  aufgestellt,  dass  ihr  Mittelpunkt  der  Beihe  nach  in 
30,  40  und  50  Centimeter  Entfernung  von  dem  der  beweglichen 
Bolle  zu  liegen  kam.  Bei  einer  jeden  dieser  12  Stellungen  wurde 
der  Strom  hergestellt;  die  BifilarroUe  begann  um  eine  neue  von 
der  uröprünglichen  wenig  verschiedene  Gleichgewichtslage  zu 
oscilliren,  und  diese  wurde  nach  Gauss'scher  Methode  mittelst 
Spiegel,  Femrohr  und  Scala  bestimmt.  Hierauf  wurde  die  Bich- 
tung  des  Stromes  in  der  festen  Bolle  mittelst  eines  Commuta- 
tors  umgekehrt  und  wiederum  die  Gleichgewichtslage  der  be- 
weglichen Bolle  bestimmt;  die  Differenz  der  beiden  so  beobachte- 
ten Zahlen  der  Scala  lieferte  die  doppelte  Ablenkung  der  Bifi- 
larroUe in  Skalentheüen. 

Die  beobachteten  Ablenkungen  erheischen  eine  zweifache 
Correction  wegen  der  Schwankungen,  welchen  die  Intensität  des 
elektrischen  Stromes  unterworfen  war,  und  wegen  des  Einflusses, 
welchen  der  Magnetismus  der  Erde  auf  die  bewegliche  Bolle 
ausübte.  Um  diese  Correctionen  ausführen  zu  können,  mussten 
die  Intensitäten  des  Stromes  in  den  einzelnen  Versuchen  ver- 
glichen werden. 

Zu  dem  Ende  wurde  eine  Abzweigung  des  Stromes  durch  eine 
Multiplicatorrolle  geschickt  und  ebenso  wie  bei  der  BifilarroUe  die 
Ablenkung  bestimmt,  welche  sie  an  einem  Magnetometer  hervor- 
brachte. Die  Multiplicatorrolle  war  parallel  mit  dem  magnetischen 
Meridiane  und  in  so  grosser  Entfernung  von  der  BifilarroUe  auf- 
gestellt, dass  ihre  Einwirkung  auf  letztere  ausser  Acht  gelassen 
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werden  konnte.  Die  Mitte  der  Magnetometemadel  lag  auf  der 
Axe  der  Multiplicatorrolle.  Vorgreifend  bemerken  wir,  dass  die 
Tangenten  der  an  dieser  Galvanometervorrichtung  beobachteten 
Ablenkungswinkel  ein  Maass  für  die  Stromstärke  abgaben. 
■  (S.  II.  2 :  über  die  Wirkung  zwischen  elektrischen  Strömen  und 
Magneten.)  Um  aber  den  Ablenkungsbogen  in  Theilen  des 
Radius  Eins  zu  erhalten,  muss  man  die  beobachtete  Ablenkung 
in  Theilen  der  Skala  durch  die  Entfernung  des  Spiegels  von 
der  Skala  ebenfalls  in  Theilen  der  Skala  dividiren,  den  Bogen 
aufsuchen,  dessen  Tangente  dem  so  gewonnenen  Quotienten 
gleichkommt,  und  diesen  Bogen  halbiren.  Bei  den  hier  zu  be- 
sprechen'len  Versuchen  konnte  man,  da  die  Ablenkungen  sehr 
klein  waren,  die  Ablenkungen  in  Theilen  der  Skala  als  propor- 
tional mit  den  Ablenkungsbogen  betrachten,  ohne  dadurch  Feh* 
1er  herbeizuführen,  die  den  Beobachtungsfehlern  gleichkämen. 

Auf  die  oben  angegebene  Weise  gewann  Weber  die  in  fol- 
gender Tabelle  zusammengestellten  Resultate: 


Abstand 

Nördlich 

Südlich 

30 

40 

50 

30 

40 

50 

Doppelte   Ablenkung   der  Biß- 
larroUe  in  Skalcntheilen  .    . 

Doppelte  Ablenkung  des  Mag- 
netometer in  Skalentheilen 

• 

78,08 
298,33 

86,15 
302,07 

20,30 
312;48 

78,85 
299,89 

35,48 
299,30 

19,49 
305,56 

Abstand 

Oestlich 

Westlich 

30          40 

1 

50 

30    J     40 

50 

Doppelte  Ablenkung  der  Bifi- 
larrolle  in  Skalentheilen  .   . 

Doppelte  Ablenkung  des  Mag- 
net ometer  in  Skalentheilen 

190,08 
297,30 

81, «4 
303,79 

42,89 

a08,80 

192,17 
297,81 

79,60 
300,81 

44,31 
314,32 

Die  Stellung  der  Bifilarrolle  wurde  bedingt  durch  das  Gleich- 
gewicht zwischen  der  Torsionswirkung,  der  Wirkung  des  £rd- 
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magnetismus  und  der  Wechselwirkimg  zwischen  den  festen  und 
beweglichen  Theilen  der  Stromleitung.  Es  konnte  daher  auf  die 
letzte  Wirkung  aus  den  beobachteten  Ablenkungen  erst  ge- 
schlossen werden,  nachdem  die  beiden  erst  genannten  Wirkun- 
gen ermittelt  waren. 

Um  nun  das  Torsionsmoment  der  Bifilarrolle  zu  finden, 
wurde  erstlich  ihr  Trägheitsmoment  nach  Gauss'scher  Methode 
gesucht  und  für  das  Centimeter  als  Einheit  der  Linie,  das  Qramm 
als  Einheit  der  Masse  gleich  8648  gefunden.  Sodann  wurde  die 
Dauer  einer  ganzen  Oscillation  gleich  26,6518  Seconden  gefun- 
den. Hiernach  hat  man  für  das  Qegenpaar  T,  welches  die 
Bolle  in  ihre  Gleichgewichtslage  zurückzudrehen  strebte,  wenn 
sie  die  Ablenkung  a  erlitten  hatte: 

T  =  480,64  a. 
Femer  wurde  durch  eine  Methode,  die  in  der  Folge  auseinan- 
dergesetzt werden  soU  (S.  II.  2 :  über  die  Wirkung  zwischen  elek- 
trischen Strömen  und  Magneten),  gefunden,  dass  die  horizontale 
Componente^  desOegenpaares,  welches  die  Wirkung  der  Erde  auf 
die  Bifilarrolle  darstellte,  sich  wie  folgt  ausdrückte,  wenn  y  die 
doppelte  Ablenkung  des  Galvanometers  in  Skalentheilen,  a  wie- 
derum den  Ablenkungsbogen  der  Bifilarrolle  bedeutet: 

E  =  0,194  ay. 

Die  Richtung  des  Stromes  in  der  Bifilarrolle  war  stets  eine 
solche,  dass  der  Erdmagnetismus  in  gleichem  Sinne  mit  den 
elektrodynamischen  Kräften  wirkte;  daher  hatte  man,  unter  G 
das  Gegenpaar  verstanden,  welches  die  Wirkung  der  festen 
Theile  der  Stromleitung  auf  die  beweglichen  darstellte: 

T=  E+  G, 
und  folglich : 

G-(l    --i?i.yW 
^—y         480640  V-^' 

Aus  letzterer  Relation  ersehen  wir,  dass  man  die  oben  aufgeführ- 
ten Werthe  der  doppelten  Ablenkung  der  BifilarroUe  mit  dem 

194 
Factor  1  —  jöAßTÄ  Y  multipliciren  müsse,  um  die  reine  elektro- 
dynamische Wirkung  zu  erhalten  und  den  Einfluss  des  Erdmag-  ' 
netismus  zu  eliminiren.  Es  ergeben  sich  so  die  folgenden  Werthe: 
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Abstand 

Nördlich 

SüdUch 

30 

40 

5ü 

30 

40 

50 

Doppelte  corrigirte  AblenkuDg 
der  BifilarroUe 

68,67 

31,74 

17,74 

69,30 

31,15 

17,09 

Abstand 

0  estlich 

Westlich 

30 

40 

50 

30 

40 

50 

Doppelte  corrigirte  Ablenkung 
der  BifilarroUe 

167,26 

71,63 

37,54 

169,06 

69,93 

38,69 

Es  erübrigt  endlich  noch,  die  Ablenkungen  auf  gleiche  Strom- 
stärke zu  reduciren.  Die  elektrodynamische  Wirkung  ist  in  un- 
serem Falle  der  Amp6re'schen  Formel  zufolge  mit  dem  Qua- 
drate der  Intensität  proportional.  Wenn  wir  daher  mit  Weber 
alle  Ablenkungen  auf  den  Strom  reduciren  wollen,  dem  in  der 
angewandten  Galvänometervorrichtung  die  doppelte  Ablenkung 

V  100000  entspricht,  so  haben  wir  die  oben  aufgeführten  -dop- 
pelten Ablenkungen  der  BifilarroUe  mit  100000 :y*  zu  multipli- 
ciren,  unter  y  die  jedesmalige  doppelte  Ablenkung  des  Galvano- 
meters verstanden.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  für  die  reine 
elektrodynamische  Wirkung  und  für  eine  und  dieselbe  Strom- 
stärke die  folgenden  Werthe: 


Abstand 

Nördlich 

Sadlich 

30 

40 

50 

30 

40 

50 

Doppelte  Ablenkung 

77,16 

34,78 

18,17 

77,06 

34,77 

18,30 

AViat&nd 

Oestlich 

Westlich 

30 

40 

50 

30 

40 

50 

Doppelte  Ablenkung 

189,24 

77,61 

39,37 

190,62 

77,28 

39,16 
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Man  sieht  leicht  von  vornherein  ein,  dass  die  beiden  Ablen- 
kungen für  die  nördliche  und  südliche\  Lage  der  festen  Rolle 
bei  gleichem  Abstände  hätten  gleich  sein  müssen,  und  ebenso  die 
einander  entsprechetiden  Ablenkungen  für  die  östliche  und  west* 
liehe  Lage  der  festen  Rolle.  Li  der  That  weichen  sie  nur  um 
Weniges  von  einander  ab.  Nehmen  wir  die  Mittel  der  sich  ent- 
sprechenden Zahlen,  so  kommt: 


Alistftnd 

Nord-Süd 

Ost- West 

80 

40 

60 

30 

40 

50 

Doppelte  Ablenkung 

77,11 

34,77 

18,24 

189,93 

77,45 

39,27 

Dieses  sind  die  Zahlen,  welche  eine  Yergleichung  mit  der  Theorie 
gestatten.    Es  sind  dieselben  aber   aufzufassen   als  die  Werthe 
des  Qegenpaares,  welches  aus  der  Einwirkung  der  festen  Rolle 
auf  die  bewegliche  resultirt.     Von  der  Einwirkung  der  galvani- 
schen Säule,  welche  den  elektrischen  Strom  lieferte,   der  Multi- 
plicatorroUe,  des  Galvanometers  und  der  entfernteren  Theile  der 
Leitungsdrähte  konnte  wegen  ihrer  Entfernung  abgesehen  wer- 
den; auch  die  Einwirkung  des  näher  gelegenen  Zuleitungs-  und 
Ableitungs-Drahtes  der  festen  Rolle  kam  ausser  Betracht,  indem 
sie  um  einander  gewunden  waren  und  folglich  die  Totalwirkung 
der  in  ihnen  enthaltenen  Theilströme  wegen  ihrer  entgegenge* 
setzten  Richtungen  zum  grössten  Theile   verschwinden    musste. 
Auch  leuchtet  ein,  dass  die  Einwirkung,  welche  die  Aufhängungs- 
drähte der  BifilarroUe  erlitten,  ganz  zu  vernachlässigen  war.  Die 
beobachteten  Drehungsmomente  können  wir  also  als  resultirend 
betrachten  aus  den  Theüwirkungen,  welche  jede  Windung  der  fes- 
ten Rolle  auf  jede  Windung  der  beweglichen  Rolle  ausübte,  und 
ohne  merklichen  Fehler  wird  man  bei  Berechnung  dieser  Wir- 
kungen von  der  kleinen  Ablenkung  der  BifilarroUe  absehen,  so- 
wie auch  die  einzelne  Windung  als  einen  in  sich   geschlossenen 
Kreisstrom  betrachten  dürfen. 

Hiemach  erheischt  die  Vergleichung  des  Versuches  mit  der 
Theorie  vor  Allem  die  Erörterung  der  Wirkung  zwischen  zwei 
Ereisströmen,  deren  Ebenen  aufeinander  senkrecht  stehen  und 
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sich  in  einer  zur  Verbindungslinie  der  Centra  senkrechten  Gera- 
den achneiden. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Wirkung  eines  mit  der  yis^ 
Ebene  parallelen  Ereisstromes  K!^  dessen  Mittelpunkt  in  der 
ä^y- Ebene  liegt,  auf  ein  im  Coordinatenanfangspunkte  befind- 
liches Stromelement.  Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  seien 
X  z=z  a^  y  ^=ih  und  der  Radius  iJ'.    Wir  haben  dann  allgemein : 

-r^=z  Cdy  ^BdB,  -TTr'—Ade—Cdx,  -rr^  =Bdx  —  Ädy, 
%%  %%  tz 

^^   rydjs'^ß'dy'  ■p_    rj^daf—afd/  fx'dy'^y'daf 

Li  unserem  Falle  kommt  aber,  wenn  wir  den  Winkel,  welchen 
irgend  einBadius  des  Kreises  mit  der  a?2/' Ebene  oder  dery-Axe 
bildet,  durch  9'  bezeichnen: 

a/  =  a,    y'  =  6  +  R'cosfp^      sf  =  Bfsintp^ 
dxf  —  0,  dif  ='—R'sin<p'd<p'y  ds/  =  It!cos(p*d(f/. 
Mit  Bücksicht  hierauffindet  man,  wenn  man  noch  bedenkt,  dass 

—  aus  lauter  Paaren  entgegengesetzt  gleicher  Diflfe- 


0 


rentiale  besteht  und  somit  verschwindet: 

wo  die  Integration  über  das  Intervall  von  0  bis  2?r  auszudeh- 
nen ist.  Die  theilweise  Integration  liefert  aber  für  dieselben 
Grenzen: 

/cosq>'d(p* fsinq>'dr 

oder,  da  die  Relation: 

r>  =  a«  +  6»  +  Ä'«  4-  2hRco$q)' 
besteht : 

/cos(p'dq)' _^  ^  p,  Csin^p'^dq)' 
r*  J        r»        ' 

Somit  kann  man  schreiben: 


elektrischer  Ströme.  271 

tmd  hieraus  folgt: 


+  Ä».3aiS"/Ä?^, 


WO  zu  setzen  ist: 

r2  =  a»  +  62  4.  ij'9  ^  2  &  Rcosq)'. 
Wir  wenden  jetzt  obige  Formeln  an,  um  die  Wirkung  des  Kreis- 
stromes K'  auf  einen  zweiten  Ereisstrom  K  zu  bestimmen,  der 
in  der  a;ir -Ebene  liegt  und  zum  Mittelpunkte  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  hat.  Es  handelt  sich  aber  für  die  Folge  nur  um 
das  Drehungsmoment  der  an  K  angreifenden  Kräfte  in  Bezug 
auf  die  js-Axe  und  wir  begnügen  uns  daher  auch  damit,  diesen 
Theil  der  zwischen  den  Ejreisen  stattfindenden  Wechselwirkung 
zu  finden.    Für  das  fragliche  Moment  hat  man: 

wenn  Y  die  Componente  der  Wirkung  ist,  welche  K'  auf  ein  Element 

ds  des  Kreisstromes  K  ausübt.  Um  zunächst  diese  Componente 

mittelst  der  oben  gefundenen  Ausdrücke  für  die  Wirkung  auf 

ein  im  Anfangspunkte  gelegenes  Element  zu  erhalte^,  legen  wir 

durch  ds  neue  Coordinatenaxen,  die  Axe  der  Xi  parallel  mit  der 

der  X  und  die  Ebene  der  Xi  yi   durch  den  Mittelpunkt  von  K'. 

Es  ist  dann,  unter  d  den  Winkel  zwischen  den  Axen  der  y  und 

der  yi  verstanden: 

Y=  Ti  cösÄ  +  Zi  sind. 

Die  Componenten  Fi  und  Zi  lassen  sich  mittelst  der  Mtheren 
Formeln  finden;  es  kommt: 


^=-*«ji../^-3»fif./*^) 


+  ax,.3a,b,R.fS!^, 
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wo  zu  setzen  ist: 

Ol  =a  —  a:,  6«  =  63  +  ;?2,  r«  ===  a^  +  6»  +  Ä« +E^—  2ax 

+  2Vä3+^2.  Sf  cosq>'. 
Da  man  ferner  hat: 

et 

dxi  =  dx,  de-i  cos  d  —  dyi  sin  S  =  de,  sin  S  =  y-, 
so  findet  man  durch  Substitution: 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  der  Radius  R  eines  Ele- 
mentes ds  von  £'mit  der  ier-Axe  bildet,  durch  q>^  so  ist: 

X  =  Rsinq),  z  =  Bcosq), 
und  man  erhält  somit: 

4-  SB^Üf^  f  f?^^  Ib^sinq)^  +  aRsinq>cosq)A  dq>dq>\ 

wo  zu  setzen  ist: 

r2  =  a«  +  6«  +  1?«4-  Ä'2  —  2aRsin(p  +  2  VftalhBW^.JSVo^y'. 
Für  die  besonderen  Lagen  der  beiden  Kreise,  welche  in  den  er- 
wähnten Versuchen  zur  Sprache  kommen,  ergeben  sich  folgende 
Kesultate. 

1.)  a  =  0.    Die  Ebene  des  Kreises  AT'  geht  durch  den  Mit- 
telpunkt von  K, 

2Z  o^,    r^      •      .    Cdip'sintp'^         r.      .      ^    Pdtp' 

ifWW^  =  ^^'  J  ^^'^^^'J  '^T^-Jä^stng>^J  ^, 

r«  =  fta  +  ^2  -f  jK'2  _^  2V6«  +  RUosq>KE cosfp\ 
2.)  6  =  0.    Die  Ebene  des  Kreises  K  geht  durch  den  Mit- 
telpunkt von  K\ 

2Z           ^    -n   r^      '             2    rd^^sin^ 
j^,^^^  =  3aRj  dq>stnq>cosq>^  J ^:^— 

—  Jd(psin(p^J-^, 

r«  =  a«  +  ii»  +  R'^  —  2aRsinq>  +  2RRcos<pco$(p'. 
Um   die   erste   Integration  in  obigen   Ausdrücken  auszuführen, 
setzen  wir: 

r>  =  /«-|-  kcos(p\ 
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entwickeln  nach  Potenzen  von  cosq>*  und  finden  mit  Rücksicht 
auf  die  Grenzen  der  Integration : 

rdtp'  _  2^  f       ,30  Ä2       ^45^  fc4  I 

J    r'    ""  ?M     "^32*^  +  1024*Z8"^ J' 

rsinq)'^d<p'  _n{        35  h^    .    1155  h^  | 

Substituiren  wir  die  letzten  Ausdrücke  und  führen  wir  hierauf 
die  zweite  Integration  aus,  so  kommt  für  den  ersten  Fall,  wenn 
a  =  0  ist,  und  für  6,  d.  i.  die  Entfernung  der  Centra,  d  ge- 
setzt wird : 

2Zi 


II  71* 


WO  zu  setzen  ist: 

Z»  =  d2  ^  E«  +  R'^, 
In  dem  zweiten  Falle,  wenn  6  =  0  ist,  setzen  wir: 

P  =  a2  +  jR^  -f  JB'a  —  2al2sm9  =  V^  —  &' 
und  finden  zunächst  für  die  Glieder  mit  geraden  Potenzen  von 

V  in  der  Entwicklung  von    /  -^ : 

2£r  L         30(A;-^H-2y^)    ,    315(3fc^  +  2^*^'fe''  +  S^') 

r^  I    "•"         32^4  "•"  1024^8  \ 

Ferner  ergiebt  sich  für  die   Glieder  mit   ungeraden   Potenzen 

'sin  (p^^dq)\ 


- 


f5 


IL  J-i^  JL.  315(3A;«fe^  +  ^^^)     I 
Z'5  J2?'2  +  192^6  + 


V 

Hiernach  hat    man,    wenn    wieder  die  Entfernung  der  Centra 
durch  d  bezeichnet  wird: 

2Z,    _ 


[2  +  |^(4d»  +  U'0Ä^  + 


'  945 


(8d*  +  4d2E'3  +  iJ'4)U4  + 


256  2» 
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wo  wiederum  zu  setzen  ist: 

Ja  =  d2  +  i?2  +  iZ's. 

Bei  der  Anwendung  der  obigen  Formeln  auf  die  Weber'- 
schen  Verbuche  darf  man  erstlich  annehmen,  dass  die  Wirkung, 
welche  die  BifilarroUe  erleidet,  merklich  proportional  mit  der 
Wirkung  ist,  welche  ein  Kreis  erleidet,  der  in  der  Mittelebene 
liegt,  und  dessen  Radius  dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden 
Radien  der  Rolle  gleichkommt  und  somit  5,58  Centimeter  misst. 
Femer  leuchtet  ein,  dass  die  feste  Rolle  durch  ein  System  con- 
centrischer  Kreisströme  von  gleicher  Intensität  ersetzt  werden 
könne,  die  in  der  Mittelebene  der  Rolle  liegen,  und  deren  Ra- 
dien stetig  von  0  bis  4,44  Centimeter  wachsen. 

Für  das  Oegenpaar  also,  welches  an  der  beweglichen  Rolle 
wirkt,  hat  man,  unter  c  eine  gewisse  Constante  verstanden: 

G  =  c  fZ,dR', 

0 

wo  für  die  obere  Grenze  der  Integi  ation  der  Radius  der  festen 
Rolle  zu  nehmen  ist.  Beziehen  sich  also  die  Marken  l  und  2 
auf  den  ersten  und  zweiten  der  oben  näher  bezeichneten  Fälle, 
so  hat  man  erstlich,-  wenn  nur  die  drei  ersten  Glieder  der  Ent- 
wicklung beibehalten  werden: 

2  Gi'.cii^x^  = 

Hier  ist  zu  setzen: 

ja  =  s»  -f  ii'2  =  ^2  -[-  ij2  -(-  i?'a; 

ferner  bedeutet  Ei  das  Integral  des  dritten  Gliedes  in  der  Ent- 

2Z 
Wicklung  für  T^,  wofür  man  annähernd  setzen  kann: 

Man  findet  femer  für  den  zweiten  Fall : 
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-«t('-'-^-T)+(MD^ 


-(![' 


r  f]  +  H^  f?  ~  ^]  ii)  ^  + -^ )' 


wo  für  E2,  das  Integral  des  dritten  Gliedes  in  der  Entwick- 
lung für   . .,  '\^j  annähernd  gesetzt  werden  kann: 


E,= 


315     d^    B^W^ 
32   *  s*  *      s' 


Wir  setzen  jetzt  in  den  obigen  Ausdrücken  5  =  5,58,  iJ'  =  4,44 
und  für  d  der  Reihe  nach  30,  40,  60.  Wir  erhalten  dann  für 
den  absoluten  Werth  von  2  G.ciV n^  in  dem  ersten  Falle  be- 
züglich 0,0291,  0,0131,  0,0068  und  in  dem  zweiten  Falle  0,0712, 
0,0293,  0,0148.  Diese  Zahlen  müssen,  wofern  die  Ergebnisse 
der  Theorie  mit  denen  des  Versuches  im  Einklang  stehen  sol- 
len, in  demselben  Verhältnisse  zu  einander  stehen  wie  die  ent- 
sprechenden dm'ch  die  Beobachtung  gewonnenen  Zahlen.  Sol- 
ches ist  in  der  That  nahe  der  Fall.  Multiplicirt  man  nämlich 
die  aus  den  Formeln  gewonnenen  Zahlen  mit  2659,  so  ergeben 
sich  die  Werthe,  welche  in  der  folgenden  Tabelle  als  berechnet 
mit  den  entsprechenden  beobachteten  Werthen  zusammenge* 
stellt  sind. 


Abstand. 

Nord  —  Süd. 

Ost  =  West. 

80 

40 

60 

30 

40 

50 

Doppelte    1  beobachtet  .    . 
Ablenkung  \  berechnet    •    . 

77,11 

77,38 

34,77 
34,83 

18,24 
18,08 

189,93 
189,32 

77,45 
77,91 

39,27 
39,36 

3.    Von  den  elektrisolien  Elementarströmen. 

Unter  einem  elektrischen  Elementarstrome  verstehen  wir 
einen  linearen,  in  sich  geschlossenen  Strom,  dessen  Bahn  ein- 

18* 
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fach  gekrümmt  und  von  verschwindend  kleiner  Länge  ist,  so 
dass  die  von  dem  Strome  umkreiste  Fläche  als  ein  Flächen- 
element mit  unendlich  kleinen  Dimensionen  angesehen  werden 
kann.  Es  leuchtet  von  vornherein  ein,  dass  die  elektrodynami- 
schen Formeln  für  die  Wechselwirkung  zwischen  solchen  Ele- 
mentarströmen, sowie  zwischen  Elementar-  und  gewöhnlichen 
Strömen  gewisse  Vereinfachungen  zulassen  werden,  und  diese 
wollen  wir  jetzt  für  eine  Reihe  besonders  wichtiger  Fälle  er- 
zielen. 

a.    Wirkung  zwischen  einem  Stromelemente  und  einem 

Elementarstrome. 

Um  die  Wirkung  zwischen  einem  Elementarstrome  und 
einem  Stromelemente  zu  ermitteln,  legen  wir  die  Coordinaten- 
axen  durch  das  Stromelement  und  geben  wir  ihnen  solche  Rich- 
tungen, dass  die  ^-Axe  senkrecht  zu  der  Ebene  des  Elementar- 
stromes und  ein  Punkt  0  der  von  letzterem  umflossenen  Fläche 
in  die  j^^er- Ebene  zu  liegen  kommt.  Die  Coordinaten  des  Punk- 
tes 0  seien: 

X  =  a,  y  =  Oy  £!  =  c. 

Wir  bezeichnen  den  von  0  ausgehenden,  verschwindend  kleinen 
Radius  vector  eines  Elementes  des  Stromes  durch  q  und  den 
Winkel,  welchen  der  Radius  vector  mit  der  a;-Axe,  also  auch 
mit  der  Durchschnittslinie  der  Stiomfläche  und  der  Ebene  xz 
bildet,  durch  v.  Diesen  Winkel  rechnen  wir  von  0  bis  2n  und 
in  gleichem  Sinne  wie  wir  bisher  die  Z-Componente  eines  Ge- 
genpaares gerechnet  haben,  d.  h.  in  gleichem  Sinne  mit  der 
Rotation,  durch  welche  die  a;-Axe  auf  dem  kürzesten  Wege 
um  den  Coordinatenanfangspunkt  in  die  y-Axe  so  gedreht 
wird,  dass  die  in  Bezug  auf  die  Vorzeichen  einander  entspre- 
chenden Hälften  beider  Axen  zusammenfallen.  Die  Richtungen 
der  positiven  x  und  y  mögen  aber  in  der  Folge,  wo  eine  sol- 
che nähere  Bestimmung  von  Bedeutung  ist,  stets  so  gewählt 
werden,  dass  jene  Rotation  für  ein  Auge,  welches  sich  im  Un- 
endlichen auf  der  Seite  der  positiven  si  befindet,  mit  der  Be- 
wegung des  Zeigers  einer  Uhr  übereinstimmt.  Diese  Rotation 
bezeichnen  wir  dadurch,  dass  wir  sagen,  sie  erscheine  dem  Auge 
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rechtläufig,  während  wir  von  der  entgegengesetzten  Rotation 
sagen,  sie  erscheine  dem  Auge  rückläufig.  Wir  erhalten  nun 
für  ein  Element  des  Elementarstromes,  wenn  auch  die  Strö- 
mung der  positiven  Elektricität  einem  Auge,  das  auf  der  Seite 
der  positiven  z  im  Unendlichen  liegt,  rechtläufig  erscheint: 
s!  z=  a  -^  Qcosv,  y  =  Qsinv,  z'  =-.  c, 

dxf  =  cosvdQ  —  Qsinvdv,    dy'  =  sinv dg  '\'  qcosv dv,   d£r'  =  0. 
Hieraus  folgt  ferner: 

Wdaf  —  x'd/  rdx! 


J — 7^ —  =  y- 


r3  ' 
^  ^    rod  dy'  -^  yf  daf  ^  ^  rd£   ,      Pq^  dv 

Wenn  t  die  Entfernung  des  Punktes  0  vom  Coordinatenanfangs- 
pimkte  bedeutet,  so  ist: 

r2  =  a/a  +  y'2  -j-  ^'a  =  ^2  _|.  ^a  _[_  2aQC0Sv. 

Substituiren  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth  von  r  in 
die  obigen  Ausdrücke,  entwickeln  die  Integranden  nach  stei- 
genden Potenzen  von  q  und  berücksichtigen,  dass  f  dx!  und 
ydy  verschwinden,  weil  der  Strom  in  sich  geschlossen  ist,  so 

kommt,  wenn  wir  bloss  die  Glieder  der  niedrigsten  Ordnung 
beibehalten : 

f%  =  ~^-^f  QCOSV  dl/ =  -^^^f{\d{Q^  sin2v)  +  Q^dv], 

Hiemach  hat  man  mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  der 
Strom  in  sich  geschlossen  ist,  und  wenn  seine  Fläche  mit  /'  be- 
zeichnet wird: 

Für  die  gesuchten  Componenten  der  Wirkung,  welche  der  Ele- 
mentarstrom auf  das  Stromelement  ausübt,  findet  man  nun- 
mehr endlich: 


1 

A 
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2X_/2        3a^\^     _ 
1^~  Vi»  ~   f  )  ^  ~         de       ' 

^/cdx  —  ade\ 
2Y  _      (1        3an,      ,    3ac   ,     _     \        t^        ) 


2Z  3ac  , 

dy 


<^) 


Aus  den  letzten  Formeln,  welche  sich  auf  eine  besondere  Lage 
des  Stromelementes  und  des  Elementarstromes  gegen  das 
Coordinatensystem  beziehen,  lassen  sich  leicht  die  für  eine  be- 
liebige Lage  des  Elementes  und  des  Stromes  gültigen  Formeln 
wie  folgt  entwickeln.  Man  drehe  erstlich  das  oben  gewählte 
Coordinatensystem  um  die  Äxe  der  z^  sodann  um  die  Axe  der 
y  und  hiemach  verschiebe  man  dasselbe,  ohne  die  Eichtung  sei- 
ner Axen  zu  ändern.  Nach  jeder  Aenderung  des  Systemes  aber 
leite  man  mittelst  der  bekannten  Transformationsformeln  die 
neuen  Componenten  der  Kraft  aus  den  alten  her  und  drücke 
hierauf  die  alten  Coordinaten  durch  die  neuen  aus.  Auf  diese 
Weise  gelangt  man  zu  folgenden  Beziehungen.  Es  seien  x^  y,  e 
die  Coordinaten  des  Stromelementes,  a/,  y',  z^  die  Coordinaten 
des  Elementarstromes,  d.  h.  die  Coordinaten  irgend  eines  Punk- 
tes  seiner   Stromfläche.     Die    Entfernung  des   Elementes  vom 

Strome  sei  r.    Ferner  werde  durch  -^  eine  Difierentiation  nach 

dv 

der  Normale  der  Stromfläche  angedeutet  und  hierbei  unter- 
stellt, dass  sich  der  Differentialquotient  auf  den  Strom,  d.  h. 
auf  irgend  einen  Punkt  der  Stromfläche  beziehe,  und  die  Nor- 
male von  der  Seite  her,  auf  welcher  der  Strom  rechtläufig  er- 
scheint, nach  der  Seite  hin,  auf  welcher  er  rückläufig  erscheint, 
gerechnet  werde.    Alsdann  hat  man: 

^__dk     _2r^__^       2Z  _       dC 
iif  ~        iif  '    iif  ~      dl/  '    ii'f  ~      dv'  ' 

wo  zu  setzen  ist: 
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d(l)  äß)  dfl)  d(l) 


b.    Wirkung  zwischen  einem  Stromelemente  und 

einem  Solenolde. 

Ein  besonderes  Interesse  bietet  die  Betrachtung  eines  star- 
ren Systemes  von  Elementarströmen  dar,  die  unter  einander 
gleich  und  parallel  und  überdies  in  verschwindend  kleinen  glei- 
chen Abständen  von  einander  so  angeordnet  sind,  dass  alle  ho- 
mologen Punkte  in  geraden  Linien  liegen,  die  auf  den  Ebenen 
der  Ströme  senkrecht  stehen.  Ein  solches  System  wird  So- 
lenoid  genannt  und  ist  vollständig  bestimmt,  sobald  die  Lage 
seiner  Endpunkte,  der  einzelne  Elementarstrom  und  die  (unend- 
lich grosse)  Anzahl  der  auf  die  Längeneinheit  gehenden  Ele- 
mentarströme gegeben  ist.  Es  seien  nun  Pi'  und  P2'  die  En- 
den eines  Solenoides  mit  den  Coordinaten  iCi',  yi',  Z\  und 
3^2',  ya',  ^'.  Pa'Pi'  sei  die  Kichtung  der  Normale  des  einzel- 
nen Elementarstromes,  solche  in  der  Weise,  wie  früher  angege- 
ben wurde,  gerechnet,  und  nach  dieser  Kichtung  sei  v'  die  Ent- 
fernung des  einzelnen  Elementarstromes,  r/  die  des  Endes  Pi', 
v^  die  des  Endes  P2'  von  einem  beliebig  gewählten  festen 
Punkte  der  Linie  P^Pi»  Femer  werde  die  Intensität  und 
die  Fläche  des  Elementarstromes  durch  i*  und  /'  bezeichnet  und 
durch  n*  die  auf  die  Längeneinheit  gehende  Anzahl  von  Strö- 
men. Nach  dem  Früheren  erhalten  wir  alsdann  für  die  Com- 
ponenten  der  Wirkung,  welche  das  Solenoi'd  auf  ein  Strom- 
element ausübt: 
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iiT=J    W^"^'    W=J   d^         ' 

Vi' 

oder: 

2X  A         *        2  Y    T>       T»         ^^     p       P 

WO  Ai,  Aj  u.  8.  f.  die  Aasdrücke  bedeuten,  welche  aus  A  u.  s.  f. 
hervorgehen,  wenn  an  die  Stelle  von  x\  j/,  /,  bezüglich  die 
Coordinaten  des  einen  oder  des  andern  Endes  des  SolenoYdes 
gesetzt  werden. 

Wenn  man  das  Ende  Pi  des  Solenoides  in  seiner  Lage  be- 
lässt,  dahingegen  durch  Verlängerung  des  Solen oides  das  Ende 
Pj'  ins  Unendliche  rücken  lässt,  so  erhält  man  ein  nur  einsei- 
tig begrenztes  Solenoid,  welches  wir  ein  rechtläufiges  nennen 
wollen,  weU  der  Strom  des  im  Endlichen  gelegenen  Endes,  von 
dem  ins  unendliche  gerückten  Ende  aus  betrachtet,  als  recht- 
läufig  erscheint.  Für  ein  solches  unendlich  langes  Solenoid  er- 
giebt  sich  dem  Obigen  zufolge,  wenn  wir  die  Coordinaten  des 
im  Endlichen  gelegenen  Endes  durch  od,  y\  0'  bezeichnen: 


t.nt'j  t.ntj  i,nij 

Die  Werthe  der  Componenten  X,  F,  Z  kehren  ihr  Vor- 
zeichen um,  wenn  das  Solenoid  in  ein  rückläufiges  übergeht, 
d.  h.  wenn  sich  die  Richtung  der  Elementarströme  umkehrt 
und  folglich  letztere,  von  dem  im  Unendlichen  gelegenen  Ende 
her  betrachtet)  als  rückläufig  erscheinen. 

Legen  wir  das  Element  in  den  Anfangspunkt  der  Coordina- 
ten und  geben  wir  ihm  die  Richtung  der  positiven  js,  so  ver- 
schwindet die  Componente  Z,  und  für  die  beiden  übrigen  Com- 
ponenten ergiebt  sich,  wenn  das  Solenoid  rechtläufig  ist: 

i.n'i'f  ~       r»  "*'  i.n'i'f  ~~  r"    ^- 
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Hiemach  steht  die  Kraft,  womit  das  Solenoi'd  auf  das  Element 
einwirkt,  nicht  bloss  auf  diesem,  sondern  auch  auf  der  Verbin- 
dungslinie des  Elementes  und  des  Solen oid-Endes  P/,  also  auch 
auf  der  durch  diese  Linie  und  das  Element  bestimmten  Ebene 
senkrecht.  Betrachtet  man  das  Solenoi'd-Ende  von  der  Stelle 
des  Stromelementes  aus  und  geht  die  Richtung  des  letztem 
oder  sein  Strom  von  unten  nach  oben,  so  ist  die  Kraft,  welche 
das  Solenoi'd  auf  das  Element  ausübt,  von  links  nach  rechts 
gerichtet.  Die  entgegengesetzte  Richtung  erlangt  die  Kraft, 
wenn  das  Solenoi'd  rückläufig  ist.  Was  aber  die  absolute  Grösse 
der  Kraft  betriflTt,  so  hat  man  für  dieselbe,  unter  q>  den  Win- 
kel verstanden,  welchen  das  Element  mit  der  Verbindungslinie 
des  Elementes  und  des  Soleno'id-Endes  bUdet: 

Von  der  Richtimg  des  Soleno'ides  ist  die  Kraft  ganz  unabhängig. 

c.    Wirkung  zwischen  einem  Soleno'ide  und  einem 

Elementar  ströme. 

Die  elektrodynamische  Wirkung  eines  jeden  Solenoides  kann 
stets  leicht  auf  die  des  rechtläufigen  Soleno'ides  zurückgeführt 
werden.  Wir  beschränken  uns  daher  bei  Betrachtung  der  Wir- 
kung zwischen  einem  Solenoide  und  einem  Elementarstrome  auf 
den  Fall,  wo  jenes  ein  rechtläufiges  ist.  Zur  Vereinfachung  der 
Rechnung  legen  wir  den  Elementarstrom  so  in  die  ^y- Ebene, 
dass  der  Coordinatenanfangspunkt  in  die  Stromfläche  zu  lie- 
gen kommt.  Ferner  legen  wir  die  ä?^- Ebene  durch  das  im 
Endlichen  gelegene  Ende  des  Soleno'ides  und  bezeichnen  die 
Coordinaten  x  und  z  des  Endes  durch  a  und  c.  Wir  erhalten 
alsdann,  wenn  wir  im  Uebrigen  die  frühere  Bezeichnung  beibe- 
halten, für  die  Componenten  der  resultirenden  Kraft  und  des 
resultirenden  Gegenpaares,  durch  welche  sich  die  Wirkung  des 
Solenoides  auf  den  Elementarstrom  darstellen  lässt,  vorausge- 
setzt, dass  derselbe  von  der  positiven  ^er-Axe  aus  rechtläufig 
erscheint : 
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2X     _  .  f'dy         2Y  ^p.  Cdx 

t.nif  J    r^      t.utf  J   r^ 

2Z  p        fxdy  —  ydx  fdy 

jTwiTr  =  "*  -^^  =7  — 7^ V  T^  ' 

J^,  =  -.  2;Cy  =  fyi^dy^ydx)  _  ^   Cyjy^ 

2Z  -^.4  T)  X  Pxdx  +  ydy 

t.nzf  ^  ^  J  r^ 

Zum  Behufe  weiterer  Umformung  setzen  wir,  die  Polarcoordi- 

naten  9,  v  einführend  und  in  der  Annahme,  dass  der  Elemen- 
tarstrom in  gleichem  Sinne  fliesst,  wie  der  Winkel  v   gerechnet 

wird : 

X  =  Qcosv  ^  y  z=  Qsin v. 
Ferner  bezeichnen  wir  durch  t  die  Entfernung  des  Solenoid- 
Endes  vom  Elementarstrome  und  durch  /  die  Fläche  des  letzte- 
ren. Alsdann  kommt,  wenn  wir  die  Integranden  in  den  obigen 
Ausdrücken  nach  steigenden  Potenzen  von  q  entwickeln,  nur 
die  Glieder  der  niedrigsten  Dimension  in  Bezug  auf  q  beibehal- 
ten und  berücksichtigen,  dass  einer  Summation  über  sämmtliche 
Elemente  des  Stromes  eine  Integration  nach  v  von  0  bis  2» 
entspricht: 

Cxjxdy  —  ydx)  _    f'yjxdy  —  ydx)  _ 
0/  r3  —J  r»  —  "• 

Hiernach  verschwinden  die  ComponenteY  der  resultirenden 
Kraft  und  die  Componenten  H  und  Z  des  resultirenden  Gegen- 
paares.   Für  die  übrigen  Componenten  kommt: 

2X       _  Sac       2Z       _  2^  _  3a3        2H       _  a_ 
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Die  Wirkung,  welche  das  Soleno'id  auf  den  Elementarstrom 
ausübt,  läpsst  sich  also  durch  eine  einzige  Kraft  darstellen.  Sie 
liegt  in  der  Ebene,  welche  durch  das  Solenoid-Ende  und  die  Nor- 
male des  Stromes  bestimmt  wird,  und  geht  zudem  durch  das 
Solenoi'd-Ende,  denn  es  ist: 

Xc  — Za  =  H. 

Für  die  Componenten  X  und  Z  der  Ejraft  kann  man  auch 
schreiben: 


m 

L  da  J 


2X  L  da  J        2Z 


if-n'i'f  de       'if.n'i'f~       de 

Wenn  sowohl  der  Strom,  als  auch  das  Solenoid  eine  belie- 
bige Lage  gegen  das  Coordinatensystem  einnimmt,  so  erhält 
man  durch  Verallgemeinerung  der  oben  gewonnenen  Resultate 
für  die  Componenten  der  Kraft,  welche  das  Solenoid  auf  den 
Strom  ausübt,  folgende  Ausdrücke,  in  welchen  durch  x^  y,  z  die 
Coordinaten  des  Stromes,  durch  x\  y\  ^  die  Coordinaten  des 

Solenoi'd-Endes  bezeichnet  sind,  und  durch  -^  eine    Differentia- 

dv 

tion  nach  der  Normale  der  Stromfläche  angedeutet  ist: 

2X      _  __  di       2Y      _  _  dM       2Z d^ 

t/ .  w' i'/  ~        dl/ '  if,  riif  ~        dv'  if. viif  ~        d v ' 
wo  zu  setzen  ist: 

dx  '  dy  '  dz  ^ 

r^  =  (x-  aiy  +  (y  -  ^Y  +  (^  -  ^)*- 

d.  Wechselwirkung  zwischen  zwei  Solenoi'den. 

Die  Wirkung,  welche  ein  einseitig  begrenztes  Solenoid  auf 
einen  einzelnen  Eleinentarstrom  ausübt,  wird  durch  eine  Kraft 
dargestellt,  welche  durch  das  im  Endlichen  gelegene  Ende  des 
Solenoides  geht.  Es  wird  daher  offenbar  auch  die  Wirkung, 
welche  ein  solches  Solenoid  auf  ein  zweites  einseitig  begrenztes 
SolenoXd  ausübt,  durch  eine  Kraft  dargestellt  werden,  die  durch 
das  Ende  des  ersten  Solenol'des  geht,  indem  jene  Wirkung  sich 
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aus  den  Wirkungen  zusammensetzt,  welche  das  erste  Solenoi'd 
auf  die  einzelnen  Ströme  des  zweiten  Solenoides  ausübt.  Es 
seien  nun  i,  /,  n  und  i\  f\  n'  die  Constanten  zweier  rechtläufi- 
ger Solenoide  P  und  P'.  Ferner  sei  v  die  Entfernung  des  ein- 
zelnen Stromes  in  P  von  einem  beliebig  gewählten  festen  Punkte 
des  Solenoides,  v^  dieselbe  Entfernung  für  die  im  Endlichen 
gelegene  Endfläche,  und  jene  Entfernungen  mögen  nach  der 
Richtung  der  Normalen  der  Elementarströme  gerechnet  werden. 
Alsdann  ergiebt  sich  nach  dem  Früheren  für  die  Componenten 
X,  F,  Z  der  durch  das  Ende  von  P'  gehenden  Kraft,  welche 
dieses  Solenoid  auf  P  ausübt: 

2X  rdL      ,  2Y  CdM     , 

tf.Wt'f  J     dv  ^f^ni'f  j      dv 

00  OD 


2Z  CdN      , 

tf,ntf'  J      dv 


00 
wo  in  den  Ausdrücken  L,  31,  ^  ftir  r  die  Entfernung  des  Ele- 
mentarstromes in  P  vom  Ende  des  Solenoides  P'  zu  setzen  ist. 
Die  Ausrechnung  liefert,  wenn  wir  die  Coordinaten  der  End- 
flächen der  Solenoide  bezüglich  durch  x,  y,  z  und  o/,  y\  z*  be- 
zeichnen und  nunmehr  unter  r  die  Entfernung  jener  Enden 
verstehen : 


2X 


<i)_<^     .r    _    <^)_<D 


nif.n'i'f  dx  dx'  '  nif.n'i'f'~        dy  dy'  ' 

nif.n'i'f  dz  dz' 

Gleiche  Ausdrücke  ergeben  sich,  wenn  die  Solenoide  beide 
rückläufig  sind.  Bei  zwei  ungleichnamigen  oder  ungleichläufi- 
gen Solenoiden  aber  erlangen  die  Ausdrücke  für  die  Compo- 
nenten das  entgegengesetzte  Vorzeichen. 

Aus  den  gewonnenen  Resultaten  folgt,  dass  die  Wechsel- 
wirkung zwischen  zwei  einseitig  begrenzten  Solenoiden  mit 
den  Constantenrji,/,  n  und  i',/,  n'  genau  dieselbe  ist,  wie  zwi- 
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sehen  zwei  Magnetpolen,  w.elche  in  den  Enden  der  Solenoüde 
liegen  und  gleichnamig  oder  ungleichnamig  sind,  jenachdem  die 
Solenoide  gleichläufig  oder  ungleichläufig  sind,  und  deren  abso- 
lute magnetische  Quanta  beziehungsweise  durch  die  Ausdrücke 

'-ji=^  und  J-^  dargestellt  werden.  Bei  der  hierdurch  begrün- 
deten Darstellung  der  Wechselwirkung  zwischen  Solenoiden 
durch  die  Wechselwirkung  von  Polen,  bleibt  es  der  Willkür  an- 
heim  gegeben,  ob  man  das  rechtläufige  Solenoid  durch  einen 
Nord-  oder  Südpol  ersetze.  Wir  wollen  aber  stets  im  Hinblick 
auf  die  später  zu  erörternden  elektromagnetischen  Phänomene 
das  rechtläufige  Solenoid  durch  einen  Nordpol  und  dem  ent- 
sprechend das  rückläufige  Solenoid  durch  einen  Südpol  er- 
setzen. Bei  dieser  Annahme  lässt  sich  das  Solenoid  von  endli- 
cher Länge  durch  ein  Paar  entgegengesetzt  gleicher  Pole  er- 
setzen, von  welchen  der  Nordpol  in  derjenigen  Endfläche  Uegt, 
von  woher  betrachtet  die  einzelnen  Ströme  als  rückläufig  er- 
scheinen, während  der  Südpol  in  der  andern  Endfläche  liegt. 
Der  absolute   Werth  des  in  einem  Pole  concentrirten  magneti- 

sehen  Quantums  ist  gleich -r-^,   oder,    wenn    %    der    Abstand 


zweier  benachbarter  Elementarströme  ist,  gleich  —j^  • 


if  \_ 

8 


Belegt  man  diejenige  Endfläche  eines  Solenoides,  für  wel- 
che die  Ströme  als  rückläufig  erscheinen,  gleichförmig  mit  nörd- 

lich-magnetischem  Fluid  um  von  der  Dichtigkeit  -r-r*  •  —  =-7=, 

die  zweite  Endfläche  mit  südlich-magnetischem  Fluidum  von 
gleicher  absoluter  Dichte,  so  stimmt  die  Wechselwirkung  zwi- 
schen diesen  Belegungen  und  den  analogen  Belegungen  eines 
zweiten  Solenoides  vollständig  mit  der  elektrodynamischen 
Wechselwirkung  der  beiden  Solenoide  überein.  Hieraus  folgt, 
dass  bei  der  Bestimmung  der  Wechselwirkung  zwischen  Elemen- 
tarströmen, welche  als  Solenoide  von  verschwindend  kleinen 
Längen  angesehen  werden  können,  der  einzelne  Strom  ersetzt 
werden  darf  durch  eine  ebene  vom  Strom  begrenzte  Scheibe 
von    verschwindend    kleiner    Dicke    e,   welche   auf   der    einen 
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Seite  gleichförmig  mit  nördlichem,  auf  der  andern  Seite  gleichför- 
mig mit  südlichem  Fluidum  von  der  absoluten  Dichtigkeit  -^  •  — 

belegt  ist,  und  zwar  ist  hierbei  diejenige  Seite  mit  nördlichem  Flui- 
dum zu  belegen,  von  welcher  aus  der  Strom  rückläufig  erscheint. 
Auch  kann  der  Elementarstrom  ersetzt  werden  durch  eine  ver- 
schwindend kleine  Magnetnadel,  die  in  der  Normale  des  Stromes 
liegt,  so  zwar,  dass  die  Richtung  ihrer  magnetischen  Axe  mit 
der  Richtung  der  Kormale  übereinstimmt,  und  deren  Moment 

if 
gleich  77=  ist.    Das     Solenoid  kann  auch  ersetzt  werden  durch 

die  Säule  der  transversal-magnetischen  Scheiben,  welche  den  ein- 
zelnen Elementarströmen  entsprechen  und  für  deren  Dicke  man 

—  nehmen  kann,  so  dass  sich  je  zwei  aufeinanderfolgende  Schei- 
ben mit  ungleichnamigen  Belegungen  berühren  und  nur  die  äusseren 
Belegungen  der  beiden  äussersten  Scheiben  zur  Geltung  kommen. 

e.    Zurückführung  der  Wechselwirkung  zwischen 

linearen  elektrischen  Strömen  auf  die  Wechselwirkung 

zwischen  transversal-magnetischen  Flächen. 

Die  elektrodynamische  Wirkung  eines  in  sich  geschlossenen 
elektrischen  Stromes  kann  stets  ersetzt  werden  durch  die  eines 
Systems  von  Elementarströmen ,  deren  Flächen  in  ihrer 
Gesammtheit  ein  stetiges  von  der  Stromcurve  begrenztes  Flä- 
chenstück bilden.  Id  ,der  That,  man  denke  sich  eine  solche 
Fläche  und  zerlege  sie  in  ebene  Elemente;  jedes  dieser  Ele- 
mente denke  man  sich  von  einem  Strome  umflossen,  der  an 
Intensität  dem  ursprünglichen  Strome  gleichkommt,  so  zwar, 
dass  in  den  Randelementen  die  Elementarströme ,  wo  sie  mit 
dem  ursprünglichen  Strome  zusammenfallen,  auch  mit  diesem 
gleich  gerichtet  sind.  Es  leuchtet  alsdann  ein,  dass  das  so  gewon- 
nene System  von  Elementarströmen  dieselbe  elektrodynamische 
Wirkung  wie  der  ursprüngliche  Strom  äussert.  In  den  Linien- 
Elementen  nämlich,  welche  zwei  benachbarten  Elementarströ- 
men gemein  sind,  fliessen  die  Ströme  nach  entgegengesetzten 
Richtungen;  daher  reducirt   sich  die   Wirkung  des  ganzen  Sy- 
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stems  auf  die  Wirkung  der  am  Rande  gelegenen  Stromelemente, 
welche  in  ihrer  Qesammtheit  einen  dem  ursprünglichen  Strome 
gleichen  Strom  ausmachen. 

Aus  dem  Obigen  folgt,  dass  sich  die  Wechselwirkung  zwi- 
schen zwei  elektrischen  Strömen  auf  die  Wechselwirkung  zwi- 
schen zwei  transveraal-magnetischen  Flächen  zurückführen  lasse. 
Ersetzt  man  nämlich  die  Elomentarströme,  welche  für  einen 
Strom  gesetzt  werden  können,  durch  ebene  transversal-magne* 
tische  Scheiben  von  gleicher,  verschwindend  kleiner  Dicke,  so 
bilden  alle  diese  Scheiben  eine  transversal-magnetische  Fläche 
von  cpnstanter  Dicke,  welche  auf  der  einen  Seite  mit  nördli- 
chem, auf  der  andern  Seite  mit  südlichem  Fluidum  gleichför- 
mig belegt  ist.    Die  absolute    Dichtigkeit  der  Belegungen  ist 

a  1 

r7=  •  — ,  wenn  i  die  Intensität  des  Stromes  und   s  die  Dicke 

vT    « 

der  Fläche  oder  den  Abstand  der  Belegungen  bedeutet. 

Wenn  die  soeben  gemachte  Bemerkung  auf  die  Ermittelung 
der  Wirkung  zwischen  einem  elektrischen  Strome  und  einem 
zweiten  Strome  oder  einem  Solenoide  angewandt  werden  soll, 
so  muss  vor  Allem  das  Potential  einer  der  transversal-magne- 
tischen Scheiben,  welche  für  den  Strom  gesetzt  werden  können, 
gesucht  werden.  Es  sei  dF  das  Element  einer  solchen  Fläche, 
r  seine  Entfernung  von  einem   beliebigen  Punkte    0.      Ferner 

werde  durch  -j^  eine  DiflFerentiation  nach  der  Normale  des  Ele- 

av 

mentes  angedeutet,  solche  in  der  Richtung  der  magnetischen 
Axe  des  Elementes  gerechnet.  Die  Intensität  des  Stromes,  für 
welchen  die  Fläche  gesetzt  wird,  sei  i.  Alsdann  hat  man  offen- 
bar für  das  Potential  der  Fläche  in  Bezug  auf  den  Punkt  0: 

(-) 


V^fJ       dv 


oder,  wenn  der  Winkel,  welchen  der  von  0  ausgehende  Leit- 
strahl r  mit  der  magnetischen  Axe  des  Elementes  dJP  bildet, 
durch  8  bezeichnet  wird: 


-   v-^J 


^iF. 
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Der  absolute  Wertfa  des  Integrales  kann  als  Inhalt  der 
Fläche  aufgefasst  werden,  welche  aus  einer  Kugelfläche  mit 
dem  Radius  1  und  dem  Mittelpunkte  0  von  derjenigen  Kegel- 
fläche herausgeschnitten  wird,  welche  in  0  ihre  Spitze  hat  und 
durch  den  Rand  der  Fläche  oder  die  Stromcurve  geht.  Diese 
Bemerkung  ist  von  Nutzen,  um  den  allgemeinen  Verlauf  des 
Fotentiales  einer  transversal-magnetischen  Fläche  zu  untersu- 
chen.   Hierüber  lassen  sich  folgende  Sätze  aufstellen. 

Alle  Niveauflächen  des  Fotentiales  gehen  durch  den  Rand 
der  Fläche,  so  dass  hier  das  Potential  keinen  bestimmten  Werth 
aufweist.  Unter  ihnen  tritt  eine  ins  Unendliche  sich  erstreckende 
Fläche  mit  dem  Potentialwerthe  0  auf,  welche  in  Gemeinschaft 
mit  der  magnetischen  Fläche  selbst  den  Raum,  in  welchem  das 
Potential  positiv  ist,  von  dem  Räume,  in  welchem  es  negativ 
ist,  trennt. 

Die  Kraftlinien  sind  im  Allgemeinen  in  sich  geschlossene 
Chirven,  von  welchen  eine  jede  die  magnetische  Fläche  in  einer 
ungeraden  Anzahl  von  Punkten  schneidet.  Nähert  man  sich 
dem  Rande  der  Fläche,  so  ziehen  sich  die  Kraftlinien  schliess- 
lich zu  verschwindend  kleinen  Kreisen  zusammen,  die  in  der 
Normalebene  der  Randcurve  liegen,  und  deren  Mittelpunkte  in 
letztere  fallen.  Die  Richtung  der  Kraft  in  einem  Punkte  der 
Randcurve  ist  also  nur  insofern  bestimmt,  als  sie  auf  der  Curve 
senkrecht  stehen  muss.  Die  Grösse  der  Kraft  ändert  sich  ste- 
tig, wenn  man  stetig  fortschreitet;  in  der  Randcurve  wird  sie 
unendlich  gross. 

Das  Potential  ändert  sich  stetig,  wenn  der  Punkt,  auf  wel- 
chen es  sich  bezieht,  eine  stetige  Linie  beschreibt,  ohne  durch 
die  magnetische  Fläche  hindurchzugehen.  Tritt  aber  der 
Punkt  von  der  einen  Seite  der  Fläche  durch  letztere  hindurch 
auf  die  andere  Seite  über,  so  zeigt  hierbei  das  Potential  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit,  und  zwar  ist  der  Betrag  der  plötz- 

liehen  Aenderung  des  Potentiales  gleich  +  4  itt  -y=,  wo  das  obere 

oder  untere  Vorzeichen  gilt,  jenachdem  der  Punkt  in  der  Rich- 
tung der  magnetischen  Axe  an  der  betreffenden  Stelle  oder  in 
entgegengesetzter    Richtung    durch    die    Fläche    hindurchgeht. 
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Nro.  I.  aus  einem  Kamin  von  der  Seite  des  Ofens  entnommen ;  schwar- 
zer dichter  Bauch  von  Zeit  zu  Zeit  von  einer  rothen  Flamme  durchzuckt. 
Nro.  II.  Der  Rauch  verschwunden,  die  Flamme  heller,  aber  immer  noch 
roth.    Nro.  III.    Die  Flamme  klar,  aber  klein;  Verkokung  nahe  beendigt. 

Aus  der  Zusammensetzung  dieser  Gase,  insbesondere  aus  ihrem  Stick- 
stoffgehalt und  seinem  Verhältniss  zum  Kohlenstoff  lässt  sich  durch  Rech- 
nung ableiten,  dass  in  jenen  Oefen  annähernd  auf  4  Gewthle.  Steinkohle 
15  Gewthle.  Luft  eingeführt  werden.  Auf  die  übliche  Beschickung  von 
2750  Kilogrm.  Kohle  kommen  demnach  10287  Kilogrm.  =  8382  Kubik- 
meter Luft  von  0®C.,  oder  bei  einer  Dauer  der  Verkokung  von  24  Stuji- 
den,  in  einer  Minute  58,2  Kubikmeter.  —  Die  übrigen  von  Ebelmen  aus 
seinen  Analysen  abgeleiteten  Folgerungen ,  namentlich  die,  dass  mehr  als 
Vs  des  Wasserstoffs  der  Kohle  bei  der  Verkokung  verbrenne,  beruhen 
auf  willkürlichen  Voraussetzungen. 

Beschaffenheit  und  ZasammensetBimg  der  Eokea. 

Das  Product  der  Verkokung  der  Steinkohle,  ursprünglich  eine  ein-  BMoh»ffen- 
zige  oder  doch  nur  nach  der  Dicke  sich  spaltende  Masse  bildend,  reisst  ^^ 
durch  die  Schwindung  in  den  späteren  Stadien  des  Processes  unter  mehr 
oder  weniger  gleichmässiger  Zerklüftung  in  einzelne  Stücke  —  Kokes  — 
zuweilen  vom  Ansehen  basaltartiger  Säulen,  zuweilen  in  mehr  unregel- 
mässigen Klumpen.  Die  Kokes  der  verschiedenen  Kohlen  und  Darstellungs- 
weisen weichen  in  ihrer  äusseren  Beschaffenheit  vielfach  von  einander  ab. 
Je  stärker  eine  Kohle  im  Feuer  erweicht,  um  so  stärker  wird  sie  von  den 
entweichenden  Gasen  und  Dämpfen  aufgetrieben,  aber  auch  um  so  gross- 
blasiger, schaumiger,  leichter  und  weniger  fest  werden  die  Kokes  ausfallen. 
Je  weniger  eine  Kohle  im  Feuer  erweicht,  um  so  weniger  werden  ihre 
Theile  zu  grösseren  Kokestücken  zusammenbacken.  Indessen  liefert  auch 
ein  und  dieselbe  Kohle  je  nach  der  Art  und  dem  Gang  der  Zersetzung 
Kokes  von  sehr  abweichender  Dichtigkeit.  Grösserer  Druck,  hohe  Tempe- 
ratur und  längere  Einwirkung  derselben  erzeugen  dichtere,  härtere,  schwer- 
entzündliche  Kokes  und  umgekehrt.  Nach  Marsilly,  welcher  versuchs- 
weise die  Verkokung  auf  96  und  120  Stunden  ausdehnte,  ist  eine  Dauer 
von  mehr  als  48  Stunden  nicht  mehr  vortheilhaft.  —  Während  der  Ent- 
wickelung  der  flüchtigen  Producte  sind  diese  genöthigt,  durch  die  Be- 
schickung aufzusteigen  und  finden  dadurch  Gelegenheit,  über  schon  gebil- 
dete glühende  Koks  wegzustreichen.  Sehr  viele  dieser  Producte,  wie  das 
Elaylgas  z.  B.,  werden  aber  unter  diesen  Umständen  zersetzt,  indem  sie 
einen  Theil  ihres  Kohlenstoffes  auf  die  glühende  Fläche  ablagern.  Die 
Kokes  enthalten  daher  neben  der  von  der  Zersetzung  der  Steinkohle 
und  Austreibung  der  flüchtigen  Producte  herrührenden  Kohle,  auch 
mehr  oder  weniger  secundär  durch  Zersetzung  der  flüchtigen  Kohlen- 
wasserstoffe abgeschiedenen  Kohlenstoff,  welcher  durch  den  Mangel 
an  Porosität,    eine   warzige  Form  und   eine    matte,  tiefschwarze  Farbe 
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Brennmaterialien.    Verhalten  in  der  Hitze. 


Zusammen- 
Betzung. 


dem  Auge  uuterächeidbar  ist.  Die  eigen thümlichen  haarformigen  Ge- 
bilde, die  man  oft  an  Kokes  als  1  bis  iVs  Zoll  langen  Bai-t  beob- 
achtet, finden  wohl  in  ähnlicher  Weise  ihre  Erklärung.  Sie  sind 
massiv,  erscheinen  unter  dem  Mikroskop  perlschnurartig  und  bestehen 
aus  Kohle.  Wahrscheinlich  verdanken  sie  ihre  Entstehung  der  Gasent- 
wickelung aus  der  backenden  Kohle,  indem  eine  Keihe  aufeinander  folgen- 
der Gasblasen  die  Kokesubstanz  mehr  oder  weniger  blumenkohlartig  zu 
perlschnurförmigen  Röhren  austreibt,  die  sich  weiterhin  durch  Absatz 
von  Kohle  aus  dem  durchstreichenden  Gase  ausfüllen.  Nach  Massgabe 
der  verschiedenen  bezeichneten  Umstände  erscheinen  die  Kokes  bald  po- 
rös und  leicht,  bald  dicht  und  schwer,  bald  weich  und  mürbe,  bald  hai-t 
und  fest.  Sie  sind  leicht  zu  zerreiben,  aber  die  Splitter  sehr  hart,  so  dass 
sie  sogar  wie  Diamant  Glas  schneiden  sollen  (Nasmith).  Im  Ansehen 
erscheinen  sie  bald  tief  dunkelgrau,  matt  und  glanzlos,  bald  hellgrau,  sil- 
bergrau, lebhaft  metallglänzend  durch  alle  Zwischenstufen:  zuweilen  end- 
lich spielen  sie  in  den  Farben  des  Regenbogens,  eine  Eigenschaft,  die  je- 
doch nur  schwefelreichen  Kokes  eigen  sein  soll  und  deshalb  ungern  gese- 
hen wird.  Wenn  die  verwendeten  Kohlen  reich  waren  an  Faserkohlen,  so 
übt  auch  diese,  da  sie  sich  im  Feuer  nicht  ändert,  Einfluss  auf  das  Ause- 
hen der  Kokes  und  macht  sie  geneigt,  viel  Lösche  und  Abgang  zu  geben. 
Die  Kokes  bestehen  so  wenig  wie  die  Holzkohle  aus  blossem  Koh- 
lensto£f,  sie  enthalten  vielmehr  neben  der  Asche  noch  gewisse  Mengen  von 
flüchtigen  Bestandtheilen.    So  erhielten  von  100  Gewthln.  Kokes: 
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Faustaflötz 
Gerhardflötz 
Humrickskohle 
von  Stockton 


*)  Ein  Koke  von  diesem  ABchengehalt  ist  Terwerflioh. 

Die  Verkokung  ist  darnach  nicht  bloss  keine  abgeschlossene  Aus- 
treibung der  flüchtigen  Theile,  sondern  auch  keine  vollkommene  Entschwe- 
felung. Denn  einmal  ist  das  Schwefeleisen  häufig  so  innig  mit  der  Sub- 
stanz der  Kohle  gemengt,  dass  es  sich  der  mechanischen  Abscheidung  durch 
Aufbereitung  entzieht.  Femer  wenn  es  nur  theilweise  abgeschieden  wird, 
Bo  zersetzt  es  sich  in  der  Rothglühhitze  in  Schwefel  und  in  Schwefelver- 
bindungen, welche  in  den  Kokes  zurückbleiben.     Der  Schwefel  wird  daher 
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immer  tmyolLstandig  ausgetriehen,  und  man  darf  rechnen ,  dass  im  Durch- 
schnitt Ys  von  dem  Schwefelgehalt  der  Eohle  in  den  Kokes  zuruckhleiht. 
Die  Entwicklung  von  schwefliger  Säure  heim  Yerhrennen  der  Eokes 
hängt  damit  zusammen. 

Auch  die  EntwickeluDg  von  Schwefelwasserstoff  heim  Ablöschen  glü-  Sohwefeige- 
hender  Eokes  mit  Wasser  rührt  daher.  Man  hat  die  Einwirkung  des 
Wassers  auf  glühende  Eokes  von  jeher  als  eine  wesentliche  Verminderung 
des  Schwefelgehaltes  und  als  Yerbesserung  angesehen.  Scheerer  suchte 
den  Werth  dieses  Einflusses  zu  bestimmen,  indem  er  in  einem  Eokeofen, 
nachdem  vorher  eine  Probe  entnommen  worden,  unmittelbar  vor  dem 
Ziehen  längere  Zeit  Wasserdampf  durchleitete.  Der  Schwefelgehalt  der 
Eokes  verminderte  sich  auf  diese  Weise  von  0,71  Proc.  auf  0,28  Proc. 
Glaridge  und  Roper  haben  auf  dies  Princip  ein  Patent  genommen,  in- 
dem sie  den  Dampf  unter  die  durchbrochene  Sohle  des  Ofens  leiten.  Eb 
versteht  sich  von  selbst ,  dass  der  Wasserdampf  sich  auch  mit  dem  Eoh- 
lenstoff  der  Eokes  zei'setzt  und  ihren  Brenn  werth  vermindert.  Frank- 
land  fand  z.  B.  in  den  durch  Dampf  aus  glühenden  Derbyshire-Eokes 
entwickelten  Gasen*): 

Wasserstoff  und  Sumpfgas     .......     Ö6,9 

Eohlensäure 19,3 

Eohlenoxyd 13,8 

100,0 

Schon  aus  der  Structur  der  Eokes  und  besonders  der  dichteren  Sorten 
geht  hervor,  dass  die  Entschwefelung  durch  Wasserdampf  niemals  eine  er- 
schöpfende sein  kann. 

Soviel  Schwefel  wie  in  den  von  Stolz el  untersuchten  Eokes  werden 
gute  Sorten,  besonders  aus  aufbereiteter  Steinkohle,  nicht  leicht  enthalten; 
nach  ihm  ist  er  darin  (nicht  bloss  in  der  Asche)  als  Schwefelcalcium,  als 
Bchwefligsaurer  und  unterschwefligsaurer  Ealk  vorhanden.  Der  Schwefel- 
gehalt schadet  dadurch,  dass  er  theilweise  in  die  Metalle  (Eisen)  über- 
geht, mit  denen  das  Eokesfeuer  in  Berührung  kommt.  Daher  die  ge- 
ringere Qualität  des  bei  Eokes  erblasenen  Eisens  gegen  Holzkohleneisen,  die 
rasche  Zerstörung  von  Dampfkesseln  etc.  Der  Schwefel  würde  unschädlich, 
wenn  es  gelänge,  ihn  in  der  Eokeasche  chemisch  zu  binden;  Bleib- 
treu schlug  zu  dem  Zwecke  einen  Zusatz  von  Ealk  vor.  Calvert  von  Bindnugd«« 
Manchester  (schon  vorher  Chenot)  bringt  das  Eochsalz  zur  Entschwefe- 
lung der  Einfach -Schwefeleisen  enthaltenden  Eokes  in  Anwendung. 
Neben  Schwefelnatrium ,  welches  sich  beim .  Brennen  der  Eokes  in  den 
Feuerungen  zu  schwefelsaurem  Natron  oxydirt,  entsteht  Eisenchlorid, 
welches  unter  dem  Einflüsse  der  Hitze  und  des  Wasserdampfes  in  Eisen- 
ozyd  und  Ghlorwasserstof&äure  zersetzt  wird.  Eoke  aus  einer  Eohle 
in  Nord-Staffordshire  auf  gewöhnlichem  Wege   gewonnen  enthielt  nach 


*}  Dem  Schwefelwasserstoff  ist  dabei  keine  llechnung  getragen. 
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ihm  2,56,  mit  Salz  bereitet  0,72  Proc.  Schwefel;  doch  bietet  diese  ver- 
einzelte Thatsache  keinen  genügenden  Anhalt.  —  Die  Aschentheiie  blei- 
ben ihrer  Natur  nach  als  feuerbeständige  Stoffe  bei  den  Kokes  zurück,  oft 
yollstandig,  meist  so,  dass  nur  verschwindende  Mengen  mit  den  flüch- 
tigen Producten  weggehen,  obwohl  man  ausnahmsweise  Vso,  ^/i5,  selbst 
einmal  Vs  der  Kohlenasche  im  Theer  gefunden  hat.  Im  Allgemeinen 
wird  also  die  Asche  in  den  Eokes  in  dem  Masse  angereichert,  als  die 
Steinkohle  bei  der  Zersetzung  an  flüchtigen  Stoffen  verliert.  Wenn  daher 
eine  Steinkohle  von  10  Proc.  Asche  60  Proc.  Kokes  liefert,  so  werden  diese 
Waaserg«-  letzteren  dann  16^8  Proc.  Asche  enthalten.  —  Die  Kokes  des  Handels  ent- 
halten stets,  und  zwar  zuweilen  erhebliche  Mengen  von  Wasser.  Nach 
Marsilly  aber  sollen  regelrecht  gelöschte  Kokes  nur  2  bis  3  Proc,  höch- 
stens 5  oder  6  Proc.  enthalten;  wo  man  die  Arbeiter  nach  dem  Ge- 
wichte der  erzeugten  Kokes  bezahlt,  oder  wo  der  Handel  in  Kokes  nach 
dem  Gewicht  geht,  sollte  der  Wassergehalt  nicht  vernachlässigt  werden. 
Nach  weiteren  Angaben  von  Marsilly  absorbiren  völlig  trockne  Kokee 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  nicht  mehr  als  1  bis  2V2  Proc.  Wasser  aus 
mit  Feuchtigkeit  gesättigter  Luft.  Femer  absorbirten  Kokes  24  Stunden  in 
Wasser  getaucht  in  11  Beobachtungen  von  127^  bis  51  im  Mittel  36^4 
Proc.  Bei  diesen  Versuchen  waren  die  Kokes  vor  dem  Eintauchen  bei 
100^  bis  200^0.  getrocknet,  und  nach  dem  Herausnehmen  aus  dem  Wasser 
äusserlich  abgetrocknet  gewogen.  Der  grösste  Theil  des  so  aufgenomme- 
nen Wassers  verdunstet  schnell  an  der  Luft.  Es  versteht  sich  von  selbst, 
.    dass  jeder  Wassergehalt  der  Kokes  ihre  Heizkrafk  beeinträchtigt. 


Gasförmige  Brennstoffe  (Heizgase). 

AiigwneiiiM.  Der  Vorgang  der  Yerzehrung  des  Heizmaterials  in  Feuerungen  und 

Oefen  ist  keineswegs  so  einfach  als  es  auf  den  ersten  Blick  scheint;  Nie- 
mand hat  je,  wie  schon  Seite  213  entwickelt  worden,  Holz,  Steinkohle 
oder  Torf  brennen  sehen,  wenigstens  als  solche  nicht.  Im  Feuer  werden 
diese  Materialien  unter  der  Einwirkung  der  Hitze  vor  allen  Dingen  zer- 
setzt, wie  alle  organischen  Substanzen,  und  erst  die  Zersetzungsproducte 
entzünden  sich  und  brennen,  die  flüchtigen  zuerst  als  Flamme,  die  nicht- 
flüchtigen  als  Kohle  oder  Koke.  Wenn  in  einer  Feuerung  ein  grosser 
Ueberschuss  an  Brennstoff  oder  ein  Mangel  an  Zug  herrscht,  so  treten 
ähnliche  Verhältnisse  wie  bei  der  Meilerverkohlung  ein,  die  Zersetzungs- 
producte des  Brennstoffs  können  nicht  verbrennen,  sie  müssen  halbver- 
brannt entweichen,  es  wird  sich  statt  der  Flamme  ein  Strom  von  brenn- 
baren Gasen  und  Dämpfen  entwickeln.  Aehnliches  wird  eintreten ,  wenn 
die  nichtflüchtigen  Producte  gleichen  Bedingungen  ausgesetzt  sind;  die 
von  der  eintretenden  Luft  gebildete  Kohlensäure  wird  von  dem  über- 
schüssigen Material  wieder  zu  Kohlenoxyd  reducirt,  also  ebenfalls  zu  einem 
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brennbaren  Gase  yerwandelt.      Es  ist  mithin   möglich,  unter  geeigneter  Aiigemefaiei 
Leitung  des  Feuers,  und  zwar  durch  eine  unterdrückte  Yerbrennung,  einen 
Brennstoff  in  einen  Strom  von  brennbaren  Gasen  (Dämpfen)  zu  verwan- 
dehi,  mit  welcher  einige  eigenthümliche  Yortheile  verbunden  sind.    Solche 
brennbare  Gase  können  natürlich  von  ebenso  guter  Qualität  aus  schlech- 
tem Brennstoff  hergestellt  werden  als  aus  gutem ;  sie  geben  ein  sehr  rei- 
nes Feuer,  ihre  Verbrennung  kann  mit  einer  Genauigkeit  und  Sicherheit 
regulirt  werden  fast  wie  eine  Leuchtgasflamme,  sie  lassen  sich  zu  einer 
flachen  Flamme  ausbreiten,  sie  erzeugen  bei  der  Verbrennung,  je  nach 
ihrer  Zusammensetzung,  emß  Temperatur  von  1200<^  bis  1600^,  und  sind 
daher  ebenso  zur  Erwärmung  grosser  Flächen  (Dampfkessel,  Pfannen)  als 
fär  intensive  Hitze  (Puddeln,  Glasöfen  etc.)  anwendbar.     Man  darf  jedoch 
dabei  nicht  vergessen,  dass  die  Erzeugung  von  solchen  Gasen  aus  einem 
festen  Brennmaterial  auf  einer  theüweisen  und  vorläufigen  Verbrennung 
des  letzteren  beruht.     Es  muss  daher  die  Summe  von  Wärme,  welche  ein 
fester  Brennstoff  zu  entwickeln  vermag,  stets  viel  grösser  sein,  als  die 
Wärmemenge,  welche  die  daraus  gewonnenen  Brenngase  zu  erzeugen  ver- 
mögen ;  denn  ein  solcher  Brennstoff  muss  von  dem  zu  seiner  vollständigen 
Verbrennung  erforderlichen  Sauerstoff  von  vornherein  einen  beträchtlichen 
Antheil  zum  Behuf  seiner  Verwandlung  in  Gas  aufnehmen. 

Es  giebt  nun  in  der  gewerblichen  Praxis  zahhreiche  Fälle,  besonders 
im  Hüttenwesen,  wo  man  den  festen  Brennstoff  gar  nicht,  die  daraus  er- 
zeugten Brenngase  aber  sehr  wohl  anwenden  kann,  sei  es,  dass  jener  durch 
seine  Form,  seine  Zertheilung  (bröcklicher  Torf,  Braunkohlengrus,  nicht- 
backender  Steinkohlengrus,  Sägespäne  etc.)  oder  durch  seine  Beimengun- 
gen (Schwefel,  Phosphor  etc.)  ein  Hindemiss  bietet.  Man  fand  sich  aus 
diesen  (rründen  oft  in  der  Lage,  einen  wohlfeilen  Brennstoff  vor  der  Thür 
zu  Gunsten  eines  aus  kostspieliger  Ferne  zu  beziehenden  verschmähen  zu 
müssen.  Auch  bei  reinen  und  guten  Brennstoffen  ist  zuweilen  mit  der 
Umwandlung  in  Gas  Vortheil  verbunden^  wenn  die  Gasform  sich  fiir  den 
speciellen  Zweck,  besonders  durch  bessere  Leitung  des  Feuers,  eignet«  Der 
Gedanke,  Brennstoffe  zum  Zweck  ihrer  Verwendung  zuerst  in  Gase  zu 
verwandeln,  hat  schon  1812  Aubertot,  sowie  1830  Lampadius  in  Frei- 
berg beschäftigt,  aber  erst  die  Arbeiten  von  Favre  duFaur  haben  ihn 
für  die  Praxis  nutzbar  gemacht. 

Die  Verwandlung  der  Brennstoffe  in  Heizgase  geschieht  gewöhnlich  o«wohiiii- 
in  einer  Art  Schachtöfen,  sogenannten  Generatoren,  welche  stets  der  Be-  ntor. 
dingung  einer  hohen  Schicht  Brennstoff  und  beschränktem  Luftzutritt 
genügen  müssen.  Bei  der  von  Thoma  angegebenen EinricMdng  zu  gutem 
Torf,  Holz  etc.,  Fig.  93  (a.  f.  S.),  ist  Ä  der  Rost  mit  dem  Aschenfall  S. 
Ein  Gebläse  treibt  einen  Windstrom  durch  das  Bohr  (7,  worin  die  Klap- 
pen liegen,  die  ihn  reguliren,  in  den  Raum  B.  Da  der  Zugang  K  des- 
selben nur  ausnahmsweise  zum  Reinigen  des  Rostes  geö&et  ist,  so  geht 
der  Wind  durch  den  Rost  Ä  aufwärts  in  den  zur  Aufnahme  des  Brenn- 
stofib  bestimmten  Schacht  KEFG.    In   dem  unteren  Theil  ^^  geht  die 
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Terbreonung,  folglich  auch  die  Vergasung  m  der  Glühhitze  vor  sich,  die 
sich  bis  gegen  F  hinauf  erstreckt.      In   dieser  Gegend    erweitert  dch  der 
obere  enge  Theil  G  plötzlich,  so  dase  diiBelbet  der  niedergehende  Brenn- 
Fig.  93.  Stoff  steta  gelockert    liegt 

und  Lücken  bildet;  die 
Gegend  von  F  iat  daher 
die  geeignete  Stelle  znr 
Ableitung  des  Glasee  durch 
das  mit  Schieber  V  Terse- 
hene  Rohr  M.  Die  Oeff- 
nungen  n  n  dienen  dazu, 
das  Brennmaterial  mit  der 
SchOrstange  KUBammeniu- 
stoseen ;  0  0  sind  Schau- 
löcher, nin  den  Stand  de« 
Uaterials  im  Schacht  zu 
untersuchen.  Das  Zubris- 
gen  des  Haterials  mnss  eo 
geschehen ,  daes  nicht 
gleichzeitig  Gas  entweicht; 
zu  dem  Ende  ist  auf  der 
Gicht  ein  zum  Hin-  und 
Herschieben  eingerichteter, 
oben  mit  dem  Deckel  S 
und  unten  mit  dem  Schie- 
ber T  W  varschlosBener 
Kasten  B  auf  einer  ansge* 
schnittenen  Platt«  X  ange- 
bracht. Beim  Aufgeben 
schiebt  man  nun  diesen 
Kasten  S  zur  Seite  der 
Gicht,  fallt  ihn  hei  geöff- 
netem Deckel  S,  Bchliesat 
S  wieder  und  schiebt  den 
Kasten  in  die  Stellung  der 
Abbildung  anf  die  Gicht 
zurück,  worauf  man  den  Inhalt  durch  Ziehen  des  Schiebers  2"  TT  in  den 
Schacht  G  hiiubfallen  ISsst.  —  Beim  Reinigen  des  Roetee  dient  die  sehr 
zweckmässige  Manipulation  des  Abfangens,  indem  man  durch  die  Oeff- 
nungen  n»  Eisenstangen  einschiebt,  die,  eine  Art  ertemporirten  Rostes 
bildend,  den  Brennstoff  in  der  Schwebe  halteii  und  dem  Feuerhaken  Raum 
geben,  den  man  durch  die  Thflre  K  einführt. 

FOr  Dampfkesselfeuerungen  hat  Beaufume  einen  Generator  von  der 
Form  Fig.  94  angegeben.  Der  Raum  A  für  die  zu  vergasenden  Stein- 
kohlen besteht  aus  doppelten  Blechwändeu  mit  einem  Zwischenraum  von 
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einigen  Zollen,  der  mit  Wasser  gefillU  ist  und    mit  dem  Dampfkessel  in  Httatume, 
Verbindung  steht.     In  der  Decke  dieses  Raumes  sind  swei  ähnliche  Vor-  '**'""""'■ 
richtungen   wie   bei     dem  Thoma'echen    Generator    zum   Zubringen   des 
Fig.  94,  Brennstoffi    angebracht-, 

sie  werden  wie  dort  aber 
abwechselnd  mittelst  der 
Schiebers  und  der  Deckel 
a  gefüllt,  so  dass  zu  kei- 
ner Zeit  Gas  entweichen 
kann,  indem  ^  stets  nach 
aussen  geschloBsen  bleibt. 
Die   Kohlen    bilden   auf 
dem   Rost  r  eine    hohe 
Schicht,  so  dftBS  die  durch 
die  Zwischenräume  ein- 
tretende   huft    nur    zu 
einer       unvollständigen 
Verbrennung,   d.  h.  zur 
Verwandlung     in      ein 
brennbares   Gasgemenge 
hinreicht.   Ks  sind  zwei  Luftströme  nüthig,  nämlich  ausser  dem  zur  Erzeu- 
gung der  Gase  noch  einer  Kur  Verbrennung  derselben  unter  dem  Dampf- 
kessel.     Beide    Luitströme    werden    von    einem    mit  Dampf   getriebenen 
Ventitator  geliefert.     Der  zur  Erzeugung  der  Gase  dienende  gelangt  zu- 
erst in  den  Raum  bb  aus  Mauerwerk  und  geht  von    da  durch  die  Canäle 
bei  ee  unter  den  Rost.     Nachdem  er  »ich  durch  theilweise  Verbrennung 
der  'Kohlen  in  Heizgase  verwandelt  hat,  nimmt  der   Strom  derselben  sei- 
nen Weg   durch  das  Rohr  n   unter  den  Dampfkessel.     In  der  Feuerung 
desselben  kommen  diese  Gase    mit  dem    zweiten,  vom    Ventilator  ausge- 
benden, zu  ihrer  Verbrennung  dienenden  (durch    eine   Circulation  seiner 
Leitung  in   den  Wänden    der    Feuerung    vorgewärmten)    Luftstrom    im 
„Brenner"    (Fig-  95)  zusammen.      Eh   ist  dies  ein  quer  liegendes  weites 
p.  Rohr  mit  länglich   viereckigen    Oeffiiungen, 

abwechselnd  eine  für  Gas,  eine  für  die  Lnft. 


g 


Um  Explosionen  zu  vermeiden,  zündet  man 
ei-st  düs  Gas  fiir  sich  an,  ehe  man  die  Luft 
zulüBst.  —  Insofern  die  Erzeugung  and  Ver- 
brennung der  Gase  unter  dem  Kessel  den 
Dampf  zur  Bewegung  den  Ventilators  liefert,  muss  die  Luft,  bis  dahin 
wo  dieser  in  Gang  kommt,  auf  eine  andere  Weise  dem  Generator  zuge- 
führt werden.  Dazu  dient  der  als  Kamin  wirkende  Ansatz  m  auf  dem 
Rohr  n ;  mau  schlieest  anfange  die  Klappe  X  und  öffnet  y  bis  Dampf  ge- 
nug im  Kessel ,  alsdann  schliesst  man  y  und  öfFnet  X. 

Fttr  nichtbackende  Steinkohlen ,  die  geneigt  sind ,  im  Feuer  zu  zer- 
fallen, für  Braunkohlen  der  Art  oder  von  kleinerem  Korn,  fUr  Toriab- 


296  Gasförmige  Brennstoffe, 

falle  und  dergleichen,  die  leicht  Stockungen  im  Guig  des  Feuers  veranlaeeeD 
und  öfter  Nachsicht  and  AuBbe«eenuig  erfordern,  stellt  man  zwei  Generato- 
ren nebeneinander,  wie  Fig.  96,  um  nach  Belieben  einen  oder  den  anderen 


Fig.  96. 


ausschalten  zu  können.     Die 


Luftzufuhr  geht  von  dem   im 
Fundament  M  liegenden  Bohr 
L  aus,  welcheB  eich  bei  dem 
Wechsel£in  zwei  Arme  theilt. 
Jeder    dieser    Arme    geht    in 
einen  Canal  A  auB,  der    die 
Generatoren  S  im  Halbkreis 
umfangt  nnd  in  diesen    mit- 
telst    der     Oeffhungen     oder 
Düsen  Ä\  nahe  über  dem  Bo- 
den I    auBmündet      Die    er- 
zeugten   Gase    gehen     durch 
das  Rohr  D  D  mit  Schiebern 
zum  Alffitellen  des  einen  oder 
anderen      Generators ,      nach 
ihrer  Bestimmung.      HO  ist 
die  Torrichtung  zum  Einträ- 
gen  des  Brennstoffe,    die    in 
Einrichtung  und  Behandlung  mit  denen  der  vorigen  Figiiren   93  u.  94 
übereinstimmt.  —  Beim  Heinigen   des  Generators   von   Schlacken  etc.,   die 
sich  auf  dem  Boden  I  ansammeln,  durch  den  Zugang  F  hält  man  wie  bei 
Thoma's  Generator  die  BrennstoÖBäule  durch  Eisenstangen  in  der  Schwebe, 
die  man  bei  Q-  bis  in  die  gegenüberliegende  Vertiefung  R  einstösst,  wäh- 
rend man  nnten  mit  der  Brechstange  arbeitet.     77  ist  ein  Schauloch,  um 
zu  beobachten,  ob  die  Brennstofisäule  die  richtige  Höhe  von  l'/g  bis  2'/t 
FnsB  erreicht. 

Generatoren  ohne  Gebläse,  bei  denen  der  Zug  auf  gewöhnliche  Weise 
durch  Kamine  und  dergleichen  hervorgebracht  wird,  wie  solche  Bischof 
und  Andere  angeben,  sind  nur  fUr  bessere  Brennstoffe  und  unter  besondern 
Umständen  anwendbar. 

Die  Heizung  mittelst  Verwandlung  der  Brennstoffe  in  Gase  dmrch 
Generatoren  hat  in  der  neueren  Zeit  sehr  an  Verbreitung  gewonnen,  so- 
wohl wo  es  sich  darum  handelt,  geringwerthige  Brennstoffe  zum  Gebrauch 
heranzuziehen,  als  auch  zum  Zweck  der  Erzeugung  einer  reineren ,  besser 
regulirten  Flamme  als  sie  die  gewöhnliche  Heizung  gewährt,  so  besonders 
bei  Glasöfen  nnd  in  der  Metallurgie. 

Die  Bedingungen  eines  Gebläsegenerators  —  sehr  dicke  Lage  Brenn- 
stoff und  zur  vollkommenen  Verbrennung  unzureichender  Luftzutritt  — 
finden  in  jedem  Hohofen  statt  und  ist  die  oben  austretende  sogenannte 
Gicbtflamme  in  der  That  nichts  anderes  als  der  brennende  Strom  von 
Heizgasen,  welche  hier  unwillkürlich  erzeugt  werden.     Der  UntersuchuDg 
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von  Bunsen  verdankt  man  zuerst  die  nähere  Kenntniss  der  Mischung 
der  Gichtgase  und  ihrer  Aehnlichkeit  mit  Generatorgasen;  auch  hat  Bun- 
sen's  Untersuchung  einen  wesentlichen  Anstoss  für  die  Einführung  der 
Heizgase  in  die  Praxis  gegehen,  insbesondere  eine  bedeutende  Brennstoff- 
erspamiss  durch  Benutzung  der  Hohofen-Gichtgase  zu  verschiedenen  Ne- 
benzwecken veranlasst. 

Die  Heizgase  sind  vielfach  durch  Bunsen,  Playfair,  Ebelmen,  zu»»mmen- 
Langberg,  Scheerer  u.  a.  m.  einer  chemischen  Untersuchung  unterwor-  •«**""«• 
fen  worden,  von  deren  Ergebniss  nachstehende  Mittelwertbe  eine  IJeber- 
sicht  geben ; 


üoholfieti^chtgase 

Generatorgase 

Gase  aas 

Holz- 
kohle 

•3 

Stein- 
kohle 

1  « 

i 

Stickstoff  .... 

62,0 

63,7 

60,9 

63,4 

50,3 

61,5 

64,1 

] 

Kohlen  oxyd  .   .   . 

26,1 

34,3 

19,3 

33,3 

25,2 

21,8 

33,5 

/ 

Kohlensäure     .  . 

8,5 

0,6 

9,1 

0,5 

10,6 

9,1 

0,8 

1     Nach 

Wasserstoff  .   .   . 

8,2 

1,4 

12,4 

2,8 

13,9 

7,6 

1,5 

\     dem 

Grubengas    .   .  . 

1,2 

— 

6,6 

— 

— 

— 

— 

!    Volum. 

Oelbildendes  Gas 

— 

— 

1,6 

— 

— 

— 

Cyan 

— 

~ 

Spur 

— 

— 

100,0 

99,9 

, 

100,0 

100,0 

99,9 

100,0 

100,0 

/ 

Stickstoff  .... 

61,5 

64,4 

56,3 

64,9 

63,2 

63,1 

64,8 

X 

Kohlenoxyd  .   .   . 

24,9 

34,6 

21,5 

34,1 

— 

22,4 

33,8 

1 

Kohlensäure     .   . 

12,6 

0,9 

15,2 

0,8 

— 

14,0 

1,3 

1     Nach 

Wasserstoff  .   .   . 

0,2 

0,1 

1,0 

0,2 

— 

0,6 

0,1 

\     dem 

Grubengas    .   .   . 

0,6 

4,2 

— 

— 

l  Gewicht. 

Oelbildendes  Gas 

0,2 

100,0 

1,8 

— 

— 

— 

100,0 

) 

100,0 

100,0 

100,0 

100,0 

Wie  man  sieht  ist  der  Hauptbestandtheil  der  Brenngase  jeder  Art 
Kohlenoxyd;  Kohlenwasserstoffe  sind  spärlich,  aber  wohl  allen  gemein,  und 
es  liegt  mehr  an  der  Analyse  als  an  der  Wirklichkeit,  wenn  man  sie 
nicht  gefunden  hat;  der  Betrag  der  Kohlensäure  wechselt  am  meisten. 
Diese  Verhältnisse,  also  auch  die  Heizkraft,  sind  bei  Generator-  und  bei 
Gichtgasen  ziemlich  dieselben,  was  letztere  anbelangt  doch  nur  unter  der 
Bedingung,  dass  die  Gase  an  der  geeignetsten  Stelle,  d.  i.  in  zwei  Drittel 
der  Höhe  des  Ofenschachts,  gefasst  werden,  wie  in  obigen  Beispielen. 
Leider  ist  dies  in  der  Ausübung   nicht  gut  möglich,  ohne  dem  Gang  des 
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Ofens  zu  schaden,  und  man  muss  sich  meist  begnügen,  sie  in  grösserer 
Höhe  zu  schöpfen,  wo  sie  weit  unreiner  und  von  geringerer  Heizkraft  sind. 

Leistung  der  BrennstofTe. 

Heizkraft. 

kVilmiemM-  Der  Werth   eines  Brennstoffs  ist  von  der  Menge  der  Wärme  (Heiz- 

kraft)  aber  auch  von  der  Temperatur  bedingt,  die  er  bei  seiner  Verbren- 
nung entwickelt.  Insofern  bei  der  vollständigen  Verbrennung  stets  ein 
bestimmtes  Mass  von  chemischer  Thätigkeit  zur  Wirkung  kommt,  muse 
auch  ein  gleiches  Gewicht  eines  Brennstoffs  immer  dieselbe  Menge  Wärme 
erzeugen.  Die  theoretische  Heizkraft  ist  nun  die  Wärmemenge,  welche 
ein  Brennstoff  unter  der  Voraussetzung  vollständiger  Verbrennung  über- 
haupt auszugeben  vermag. 

Insofern  die  Wärme  als  ein  unkörperliches  Wesen  weder  Ausdehnung 
im  Raum,  noch  Gewicht,  noch  Einschliessbarkeit  besitzt,  kann  sie  auch 
nicht  eigentlich  gemessen ,  also  auch  die  Heizkraft  der  Brennstoffe  ihrer 
absoluten  Grösse  nach  nicht  ermittelt  werden.  Wohl  aber  lässt  sich  fin- 
den, in  welchem  Verhältniss  die  durch  Verbrennung  verschiedener  Kör- 
per wie  der  Brennstoffe  entwickelten  (an  und  für  sich  unbekannten)  Wär- 
memengen zu  einander  stehen,  und  zwar  durch  Vergleichung  ihrer  Wir- 
kung. Zu  dem  Ende  bestimmt  man,  wie  viel  Eis  von  O^G.  1  Gewichts- 
theil  Brennstoff  durch  die  von  ihm  entwickelte  Wärmequantität  zu  schmel- 
zen, oder  wie  viel  Wasser  von  gegebener  Temperatur  er  um  einen  bestimm- 
ten Betrag  von  Thermometergraden  zu  erwärmen  vermag.  Der  letztere 
Weg  ist  in  der  Ausübung  der  sicherste  und  jetzt  der  allein  übliche;  man 
hat  sich  dahin  verständigt,  für  solche  calorimetrische  Bestimmungen  als 
Einheit  —  Galorie,  Wärmeeinheit*)  —  diejenige  Wärmemenge  anzu- 
nehmen, welche  erforderlich  ist,  um  1  Grm.  Wasser  um  1^0.  zu  erwärmen. 

Nach  den  älteren  Bestimmungen  mittelst  des  Rumfor duschen  Calori- 
meters  gaben : 

Wärmeeinheiten. 

Trocknes  Holz 3600 

Holz  mit  2p  Proc.  Feuchtigkeit   .     2700 

Torf 2500bis3000 

Gute  Steinkohle 6000 

Holzkohle 7500 

Ebenso  hatte  Despretz  bezüglich  der  Elementarbestandtheile  der 
Brennstoffe  die  Verbrennungswärme  des  Kohlenstoffs  zu  7800  Wärmeein- 


*)  In  der  Abkürzung  mit  W.  £.  bezeichnet. 
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heiten,  des  Wasserstoffe  zu  23600  Wärmeeinheiten,  d.  h.  fast  genau  drei-  w&rmemes- 
mal  so  gross  (3  X  7800  ==  23400)  gefunden.  Damach  würde  1  Gewthl.  '"*■ 
Wasserstoff  gerade  soviel  Wärme  entwickeln  wie  3  Gewthle.  Kohlenstoff. 
Es  bedürfen  nun  3  Gewthle.  Kohlenstoff  und  1  Gewthl.  Wasserstoff  gleich- 
viel Sauerstoff  zur  vollständigen  Verbrennung.  Es  schien  daher  die 
Menge  der  bei  der  Verbrennung  entwickelten  Wärme  lediglich  durch  den 
dabei  stattfindenden  Verbrauch  an  Sauerstoff  bestimmt  zu  sein  und  so- 
nach weit  genauer  und  sicherer  aus  der  chemischen  Zusammensetzung  be- 
rechnet, als  mit  dem  Calorimeter  gemessen  werden  zu  können.  Welter 
stellte  in  der  That  den  Satz  als  Regel  auf,  dass  diejenigen  Quantitäten 
verschiedener  Körper,  welche  bei  der  vollständigen  Verbrennung  gleich- 
viel Sauerstoff  verbrauchen ,  auch  gleichviel  Wärmeeinheiten  entwickeln. 
Man  nahm  damit  stillschweigend  an,  die  Elemente  entwickelten  bei  der 
Verbrennung  dieselbe  Menge  Wärme,  gleichviel,  ob  sie  frei  oder  als  Be- 
standtheil  von  Verbindungen  verbrennen,  oder  was  ebensoviel  heisst,  man 
nahm  an,  die  Verbrennungswärme  der  Verbindung  ist  gleich  der  Summe 
der  Verbrennungswärme  der  Bestandtheile.  Mati  hatte  also  nur  das  Be- 
dürfniss  an  Sauerstoff  aus  der  Elementaranalyse  zu  berechnen  und  mit 
deijenigen  des  Kohlenstoffs,  sowie  mit  dessen  Verbrennungswärme  zu 
vergleichen,  um  zu  erfahren,  wie  viele  Wärmeeinheiten  der  betreffende  • 
Stoff  liefern  würde.  Dabei  musste  natürlich  der  Sauerstoff,  den  das  Brenn- 
material schon  an  sich  enthielt,  in  Abzug  und  durfte  nur  soviel  in  Rech- 
nung kommen,  als  von  aussen  zugeführt  werden  muss.  Es  entsprachen 
nun  nach  der  Bestimmung  der  Verbrennungswärme  des  Kohlenstoffs  2,667 
Gewthle.  dieses  Sauerstoffs  jedesmal  7800,  oder  1  Gewthl.  Sauerstoff  2924 
Wärmeeinheiten. 

Also  z.  B.  in  1  Gewthle.  völlig  trocknem  aschenfreiem  Holz  sind  enthalten : 

0,498  Qewthle.  Kohle,  welche  zur  Verbrennung  zu  KohlenBäurel,814  Sauerstoff 
und  0,061        „  Wasserstoff,    welche   zur  Verbrennung 

zu  Wasser 0,488        „ 

also  zusammen 1,802       „ 

brauchen;  davon  ab  den  Sauerstoffgehalt  des  Holzes  mit .   .    0,434       „ 

bleiben  .   .     1,368  Sauerstoff 
als  Mass  der  Verbrennungswärme. 

Durch  Vergleich  mit  dem  Kohlenstoff  würde  sich  dann  die  Verbren- 
nungswärme des  trocknen  Holzes  nach  oben  zu  1,368  X  ^^^^  =  ^001 
Wärmeeinheiten  berechnen. 

Berthier  hatte  zur  Vermeidung  der  umständlichen  Elementarana- 
lyse und  Berechnung  ein  Verfahren  zur  unmittelbaren  Bestimmung  jenes 
Sauerstoffs  angegeben,  welcher  als  Mass  der  Verbrennungswärme  gilt. 
Man  soll  nämlich  den  zu  untersuchenden  Brennstoff  feinzertheilt  mit  Blei- 
ozyd  (Glätte)  glühen ;  alsdann  geschieht  die  Verbrennung  auf  Kosten  des 
Sauerstoffs  im  Bleioxyd  und  ein  Aequivalent  metallisches  Blei  wird  abge- 
schieden.    Es  entspricht  1  Gewthl.  Blei  234  Wärmeeinheiten. 


Wttrmemett- 
Bung. 
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Leider  hat  sich  diese  einfache  und  bequem  zu  handhabende  Regel 
Weiteres  in  keiner  ihrer  beiden  Hauptgrundsätze  durch  die  neueren  calo- 
rimetrischen  Untersuchungen  bestätigt.  Zunächst  ist  das  Verhältniss  der 
Verbrennungswärme  des  Kohlen-  und  Wasserstofe  unrichtig.  Zwar  fan- 
den fdr  die  4es  Kohlenstoffs ,  in  naher  Uebereinstimmung  mit  den  älteren 
Versuchen : 

Grassi         Favre  und  Silbermann  Andrews 

7714  8080  7881  W.-E., 

dagegen  für  den  Wasserstoff: 

Joule  Andrews  Favre  und  Silbermann 

33553  33808  34462  W.-E. 

Dulong  Grassi 

34578  34666  W.-E., 

so  dass  die  Verbrennungswärme  von  Kohlen-  und  Wasserstoff  sich  nicht  wie 
1:3,  sondern  1 : 4,3  bis  4,4  verhält. 

Die  zweite  Voraussetzung,  nämlich  dass  die  Verbrennungswärme  der 
Verbindung  eben  so  gross  sei ,  als  die  der  Elemente  zusammengenommen, 
steht  eben  so  wenig  allgemeingültig  da. 

Zuweilen  ist  Uebereinstimmung,  wie  im 

Oelbildenden  Gas.  Wärmeeinheiten. 

4  C  =  24  Gewthle.  Kohlenstoff  X    8080  =  193920 
4H  =    4        „        Wasserstoff  X  34462  =  138104 

Summe  =  332024  berechnet, 
C4H4  =  28  Gewthle.  ölbildend.  Gas  X  1185  =  332024  gefunden. 

Zuweilen  das  Gegentheil,  wie  im 

Schwefelkohlenstoff.  Wärmeeinheiten. 

C    =    6  Gewthle.  Kohlenstoff  X  8080  =    48480 
Sa  =  32         „        Schwefel       X  2221  =    71072 

Summe  =  119552  berechnet, 
CS,  =  38  Gewthle.  X  3^01  =  129238  gefunden. 

Dazu  kommt  die  Erfahrung,  dass  gleiche  Zusammensetzung  nach 
Procenten  keineswegs  gleiche  Verbrennungs wärme  bedingt,  denn  die 
isomeren  Körper 


^ereben    Terpentinöl    Citronöl 
C20  H16        ^80  Hja  Cio  Hg 


ergaben  10662         10652  10959 


Essigeäare       Ameisens.  Methyl 
C4H4O4  C4H4O4 


8605  4197  W.-E. 


Endlich  sind  die  sogenannten  allotropischen  Zustände  von  Einfluas; 
so  gab  Holz-,  Zucker-  und  Gaskohle  8040  bis  8080,  natürlicher  Graphit, 
Hohofen-Graphit  und  Diamant  7762  bis  7796  Wärmeeinheiten. 
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Wenn  man  die  Welt  er 'sehen  Regeln  direct  mittelst  der  neueren  Wftnnemes- 
Bestimmungen  der  Yerbrennungswärme  prüft,  so  findet  man,  dass  sie  für  ""**^' 
gleichen  Verbrauch  von  Sauerstoff  bei  den  Elementen  sehr  grosse  Abwei- 
chungen beurkundet;  denn  man  fand,  dass  durch  Verbrennung  von  1  Grm. 
Sauerstoff  mit  Kohlenstoff  3030  W.E.,  mit  Phosphor  4613,  mit  Zink  5302, 
mit  Eisen  4134  W.  E.  entwickelt  werden.  Zu^mmengesetzte  Körper  da- 
gegen ergaben  öfter  genäherte  Werthe,  aber  nur  innerhalb  gewisser 
Gruppen,  so  z.  B.  durch  Verbrennung  mit  gleichviel  Sauerstoff: 

Kohlenozyd       Sumpfgas       Oelbildendes  Gas  Aether 

4205  3266  3458  3479  W.-E. 

Alkohol       Holzgeist     Stearinsäure      Terpentinöl 
3442  3538  3317  3294  W.-E. 

Nach  obigen  Thatsachen  ist  die  Berechnung  der  Verbrennungswärme 
nach  dem  Welt  er 'sehen  Satz  höchstens  bei  Brennstoffen  zulässig,  welche 
nahezu  aus  reinem  Kohlenstoff  bestehen,  bei  den  übrigen  äusserst  unsicher, 
um  so  mehr,  je  mehr  sie  Wasserstoff  enthalten.  Die  Welter'sche  Regeil 
steht  daher  in  dieser  Beziehung  auf  schwankenden  Füssen.  So  zeigt  die 
Zusammenstellung  S.  302  am  Ende,  dass  die  Heizkraft  der  gasförmigen 
Brennstoffe  nach  der  Welt  er 'sehen  Kegel  um  ein  Drittel  bis  die  Hälfte 
kleiner  ausfällt,  als  nach  der  calorimetrisch  bestimmten  Heizkraft  der  Be- 
standtheile.  Das  Galorimeter  gewährt  daher  allein  den  richtigen  Anhalt- 
punkt. Die  neueren  Forschungen  haben  indess  nur  von  den  Stoffen,  die 
für  das  Heizungswesen  Interesse  besitzen,  die  Verbrennungswärme  des 

Wärmeeinheiten. 

rr  ^^      .  «.   .    ,,..,  1      ..   f     7776  (als  Diamant  etc.) 
Kohlenstofe  imMittel  mit  j     8056  (als  Holzkohle  etc.) 

Wassersto£& 34215 

Sumpfgases 13108 

Oelbildenden  Gases      .    .    .  11942 

Kohlenoxyds 2430  bestimmt. 

Die  eigentlichen  Brennstoffe,  wenigstens  die  wasserstoffhaltigen ,  sind 
seit  Rumford  etc.  nicht  wieder  calorimetrisch  untersucht  worden  und 
wäre  eine  gründliche  Wiederholung  jener  älteren  Arbeit  nach  den  verschie- 
denen Materialien  zur  Ausfüllung  dieser  empfindlichen  Lücke  höchst  wün- 
schenswerth. 

Fasst  man  alles  zusammen,  was  über  die  Naturgeschichte  der  Brenn- 
stoffe und  über  die  Wärmemessung  feststeht,  so  erscheint  die  Ermittelung 
der  theoretischen  Heizkraft  eines  Brennstoffs  auf  dem  Wege  der  Berech- 
nung als  eine  sehr  missliche  Sache.  Zunächst  geben  die  Elementaranaly- 
sen, die  man  dabei  zu  Grunde  zu  legen  pflegt,  einen  unsichem  Anhalt 
wenigstens  bei  Torf,  Braun-  und  Steinkohlen,  weil  sie  in  der  Regel  mehr 
die  Zusammensetzung  der  untersuchten  Handstücke,  als  die  mittlere   der 
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w&rmemei-  Gattung  wiedergeben.  Zudem  geben  die  üblicben  BerecbQungen  der  Yer- 
brennungs wärme  von  verscbiedenen  YorauBsetzungen  (S.  299)  aus,  welche 
in  nichts  bewiesen  sind.  Die  gewöhnlicben  Angaben  der  Heizkraft  der 
Brennstoffe,  nämlicb  des 

W.-E. 
lufttrocknen  Holzes  zu    .    .    .    2800 
„  Torfes  zu     .    .    .    3600 

ganz  trocknen  Torfes  zu  .  .  3000  bis  4000 
der  lufttrocknen  Braunkohle  zu  3300  bis  4200 
der  ganz  trocknen  Braunkoble  zu  4000  bis  5000 

der  Steinkohle  zu 3800  bis  7000 

der  Anthracite  zu 7500 

der  Holzkohle  zu 6300  bis  7500 

der  Eokes  zu 6500  bis  7600 

sind  Dur  als  beiläufige  Anschläge  zu  nehmen.  Wenn  man  bedenkt,  welche 
Schwankungen  bei  den  einzelnen  Brennstoffen  in  Bezug  auf  ihren  Was- 
ser-, ihren  Aschengehalt,  den  chemischen  Bestand  des  verbrennlichen 
Theils  vorkommen,  so  begreift  man,  dass  solche  allgemeine  Werthanschläge 
—  auch  abgesehen  von  den  Widersprüchen  gegen  die  Oesetze  der  Eint- 
Wickelung  der  Yerbrennungswärme,  womit  die  betreffenden  Berechnungen 
behaftet  sind  —  keine  Geltung  für  einen  einzelnen  Fall  haben  können. 
Auch  die  neueren  calorimetrischen  Bestimmungen  erlauben  streng  genom- 
men nicht,  die  Heizkraft  von  Yerbindungen  wie  die  Brennstoffe  aus  dem 
Elementarbestand  zu  berechnen.  Wohl  aber  geht  dies  mit  einiger  Sicher- 
heit bei  blossen  Gemengen  von  Körpern,  deren  Heizkraft  im  Einzelnen 
bekannt  ist.  Yen  der  Art  sind  die  gasförmigen  Brennstoffe.  Wie  man 
aus  der  Zusammenstellung  S.  297  ersieht,  sind  unter  den  Gemengtheilen 
nur  das  Eohlenoxjd,  der  Wasserstoff  und  die  Kohlenwasserstoffe,  zusam- 
men etwa  ein  Drittel  des  Ganzen,  brennbar,  also  fähig,  zur  Heizkraft  bei- 
zutragen. Damach  und  nach  den  vorstehenden  calorimetrischen  Bestim- 
mungen für  jene  Gemengtheile  ergeben  sich  die  Heizkräfte  der  Brenngase 
(im  Yergleich  mit  den  nach  der  Welter 'sehen  Regel  berechneten)  wie 
folgt: 


Hohofengase 

Generatorgase 

Brenngase  aus: 

Holz- 
kohle 

Stein- 
kohle 

Holz- 
kohle 

o 

o 
H 

'S 

Heizkraft,  calorimetrische  be-  Wärme- 

rechnet ^j^. 

„         aus    der  Elementar-    u^^^j^ 
analyse  nach  Weiter     ^ 

1848 
1149 

1312 
714 

5709 
4178 

1767 
1043 

5365 
3661 

3130 
2078 

1827 
774 
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Dass  die  Yerbrennungswärme  des  WasserstofiEb  über  14mal  so  grogs 
ist  als  die  des  Kohlenoxyds,  und  sein  Gehalt  zwischen  1^2  ^uid  14  Yolum- 
proc.  bei  den  Heizgasen  schwankt,  macht  sich  in  dem  bedeutenden  Unter- 
schied der  Heizkräfte  geltend ,  welche  bei  Stein-  und  Holzkohlengas  vier 
bis  fünfmal  soviel  beträgt  als  bei  Kokegasen.  Die  zweite  Reihe  veran- 
schaulicht, wie  weit  sich  die  nach  der  Welter^schen  Regel  berechneten 
Werthe  von  den  calorimetrischen  Bestimmungen  entfernen,  wie  dies  schon 
oben  (Seite  301)  des  Näheren  entwickelt  worden.  Bei  Körpern,  die  wenig 
Wasserstoff  enthalten,  wie  bei  Holzkohle,  Koke,  Anthracit,  ist  die  Ueber- 
einstimmung  leidlich.  So  findet  man  die  Yerbrennungswärme  nach  der 
S.  230  und  S.  290  gegebenen  Elementar-Zusammensetzung  der  Holzkoh- 
len und  Kokes: 

Meüer  Koke 

Holzkohle    (Faustaflötz) 

Nach  der  Welter'schen  Regel  berechnet  .    .    7519  7616 

Nach  der  Yerbrennungswärme  der  Elemente  *) 

S.  230  und  290  berechnet 7770  7785 

In  mehreren  Ländern,  wie  in  England,  Preussen,  Oesterreich,  Sach-  Verdam- 
sen,  hat  man  die  Brennstoffe  durch  die  Organe  der  Regierung  zu  Gunsten  mögen.  * 
der  Yerbraucher  auf  ihren  Werth  untersuchen  lassen.  Bei  der  Unmög- 
lichkeit, mit  grösseren  Quantitäten  calorimetrische  Yersuche  durchzufüh- 
ren, bei  der  Schwierigkeit,  kleine  aber  wahre  Durchschnittsproben  für 
diese  Zwecke  zu  beschaffen  und  in  dem  Gedanken,  nicht  den  theoretischen, 
sondern  demjenigen  Werth  der  Heizkraft  zu  finden,  der  zum  unmittelba- 
ren Anhalt  in  der  Praxis  dienen  kann,  —  hat  man  vorgezogen,  bei  die- 
ser Untersuchung  die  Leistung  der  Brennstoffe  in  grossem  Massstab  in 
einem  bestimmten  Heizapparat  zu  vergleichen.  Die  Dampfkesselfeuerung 
erschien  bei  der  verbreiteten  Anwendung  und  der  verhältnissmässig  gros- 
sen  Regelmässigkeit  des  Betriebs  dazu  vorzugsweise  geeignet.  Indem  man 
bei  diesen  Yersuchen  die  Quantität  von  Dampf  bestimmte,  die  durch  eine 
bestimmte  Menge  Brennstoff  in  Dampfkesseln  entwickelt  wird,  ging  die 
Heizung  im  Allgemeinen  ihren  gewöhnlichen  Gang,  nur  trug  man  natürlich 
allen  Umständen  Rechnung,  die  auf  die  Richtigkeit  der  Ergebnisse  Ein- 
fluss  nehmen,  um  die  Yergleichbarkeit  derselben  möglichst  zu  sichern. 
Dahin  gehören  die  Temperatur  des  rückständigen  Wassers,  die  Menge 
der  in  der  Asche  enthaltenen  unverbrannten  Kohlen  oder  Kokes  und 
Aehuliches.  Die  Ergebnisse  sind  in  nachstehender  Uebersicht  zusammen- 
gestellt, worin  die  Zahlen  Gewichtstheile  Dampf  aus  Wasser  von  0®  be- 
deuten, erzeugt  mit  1  Gewthl.  Brennstoff: 


*)  Dieselben  isolirt  gedacht. 
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Verdam- 

pfaogsver- 

mögeu. 


Preussische  Brennstoffe.    P.  W.  Brix. 


Holzarten. 


Kiefer 

Birke 

Buche 

Eiche 

Torf. 
Stichrevier  Linum-Flatow,  Sorte  I. 

„    IL 

„  III. 

Stichrevier   Bächfeld  -  Neulangen 

Sorte  I. 

„  n. 

Braunkohlen. 

Gruben  bei  Aussig 

„        „    Perleberg 

Grube  Goldfuchs  bei  Frankfurt  a/0. 
Gruben  bei  Bauen,  Stückkohlen  . 
,,       „       „        Förderkohle . 

ToUwitzer  Grube 

Zscherbener  Grube 

Aus  Stechau  bei  Scfalieben   .   .   . 

Steinkohlen. 

Wettiner  Revier 

Waldenburger  Revier 

Oberschlesisches  Revier 

Saarbrücker  Revier 

Inde-Revier 

Worm- Revier 

Bergamtsrevier  Essen 

„        y,  Ibbenbühren    .   . 

,)        ,,  Bochum    .... 

Holzkohlen. 

Aus  Kiefernholz 

Torfkohle    


Mittel 


unflfe- 
trocKnet 


getrock- 
net 


3,79 
3,72 
3,51 
3,53 

3,02 
5,14 
3,43 

3,14 
4,77 

5,84 
5,63 
5,55 
5,07 
3,35 
4,69 
4,50 
4,78 

7,90 

7,48* 

7,00 

7,65 

8,71 

6,84 

7,97 

7,39 

8,09 

6,78 
7,10 


5,11 
4,38 
4,11 
4,58 

5,09 
2,81 
5,07 

5,00 
3,88 

8,87 
3,30 
2,45 
2,16 
1,40 
1,82 
2,09 
1,95 

7,85 
7,21 
6,67 
7,45 
8,63 
6,76 
7,81 
7,18 
8,00 

7,59 
6,68 


Maximum 


Mnimum 


getrocknet 


4.21 
3,96 
3,37 
3,63 

5,42 
6,49 
5,81 

5,31 

4,84 


3,52 
3,36 
2,36 
3,55 

4,75 
4,66 
4,35 

4,11 
4,62 


Nur  je  2  bis  3  FäUe 
beobachtet. 


3,80 


3,05 


Nur  je  2  bis  3  Falle 
beobachtet. 


8,23 
8,34 
8,17 
8,23 
9,00 
7,76 
8,48 
8,20 
8,85 


7,66 
6,78 
6,22 
6,94 
8,17 
5,75 
7,09 
6,69 
7,65 


) 


Nur  je  2  bis  3  Falle 
beobachtet 
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•wo  zu  setzen  ist: 

Der  Mültiplicator  dient  nicht  allein  zur  Messung  der  Inten- 
sität constanter  Ströme ,  sondern  kann  auch  zur  Yergleichung 
elektrischer  Ströme  von  sehr  kurzer  Dauer  dienen,  d.  h.  zur  Yer- 
gleichung elektrischer  Quanta,  welche  den  Mültiplicator  während 
einer  sehr  kurzen  Zeit  durchfliessen.  Wenn  man  einen  constan« 
ten  elektrischen  Strom  nur  während  einer  sehr  kurzen  Zeit 
durch  den  Mültiplicator  hindurchfliessen  lässt,  so  besteht  seine 
Wirkung  auf  die  Nadel  darin,  dass  er  ihr  einen  nahezu  plötz- 
lichen Impuls  ertheilt,  in  Folge  dessen  die  Nadel  ihre  Gleich- 
gewichtslage verlässt  und  entweder  zu  rotiren,  oder  um  ihre 
Gleichgewichtslage  herum  zu  oscilliren  beginnt.  Vernachlässigt 
man  die  sehr  kleinen  Ablenkungen  der  Nadel  während  der 
Dauer  des  Stromes,  so  hat  man  für  diese  Zeit,  unter  K  das 
Trägheitsmoment  der  Nadel  in  Bezug  auf  ihre  Drehaxe,  unter 
Zo  den  Werth  von  Z  für  ^  =  0  und  unter  t  die  Zeit  ver- 
standen : 

Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Angulargeschwindigkeit  C7,  welche 
die  Nadel  durch  den  Impuls  des  Stromes  erlangt,  wenn  r  die 
Dauer  des  letzteren  bedeutet: 

Es  sei  nun  J  das  Stromquantum,  alsdann  sind  -|-  Jt  und  —  Jt 
die  elektrischen  Quauta,  welche  den  Mültiplicator  während  der 
Zeit  r  in  entgegengesetzten  Richtungen  durchströmen.  Dieselbe 
Wirkung  wie  diese  Quanta  würde  offenbar  das  Quantum  +  2  «7r 
für  sich  ausüben,  wenn  es  den  Mültiplicator  während  derselben 
Zeit  und  in  derselben  Richtung  wie  das  Quantum  -f~  Jv  durch- 
strömte. Da  überdies  die  Wirkung  auf  die  Nadel  von  der  Ge- 
schwindigkeit der  Elektricität  unabhängig  sein  wird,  wofern  nur 
die  Dauer  der  Strömung  sehr  kurz  ist,  so  folgt:  Leitet  man 
durch  den  Mültiplicator  das  elektrische  Quantum  Q  nach  der 
Erde  hin  ab,  so  erlangt  die  Nadel  in  Folge  der  elektrischen 
Strömung  eine  Angulargeschwindigkeit  C7,  für  welche  man  hat: 

Beer,  Elektrostatik,  MegneüBinus  imd  Elektrodynamik,  20 
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^       2XfnNQ 
C  =  — ^ — 

Was  die  Bewegung  betrifft,  welche  die  Nadel  in  Folge  des  er- 
langten Impulses  annimmt,  so  bat  man,  wenn  nur  die  Wirkung 
des  Erdmagnetismus  auf  die  Nadel  in  Betracbt  kommt  und  die 
Torsion  des  Aufhäugungsfadens,  sowie  die  inducirende  Wirkung 
der  bewegten  Nadel  auf  die  in  ihrer  Umgebung  befindlichen 
Leiter  vernachlässigt  werden  darf: 

Hieraus  ergiebt  sich  für  den  Fall,  dass  die  Bewegung  eine 
osdllirende  ist,  und  wenn  W  die  Amplitude,  ^  die  Dauer  einer 
ganzen  Oscillation  bedeutet: 


Es  ist  also  auch: 


C  =  ^sin\'P. 


«  =  ÄÄ^^'^^^' 


woraus  folgt,  dass  der  Sinus  des  halben  Ausschlagwinkels  unter 
übrigens  gleichen  Umständen  als  Maass  für  das  durch  den  Mul- 
tiplicator  geleitete  elektrische  Quantum  angesehen  werden  kann. 

Schliesslich  wollen  wir  auch  noch  an  dieser  Stelle  die  Aus- 
einandersetzung der  Methode  nachtragen,  deren  Weber  sich 
bei  seinen  Versuchen  über  die  Am  per  ersehe  Formel  bedient 
hat,  um  die  Eiawirkung  des  Erdmagnetismus  auf  die  ange- 
wandte BifilarroUe  zu  bestimmen. 

Die  Wirkung  des  Erdmagnetismus  auf  einen  Ereisstrom  ist 
dieselbe,  wie  auf  eine  von  dem  Strome  begrenzte  unendlich 
dünne,  transversal-magnetische  Ereisscheibe,  deren  magnetisches 

Moment  gleich  -rj^F  ist,  unter  i  die  Intensität  und  unter  F  die 

Fläphe  des  Stromes  verstanden.  Wenn  also  der  Strom  um  einen 
verticalen  Durchmesser  drehbar  ist,  so  stellt  er  sich  senkrecht 
gegen  den  magnetischen  Meridian.  Wird  er  aus  dieser  Gleich- 
gewichtslage herausgedreht,  so  strebt  der  Erdmagnetismus  ihn 
in  jene  zurückzudrehen,  und  hat  man  für  das  Qegenpaar,  wel- 
ches diese  Wirkung  darstellt,  wenn  der  Winkel  a,  welchen  die 
Ebene  des  Stromes  mit  der  Gleichgewichtslage  bildet,  sehr  klein 
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ist  und  die  horizontale  Componente  des  Erdmagnetismus  wie- 
derum durch  H  bezeichnet  wird: 

Bei  einer  kreisförmigen  Drahtrolle,  wie  die  von  Weber  ange- 
wandte BifilarroUe  es  war,  tritt  an  die  Stelle  von  F  die  Summe 
aller  der  Flächen,  welche  von  den  einzelnen  Windungen  begrenzt 
werden.  Um  den  Werth  dieser  Summe,  die  ideale  Fläche  der 
Rolle,  zu  finden,  wenn  die  Anzahl  ihrer  Windungen  unbekannt 
ist,  kann  man  wie  folgt  verfahren.  Man  lässt  die  Rolle  auf  eine 
entfernte  Boussole  einwirken,  indem  man  sie  parallel  dem  magne- 
tischen Meridian  und  so  aufstellt,  dass  ihr  Mittelpunkt  auf  die  Ost- 
westlinie der  Magnetnadel  zu  liegen  kommt.  Hierauf  bestimmt 
man  die  Ablenkung  derselben  Nadel,  nachdem  man  an  die 
Stelle  der  Rolle  eine  andere  Rolle  von  bekannter  Fläche  ge- 
setzt und  in  dieser  dieselbe  Stromstärke  wie  in  jener  hergestellt 
hat.  Die  Flächen  beider  Rollen  verhalten  sich  alsdann  zu  ein- 
ander wie  die  Ablenkungen  der  Nadel,  wofern  nur  letztere  hin- 
reichend klein  sind.  Auf  diese  Weise  bestimmte  Weber  die 
Fläche  der  BifilarroUe  und  fand  sie  gleich  293140  Quadrat» 
centimeter. 

In  dem  oben  für  die  Einwirkung  der  Erde  auf  eine  Bifilar- 
roUe gefundenen  Ausdrucke  tritt  die  Intensität  des  Stromes  auf, 
und  es  musste  daher  bei  den  Weber'schen  Versuchen  zur  Eli- 
mination jener  Einwirkung  die  Beziehung  zwischen  der  Inten- 
sität und  den  Angaben  des  angewandten  Galvanometers  aufge- 
sucht werden.  Das  letztere  bestand,  wie  früher  bemerkt  wurde, 
aus  einem  Magnetometer  und  einer  Drahtrolle,  deren  Axe  auf 
dem  magnetischen  Meridiane  senkrecht  stand  und  durch  die 
Mitte  der  Magnetometernadel  ging.  Der  Abstand  zwischen  der 
Mitte  der  RoUe  und  der  Mitte  der  Nadel  betrug  bei  den  elek- 
trodynamischen Versuchen  21,7*^".  Weber  bestimmte  nun  nach 
Herstellung  eines  Stromes  die  Ablenkung  der  Nadel,  sodann 
verschob  er  die  Rolle  längs  der  Ostwestlinie  in  grössere  Entfer- 
nungen S  von  der  Nadel  und  bestimmte  wiederum  die  Ablen- 
kungen der  Nadel.  Auf  diese  Weise  ergab  sich,  unter  /J  und  /^ 
die  Ablenkungen  in  dem  einen  und  anderen  Falle  verstanden, 
folgende  Relation: 

20* 


308  Vom  Elektromagnetismus. 

„      13880. 

Ajttdererseits  ist  aber  nach  den  oben  für  die  Tangentenbonssole 
aufgestellten  Formeln,  wenn  *  die  ideale  Fläche  der  Galvano- 
meterrolle  bedeutet,  und  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Ab- 
lenkungen sehr  klein  waren: 

ff-    '      1*. 
'^  —  V2  ■  HS» ' 

folglich  auch: 

*    =6940^. 

Durch  Messung  wurde  nun  für  die  ideale  Fläche  der  Galvano- 
meterroUe  83134,4  und  für  den  Werth  von  H  am  Platze  des 
Magnetometers  0,191  erhalten.    Es  war  also: 

-1=  =  0,0159445 /J. 

Die  Entfernung  des  Spiegels  von  der  Skale  betrug  bei  der  Gal- 
vanometervorrichtung 1103  Theile  der  Skale.  Wenn  also  y  die 
doppelte  dem  Bogen  ß  entsprechende  Ablenkung  in  Theilen  der 
Skale  ist,  so  hat  man  endlich: 

JL  -=  3,614  .  10-«y. 

Gehen  wir  jetzt  zu  der  Wirkung  zurück,  welche  der  Erdmag- 
netismus auf  die  BifilarroUe  ausübte.  An  ihrem  Platze  hatte 
H  den  Werth  0,138  und  ihre  ideale  Fläche  betrug,  wie  bemerkt, 
293140.  Hiemach  ergiebt  sich  für  den  Werth  des  (Segenpaares 
E,  das  an  der  BifilarroUe  wirkte,  wenn  sie  mit  ihrer  Gleich* 
gewichtslage  den  Winkel  a  bildete  und  zugleich  das  Galvano- 
meter die  doppelte  Ablenkung  y  zeigte: 

JS?  =  0,194  ay. 

Zum  Schlüsse  unserer  Betrachtimgen  über  die  Ampere'- 
sehe  Hypothese  vom  Wesen  des  Magnetismus  müssen  wir  noch 
kurz  der  Induction  des  Magnetismus  durch  einen  elektrischen 
Strom  gedenken.  Nach  der  in  Rede  stehenden  Theorie  muss 
aber  ein  constanter  elektrischer  Strom  in  einem  Körper,  welcher 
seiner  Wirkung  ausgesetzt  wird,  genau  denselben  magnetischen 
Zustand  hervorrufen  wie  ein  permanenter  Magnet^  dessen  Po- 
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tential  mit  dem  elektromagnetischen  Potentiale  des  Stromes 
übereinstimmt.  Dass  dies  in  der  That  der  Fall  sei,  darf  wohl 
ans  mehreren  Beobachtungen  über  die  Magnetisirung  durch  elek- 
trische Ströme  mit  einiger  Sicherheit  geschlossen  werden.  Wir 
wollen  uns  indessen  hier  damit  begnügen,  als  Beleg  hierfür  die 
Versuche  zu  erwähnen,  welche  Lenz  und  Jacobi  über  die 
Magnetisirung  von  Eisenstäben  durch  elektrische  Spiralen  an- 
gestellt haben,  und  deren  bereits  in  der  Lehre  vom  Magnetis- 
mus (S.  IV.  5.)  gedacht  wurde,  auf  welche  wir  also  verweisen. 


m. 

T1HE0RIE  DER  STATIONÄREN  ELEKTRISCHEN 

STRÖMUNG. 


1.    AUgezneine  Qesetze  der  stationären  elektriaolien 

Strömung. 

Eine  Bewegung  elektrischer  Massen  in  einem  leitenden  Kör- 
per heisst  stationär,  wenn  die  Quantität  und  Geschwindigkeit 
der  positiven  und  negativen  Elektricität,  welche  in  irgend 
einem  Element«  des  Leiters  enthalten  ist,  im  Verlaufe  der  Zeit 

m 

keinerlei  Aenderung  erleidet.  Als  eine  solche  stationäre  Be- 
wegung sehen  wir  jede  elektrische  Strömung  an,  deren  Wir- 
kung constant  bleibt,  wie  wir  denn  auch  bei  unseren  bisherigen 
Betrachtungen  über  den  constanten  linearen  elektrischen  Strom 
von  dieser  Anschauung  ausgegangen  sind. 

Der  nähere  Grund  fdr  die  Erhaltung  einer  stationären 
elektrischen  Strömung  ist  in  der  Kraft  zu  suchen,  welche  von 
sämmtlichen  ins  Spiel  tretenden  elektrischen  Massen  ausgeht. 
Diese  sogenannte  elektromotorische  oder  Scheidungs-Kraft  trennt 
in  jedem  Funkte  des  Leiters  entgegengesetzt  gleiche  elektri- 
sche Quanta  von  einander  und  treibt  sie  nach  entgegengesetz- 
ten, mit  der  Kraft  parallelen  Richtungen  auseinander.  Wir 
nehmen  an,  dass  hierbei  die  elektrischen  Quanta,  welche  durch 
ein  beliebig  gelegenes  Flächenelement  während  der  Zeiteinheit 
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hindurchströmen,  miter  übrigens  gleichen  Umständen  mit  der 
Grösse  der  elektromotorischen  Kraft  an  der  Stelle  des  Elemen- 
tes proportional  sind. 

Die  in  Bewegung  begriffene  Elektricität  tritt  nach  dem 
Vorhergehenden  an  jeder  Stelle  im  Leiter  in  entgegengesetzt  glei- 
chen Quantitäten  auf,  und  auch  die  Geschwindigkeiten  der  letz- 
teren sind  entgegengesetzt  gleich.  Daher  ist  die  in  Bewegung 
begriffene  Elektricität  nicht  im  Stande,  den  neutralen  Zustand 
in  irgend  einem  Punkte  des  Leiters  aufzuheben,  und  muss  die 
Quelle  der  elektromotorischen  Kraft  in  ruhenden  elektrischen 
Massen  gesucht  werden,  welche  neben  der  strömenden  Elektri- 
cität auftreten.  Von  jener  ruhenden  Elektricität  kann  aber  be- 
wiesen werden,  dass  sie  nicht  durch  die  Masse  des  Leiters  ver- 
breitet sein  kann.  Es  sei  nämlich  V  das  Potential  der  fragli- 
chen elektrischen  Massen  im  Innern  des  Leiters,  dS  das  Ele- 
ment einer  Niveaufläche  und  x  eine  nur  von  der  Natur  des 
Leiters  abhängige,  übrigens  aber  constante  Grösse.  Alsdann 
hat  man  für  das  elektrische  Quantum,  welches  während  der 
Zeiteinheit  durch  das  Element  dS  in  der  Richtung  seiner  Nor- 
male hindurchfliesst: 

dN 

Es  sei  femer  dS'  das  Element,  welches  auf  einer  zweiten 

unendlich  nahe  an  d/S  gelegenen  Niveaufläche  durch  die  Rand- 

dV 
normalen  des  Elementes  dS  bestimmt  wird,  und  -tttT  sei  das 

dN' 

Gefälle  des  Potenüales  für  die  Punkte  jenes  Elementes.  Als- 
dann kommt  für  das  elektrische  Quantum,  welches  während  der 
Zeiteinheit  durch  das  Element  dS'  in.  der  Richtung  seiner  Nor- 
male hindurchfliesst: 

dN' 
Der  Uebe^chuss  des  ersten  der  obigen  Ausdrücke  über  den 
letzten  stellt  offenbar  die  Hälfte  des  Zuwachses  an  Elektricität 
dar,  welchen  das  von  den  Elementen  dS,  dS'  und  ihren  Rand- 
normalen  begrenzte  körperliche  Element  dh  während  der  Zeit- 
einheit erlangt,  und  muss,  weil  die  Strömung  stationär  ist,  ver<p 
schwinden,    ^un  ist  aber: 
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man  hat  daher  auch  für  die  ganze  Ausdehnung  des  Leiters: 

I.   j^r=o. 

In  der  That  müssen  also  die  fraglichen  elektrischen  Mas- 
sen ausserhalb  oder  auf  der  Oberfläche  des  Leiters  gesucht 
werden.  Li  den  gewöhnlich  vorkommenden  Fällen,  bei  der  hy- 
droelektrischen und  thermoelektrischen  Kette,  kann  die  ruhende 
Elektricität  oflTenbar  nicht  ausserhalb,  sondern  nur  auf  der 
Oberfläche  der  Leiter  auftreten,  und  diese  Fälle  werden  wir  in 
der  Folge  stets  vor  Augen  haben. 

Die  stationäre  elektrische  Strömung  in  einem  Leiter  ist 
nach  dem  Obigen  vollständig  bestimmt,  sobald  das  Potential  V 
und  die  Constante  x,  der  sogenannte  Fortpflanzungscoefflcient 
des  Leiters  für  Elektricität,  gegeben  ist.  In  jedem  Punkte  des 
Leiters  bewegt  sich  die  Elektricität  längs  der  Ej*aftlime  des 
Fotentiales,  und  zwar  fliesst  die  positive  Elektricität  nach  der 
Seite  hin,  nach  welcher  der  Werth  des  Potentiales  abnimmt. 
Die  Kraftlinien  werden  daher  hier  auch  Strömungscurven  ge- 
nannt.   Die  Stärke  der  Strömung  hat  zum  Maass  den  absoluten 

dV 
Werth  des  Ausdruckes  x  -j-== .  Demzufolge  kann  jede  stationäre 

Strömung  als  ein  Complex  von  constanten  linearen  Strömen, 
welche  das  Volumen  des  Leiters  stetig  erfüllen,  aufgefasst  wer- 
den. Legt  man  nämlich  durch  alle  Randpunkte  des  Elementes 
dS  einer  Gleichgewichtsfläche  Kraftlinien,  so  begrenzen  diese 
einen  fadenförmigen  Raum,  durch  dessen  verschwindend  kleine 
Querschnitte  während  der  Zeiteinheit  gleiche  elektrische  Quanta 

fliessen.     Der   absolute  Werth    der  letzteren  fällt,    wenn  3^^= 

dN 

das  Gefalle  des  Potentiales  an  der  Stelle  des  Elementes  dS  be- 

d  V 
deutet,  mit  dem  des  Ausdruckes  x  ^ptf  d  S  zusammen.  Die  elek- 

trische  Bewegung  in  dem  fadenförmigen  Räume  kann  man  also 
als  einen  constanten  elektrischen  Strom  betrachten,  dessen 
Ourve  eine  der  erwähnten  Kraftlinien  ist,  und  dessen  Intensität 

durch  den  absoluten  Werth  des  Ausdruckes  ^^^"TjrdS  darge- 
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stellt  wird.  Es  lässt  sich  ab^r  offenbar  der  ganze  Raum  des 
Leiters  in  solche  fadenförmige  Elemente  wie  das  betrachtete 
zerlegen.  Man  ersieht  aus  obiger  Bemerkung,  wie  die  Betrach- 
tung der  elektrodynamischen  und  elektromagnetischen  Wir- 
kung von  Leitern,  in  welchen  stationäre  Strömungen  auftreten, 
auf  die  der  constanten  linearen  Ströme  zunickgeführt  werden 
kann.  Bei  solchen  Systemen  von  Leitern,  wie  wir  sie  hier  im 
Auge  haben,  sind  die  Stromcurven,  also  auch  die  soeben  be- 
sprochenen integrirenden  linearen  Ströme,  in  sich  geschlossen. 
Ihre  Krümmung  ändert  sich  im  Innern  des  einzelnen  Leiters 
stetig,  zeigt  aber,  wie  wir  sehen  werden,  an  der  Grenzfläche 
zweier  Leiter  im  Allgemeinen  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit. 

Für  das  Potential  der  ruhenden  Elektricität  lässt  sich,  aus- 
ser der  Bedingung  I.,  welche  für  die  inneren  Punkte  des  Leiters 
gilt,  eine  zweite  Bedingung  aus  dem  Begriffe  der  stationären 
Strömung  herleiten,  die  sich  auf  das  Gefalle  des  Potentiales  an 
der  Oberfläche  des  Leiters  bezieht.  Es  sei  d  0  ein  Element  der 
Oberfläche  des  Leiters  Äi  und  es  grenze  der  letztere  in  den 
Punkten  des  Elementes  an  einen  zweiten  Leiter  A^.  Das  Po- 
tential der  ruhenden  Elektricität  werde  für  den  Raum  des  er- 
sten Leiters  durch  Fi,  fiir  den  des  zweiten  Leiters  durch  Fj  be- 
zeichnet. Femer  seien  Si  und  Sa  zwei  Niveauflächen,  von  wel- 
chen jene  in  Äi,  diese  in  Äq  unendlich  nahe  an  äO  liege.  Auf 
diese  Flächen  projicire  man  das  Element  d  0  und  bezeichne  die 
Projectionen  durch  dSi  und  d/Sj.  Endlich  seien  ^i,  n,  ^3  die 
Normalen  der  Elemente  dSi,  dO,  dS^,  solche  in  der  Richtung 
von  dSi  nach  dO,  von  Äi  nach  A^,  von  dO  nach  dS^  gerech- 
net. Akdann  hat  man  für  die  elektrischen  Quanta,  welche 
während    der    Zeiteinheit    durch   dSi  und   dSq    in    der   Rich- 

d  V 
tung  ihrer  Normalen  hindurchfliessen ,  bezüglich  —  %i  -j^  d  Si 

d  V 
und  —  Xa  ,  ^  dS^,  wenn  Xj  und  oCf  die  Fortpflanzungs-Coeffi- 

cienten  der  Leiter  sind.  Jene  Quanta  müssen  nun  offenbar 
nach  dem  Begriffe  der  stationären  Bewegung  einander  gleich 
sein,  und  fallen  mit  dem  Quantum  zusammen,  welches  während 
der  Zeiteinheit  durch  das  Element  dO  von  Äi  nach  A^  über- 
geht.   Man  hat  also: 
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oder  auch: 


TT  flf^l  dVi 


dn  dn 

Wenn  insbesondere  x,  verschwindet,  oder,  was  dasselbe  heisst, 

wenn  der  Leiter  Äi  mit  dem  Elemente  dO  an  ein  isolirendes 

d  V 
Mittel  grenzt,  so  muss  -r-^  verschwinden.    An  der  freien  Ober- 

dn 

fläche  eines  Leiters,  d.  h.  an  demjenigen  Theile  seiner  Ober- 
fläche, mit  welchem  er  an  ein  isolirendes  Mittel  angrenzt,  müs- 
sen also  die  Strömungscurven  der  Oberfläche  parallel  laufen 
und  die  Niveauflächen  senkrecht  in  letztere  einschneiden. 

Während  das  Potential  der  ruhenden  Elektricität  im  In- 
neren eines  und  desselben  Leiters  stetig  verläuft,  muss  es  bei 
dem  Uebergange  von  einem  Leiter  zu  einem  zweiten  angren- 
zenden Leiter  auf  der  Berührungs-  oder  Trennungsfläche  im 
Allgemeinen  eine  Discontinuität  zeigen.  Dies  ergiebt  sich  aus 
dem  Begriffe  der  stationären  Strömung  wie  folgt.  Es  sei  für 
die  stationäre  Strömung  in  einer  Kette  von  Leitern  s  der  Bo- 
gen, d  der  Querschnitt  eines  der  integrirenden  linearen  Ströme. 
Alsdann  hat  man  für  die  einzelnen  Leiter,  durch  welche  der 
Strom  hindurchgeht,  unter  x  den  Fortpflanzungscoefficienten 
und  unter  c  eine  von  der  Natur  der  Leiter  imabhängige  Con- 
stante  verstanden: 

dV 

oder: 

V  =  —  c  I 

Die  in  sich  geschlossene  Stromcurve  treffe  in  ihrem  Verlaufe 
der  Reihe  nach  die  Leiter  -4i ,  Ai^.,,At,  mit  den  Fortpflanzungs- 
coefficienten Xi,  X2,...x^,  und  zwar  gehe  sie  durch  jeden  nur 
einmal  hindurch,  wie  der  Einfachheit  wegen  angenommen  werde. 
Femer  sei  für  ein  Fortschreiten  in  der  Richtung  von  Ai  nach 
A^  u.  s.  f.  der  Werth  des  Fotentiales  V  an  der  ersten  und 
letzten  Berührungsfläche  des  ersten  Leiters,  des  zweiten  Lei- 
ters u.  s.  f.     Vi*  und    F,",  Fj'  und  F,"  u.  s.  f.    Endlich  werd^ 
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der  Bogen  s  von  der  ersten  Endfläche  des  ersten  Leiters  an  ge- 
rechnet und  die  Länge  der  Stromcurve  in  den  verschiedenen 
Leitern  durch  li,hi-"ly,  die  ganze  Länge  der  Stromcurve  durch 
L  bezeichnet.    Alsdann  hat  man: 


'1 


h-\-k 


L-h 


Woraus  folgt: 

L 


+  F,'  +  . ..+ F,')-(Fi"+ F/+...+ FA 


Verliefe  nun  das  Potential  auch  an  den  Berührungsflächen  der 
Leiter  stetig,  so  wäre: 

V  ff V'    V  "  V  *  V  " v  * 

^1   —  "3>  ''2   —  '^i > y K  —  y\y 

und  es  ergäbe  sich  also,  dass  die  Constante  c  verschwinden 
müsse,  was  nicht  möglich  ist,  wenn  überhaupt  in  der  betrachte- 
ten Curve  eine  Strömung  auftritt. 

Ueber  die  Discontinuität  des  Potentiales  V  an  der  Berüh- 
rungsfläche zweier  Leiter  machen  wir  die  Annahme,  dass  sie 
nur  durch  die  in  der  unmittelbaren  Nähe  der  Fläche  auftreten- 
den Verhältnisse  bedingt  ist.  Sind  diese  Verhältnisse,  wie  wir 
unterstellen  wollen,  auf  der  ganzen  Fläche  gleich,  so  ist  auch 
die  Differenz  der  Potentiale  Fi  und  Fj  in  dem  einen  und  an- 
deren Leiter  für  alle  Punkte  der  Fläche  eine  und  dieselbe.  Als- 
dann hat  man  für  alle  Punkte  der  Berührungsfläche,  unter  £i 
und  €2  zwei  Constanten  verstanden: 

in.    Fl  +  £1  =  F2  -f  «2. 

Aus  der  letzten  Gleichimg  folgt,  dass  die  Berührungsfläche 
zweier  Leiter  von  den  Niveauflächen  der  letzteren  in  einem  und 
demselben  Systeme  von  Curven  geschnitten  wird.  Daher  lie- 
gen die  beiden  Tangenten,  welche  eine  Strömungscurve  in  ih» 
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rem  Durchschnittspunkte  mit  der  Berührungsfläche  im  Allge- 
meinen aufweist,  in  einer  Ebene  mit  der  Normale  jener  Fläche 
für  denselben  Punkt,  und  hat  man,  wenn  qpi  und  9)3  die  Win- 
kel zwischen  jenen  Tangenten  und  der  Normale  sind,  wegen 
der  Gleichung  11.: 

tang  91  :  tang  q)^  =  Xi  :  Xj. 

Durch  die  Bedingungen  I.  bis  IQ.  ist  die  Strömung  in  einer 
Kette  von  Leitern  vollständig  bestimmt.  Es  seien  nämUch  V 
und  V  zwei  jenen  Bedingungen  genügende  Potentialfimctionen. 
Ihre  Differenz  werde  durch  U  bezeichnet.  Alsdann  hat  man 
wegen  der  beiden  letzten  Bedingungen  für  die  Punkte  einer 
Trennungsfläche  zweier  Leiter,  wenn  n  die  von  innen  nach 
aussen  gerechnete  Normale  bedeutet  und  die  Marken  1  und  2 
sich  auf  den  einen  und  anderen  Leiter  beziehen: 

TT  TT  A  ^^l        \  öfüi  ^ 

Daher  ist  auch: 

yj     dUi       .  TT     ^^^  A 

Hieraus  folgt: 

zx  rü^do=o, 

J       an  ' 

wo  sich  die  Integration  über  die  Oberflächenelemente  dO  des 
einzelnen  Leiters,  die  Summation  über  alle  Glieder  der  Kette 
erstreckt.  Weil  aber  ferner  -^2  u  ^egen  der  ersten  Bedingung 
innerhalb  jedes  einzelnen  Leiters  verschwindet,  so  ist  nach 
einem  bekannten  Satze,  unter  d  Je  das  körperliche  Element  eines 
Leiters  und  unter  N  die  Normale  der  Niveaufläche  des  Poten- 
tiales  U  verstanden: 


f^'^^o=f(^y.. 


Hiemach  hat  man: 


.  ./P' «  =  0. 


Die  Grösse  U  ist  mithin  innerhalb  jedes  einzelnen  Leiters  con- 
stant,  und  da  sie  an  der  Grenzfläche  zweier  Leiter  keine  Un- 
Stetigkeit  zeigt,  so  ist  sie  auch  in  der  ganzen  Kette  constant^ 
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so  dass  sich  V  und  V  nur  um  einen  constanten  Summanden 
von  einander  unterscheiden  können. 

Bei  der  hydroelektrischen  Eette,  auf  deren  Betrachtung 
wir  uns  in  der  Folge  beschränken  werden,  muss  der  Grund 
für  die  Discontinuität  des  Potentiales  und  hiermit  für  die  Ent- 
stehung des  Stromes  in  der  Wirkung  der  Molecularkräfte  an 
den  Berührungsflächen  der  auf  einander  folgenden  Glieder  der 
Kette  gesucht  werden.  Hier  scheinen  über  die  konstanten  fi],  £3 
der  Gleichung  IH.,  welche  wir  kürzehalber  Molecularconstan- 
ten  nennen  wollen,  folgende  Annahmen  zulässig  zu  sein.  Wenn 
die  einander  berührenden  Leiter  beide  metallisch  sind,  so  hängt 
£1  lediglich  von  der  Natur  des  ersten,  £«  von  der  Natur  des 
zweiten  Leiters  ab.  Ist  aber  einer  der  Leiter,  wir  wollen  sa- 
gen der  erste,  ein  Elektrolyt,  der  zweite  ein  Metall,  so  hängt 
£1  von  der  Natur  beider  Leiter,  £3  nur  von  der  des  zweiten  Leiters 
ab.  Wenn  endlich  beide  Leiter  Elektrolyte  sind,  so  sind  auch 
beide  Constanten  von  der  Natur  beider  Leiter  abhängig.  Aus 
diesen  Annahmen  ergeben  sich  in  der  That  für  das  Auftreten 
des  elektrischen  Stromes  in  einer  geschlossenen  Kette  dieselben 
Bedingungen,  wie  sie  die  Beobachtung  liefert.  Man  hat  näm- 
lich bei  einer  Kette  von  v  Leitern  für  irgend  eine  durch  alle 
Glieder  hindurchgehende  integrirende  Strömung,  wenn  die  frü- 
heren Bezeichnungen  beibehalten  werden: 

=  (F/+  F/  +  ...+  ry')-(V^"+  F,"  +  ...  +    Vy"). 
0 

Sind  nun  erstlich  alle  Glieder  von  metallischer  Natur  und  wer- 
den ihre  Molecularconstanten  durch  £1 ,  £3, . . .  £y  bezeichnet,  so  ist: 

F/'+£x=F,'+£3,    F3"+£,  =  F3'+£a,..-.F/'+£^=F/+£i. 

Daher  verschwindet  die  Grösse  c  und  es  entsteht  keine  elektri- 
sche Strömung.  Li  einer  Kette  von  Metallen  und  Elektrolyten 
tritt  aber  im  Allgemeinen  ein  Strom  auf.  Ist  insbesondere 
der  fite  Leiter  ein  Elektrolyt,  so  kommt,  wenn  sich  £^  auf  den 
Contact  desselben  mit  dem  vorhergebenden,  £]^  auf  den  Con- 
tact  mit  dem  folgenden  Metall  bezieht: 

^i  "f"  *i  =  y%  -{-  ^2> v'i^-^i  -f-  *^~i  =  ^  +  *ji> 

f;;  + «;;  =  r^+i  +  «^+„ f;^'  -i-  «^  =  Fi  +  «„ 


i 
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so  dass  man  hat: 


L 


0 

Auch  hier  verschwindet  der  Strom,  wenn  die  metallischen  Lei- 
ter, welche  den  Elektrolyten  einschliessen ,  von  gleicher  Be- 
schaffenheit sind.  Für  die  sogenannten  constanten  galvani- 
schen Elemente,  in  welchen  ausser  metallischen  Leitern  zwei 
auf  einander  folgende  Elektrolyte  auftreten,  findet  man,  wenn 
letztere  sich  an  der  fiten  und  (/i-f-l)ten  Stelle  befinden: 


+  ^ii  +  i  —  *li 


^  +  1  — «/*  +  !• 


0 

Die  Annahmen,  welche  im  Obigen  über  die  Discontinuität 
des  elektrischen  Potentiales  in  einer  geschlossenen  galvanischen 
Kette  gemacht  wurden,  müssen  offenbar  auch  für  eine  offene 
Kette  gültig  bleiben.  Da  aber  in  einer  solchen  keine  stationäre 
Strömung  stattfinden  kann,  weil  eine  Stromcurve  durch  eine 
Berührungsfläche  zweier  Leiter  ebenso  oft  in  der  einen  wie  in 
der  anderen  Richtung  hindurchgehen  würde,  so  muss  ausser- 
dem das  Potential  innerhalb  jedes  einzelnen  Leiters  einen  tmd 
denselben  Werth  aufweisen.  In  der  That  stehen  die  Folgerun- 
gen, welche  sich  hieraus  ergeben,  mit  den  Fundamentalsätzen 
von  der  Contactelektricität  im  Einklang,  wie  wir  jetzt  andeu- 
ten wollen.  Erstlich  hat  man  für  das  Gleichgewicht  der  Elek- 
tricität  auf  zwei  einander  berührenden,  übrigens  aber  isolirten 
Conductoren,  wenn  die  frühere  Bezeichnung  beibehalten  wird: 

Fl  +  «1  =  Fj  -|-  £21  oder:  Fi  —  F2  =  £2  —  «i- 
Durch  den  Contact  der  beiden  Leiter  werden  hiemach  gleiche 
Mengen  positiver  und  negativer  Elektricität  entwickelt,  die  sich 
so  auf  den  Oberflächen  der  Leiter  anordnen,  dass  der  Werth 
ihres  Potentiales  im  ersten  Leiter  den  im  zweiten  Leiter  um 
die  lediglich  von  der  Natur  der  beiden  Leiter  abhängige  Grösse 
«2  —  £1  übertrifft.  War  einer  der  Leiter  oder  waren  beide  Lei- 
ter vor  der  Berührung  geladen  oder  werden  sie  nach  der  Be- 
rührung geladen,  so  verbreiten  sich  diese  Ladungen  nur  über 
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die  freie  Oberfläche  der  Leiter,  und  zwar  in  der  Art,  dass  ihr 
Potential  in  der  ganzen  Ausdehnung  beider  Leiter  einen  und 
denselben  Werth  erlangt.  Wenn  die  Leiter  ursprünglich  neu- 
tral sind  und  nach  stattgehabter  Berührung  von  einander  ge* 
trennt  werden,  so  weisen  sie  entgegengesetzt  gleiche  Ladungen 
auf.  Der  erste  Leiter  ist  mit  positiver  oder  negativer  Elek- 
tricität  und  dem  entsprechend  der  zweite  mit  negativer  oder 
positiver  Elektricität  geladen,  je  nachdem  £i  kleiner  oder  grösser 
als  £s  ist.  Der  absolute  Werth  der  Differenz  s^  —  €i  dient  als 
Maass  für  die  elektromotorische  Kraft,  welche  durch  den  Con- 
tact  entwickelt  wird,  wobei  zu  bemerken,  dass  diese  Kraft 
wohl  von  der  elektromotorischen  Kraft  einer  st^ationären  Strö- 
mung zu  unterscheiden  ist.  Es  seien  zweitens  £i,  £21  £<  die 
Molecularconstanten  dreier  metallischer  Leiter,  und  es  sei: 

so  dass  sich  der  erste  Leiter  gegen  den  zweiten  und  dieser  ge* 
gen  den  dritten  elektro-positiv  verhält.    Alsdann  ist: 

«1  <  «8,  («8  —  ci)  =  («2  —  fi)  +  («8  —  «2), 
d.  h.  es  verhält  sich  dann  auch  der  erste  Leiter  gegen  den  drit- 
ten elektro-positiv  und  die  elektromotorische  Kraft  für  den 
Gontact  dieser  beiden  Leiter  ist  gleich  der  Summe  der  elektro- 
motorischen Kräfte  für  den  Contact  des  ersten  mit  dem  zwei- 
ten und  des  zweiten  mit  dem  dritten  Leiter.  Man  findet  drit- 
tens für  eine  offene  Kette  von  v  metallischen  Leitern : 

Fl    +    £l    =     Fa    +    ^2    =    .    .    .    •    =     Vy   -{-    By. 

EQeraus  folgt  insbesondere: 

Fl    —    F|/  =:  £y  —  «1 , 

d.  h.  der  Unterschied  der  Potentialwerthe  in  den  Endgliedern 
oder  Polen  der  Kette  ist  von  den  Zwischengliedern  unabhängig 
und  kommt  mithin  auch  der  elektromotorischen  Kraft  für  den 
Contact  jener .  beiden  gleich.  Dies  gilt  im  Allgemeinen  nicht 
mehr,  sobald  in  der  Kette  ein  Elektrolyt  auftritt.  Nimmt  die- 
ser etwa  die  ftte  Stelle  ein  imd  bezieht  sich  SfJ  auf  den  Con- 
tact des  Elektrolyten  mit  dem  vorhergehenden,  e^J'  auf  den 
Contact  mit  dem  folgenden  Metall,  so  ist : 

Fx  +  £,=....=    F^  +  £^',     F^  +  £/  =  ....=    F^  +  £,, 

woraus  folgt: 

Fl  —    rv  =  6y  —  Si  -{-  6^   —  tß^  . 


320  Theorie  der  stationären 

Es  ist  leicht^  aus  dem  Torhergehenden  zu  entnehmen,  was  ein- 
treten werde,  wenn  man  eines  der  Endglieder  oder  beide  End- 
glieder einer  offenen  Kette  mit  der  Erde  in  leitende  Verbin- 
dung setzt. 

Litteratur.  G.  S.  Ohm.  Die  galyanische  Kette,  mathematisch  bearbei- 
tet. 1827. 

Smaaeen.  Vom  dynamiachen  Gleichgewicht  der  Elektrioität  in  einem 
Körper  und  im  anbegrenzten  Baume.    Pogg.  Annal.  Bd.  LXXn. 

Kirchhoff,  üeber  die  Anwendbarkeit  der  Formeln  far  die  Intensitä- 
ten der  galvanischen  Ströme  in  einem  Systeme  linearer  Leiter  auf  Sy- 
steme, die  zum  Theil  aus  nicht  linearen  Leitern  bestehen.  Pogg.  AnnaL 
Bd.  LXXV.  Ueber  eine  Ableitung  der  Ohm' sehen  Gesetze,  welche  sich 
an  die  Theorie  der  Elektrostatik  anschliesst.  Pogg.  Annal.  Bd.  LXXYIIL 


2.    Von  der  stationären  elektrisclien  Strömungr  In 

linearen  Leitern. 

a.    Das  Ohm'sche  Gesetz. 

In  einem  drahtf örmigen  Leiter,  welcher  in  eine  geschlossene 
galyanische  Kette  so  eingeschaltet  ist,  dass  er  das  vorherge- 
hende und  das  folgende  Glied  mit  je  einem  Ende  berührt.,  lau- 
fen offenbar  wegen  der  für  die  freie  Oberfläche  geltenden  Be- 
dingung die  Strömungscurven  nahezu  mit  einander  parallel  von 
dem  einen  Ende  bis  zum  anderen  und  weist  das  Gefälle  des  Po- 
tentiales  der  ruhenden  Elektricität  in  den  verschiedenen  Punk- 
ten eines  Querschnittes  nahezu  einen  und  denselben  Werth  au£ 
Beides  gilt  um  so  mehr,  je  dünner  der  Draht  ist.  Für  den  Fall 
nun,  wo  er  als  verschwindend  dünn  angesehen  werden  kann, 
sei  &  der  Querschnitt,  s  der  entsprechende  Bogen  und  V  das 
Potential  der  ruhenden  Elektricität  im  Inneren  des  Leiters,  wel- 
ches als  Function  des  Bogens  aufgefasst  werden  kann.  Man  hat 
alsdann,  da  die  Bewegung  der  Elektricität  stationär  ist: 


ds) 


ds 
Wenn  der  Querschnitt  allenthalben   constant  ist  —   ein  Fall' 
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welchen  wir  in  der  Regel  stets  vor  Augen  haben  werden  -— 


80  kommt: 


I  —  0 


Hieraus  ergiebt  sich  aber,  unter  F'  den  Werth  des  Potentiales 

an  dem  Ende  mit   dem  kleineren  Bogen  s',  unter    F"  den  am 

anderen  Ende  und  unter  l  die  Länge  des  Leiters  verstanden: 

F"  —  F' 
F  -  F  =   ^     ^     ^   (s  -  s'). 

Das  Potential  F  ist  also  eine  lineare  Function  des  Bogens.  Die- 
sen Bogen  wollen  wir  aber  in  der  Richtung  der  positiven  Strö- 
mung, also  so  nehmen,  dass  einem  positiven  Wachsthum  dessel- 
ben ein  negatives  Wachsthum  des  Potentiales  entspricht  und 
V  grösser  als  F"  wird.  Li  dieser  Annahme  erhalten  wir  für 
das  Stromquantum  J,  wenn  noch  der  Fortpflanzungscoefficient 
durch  X  bezeichnet  wird: 

dV  F'—  F" 

ds  l        ' 

oder,  wenn  wir  für  den  Quotienten  lixca,  welchen  wir  den  ab- 
soluten Widerstand  des  Leiters  nennen  werden,  den  Buchstaben 
u?  setzen: 

F'  -  F" 
j  = • 

Hieraus  ergiebt  sich  endlich  noch  für  die  Litensität  des  Stro- 
mes im  linearen  Leiter,  unter  l  die  Constante  der  We herr- 
schen Fundamen talformel  verstanden: 

F'  —  F" 

i  =  4AJ=4A- — . 

w 

Bei  einer  geschlossenen  galvanischen  Kette,  welche  aus 
lauter  linearen,  mit  den  Enden  einander  berührenden  Leitern 
zusammengesetzt  ist,  gelten  die  oben  gewonnenen  Resultate  für 
jedes  einzelne  Glied.  Die  weitere  vollständige  Bestimmung  des 
Potentiales  ergiebt  sich  hier  aus  den  für  die  Berührungsstellen 
geltenden  Bedingungen,  indem  die  Bedingung  für  die  freie  Ober- 
fläche bereits  bei  der  Bestimmung  der  Form  des  Potentiales 
berücksichtigt  wurde.  Beiderseits  von  einer  solchen  Stelle  müs- 
sen erstlich  gleiche  Stromquanta  und  gleiche  Stromrichtungen 
auftreten.    Man  hat  daher,  wenn  die  verschiedenen  in  Betracht 

Beer,  ElektroBtatik,  UagneÜBmue  und  ElektrodyuamilL  ^1 
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kommenden  Grössen,  welche  sich  auf  die  in  der  Richtung  des 
Bogens  s  einander  folgenden  Leiter  beziehen,  durch  dieselben 
Buchstaben  wie  früher  und  in  der  Unterstellung,  dass  v  Glie- 
der vorhanden  sind,  durch  die  Marken  1,  2,  .  .  .  v  bezeichnet 
werden: 

„  dFi  dV,  dVy 

°-    '^^"''■57=^^^  "57  = ^'^'^^'dr' 

Es  ist  also  auch: 

V,'  -  Fl"        Fa'  —  F2"  Vy'  —  F/ 


•  •  •  • 


Wl  Wi  iüy 

woraus  folgt: 

J(Wi  +  w^s  4"  •  •  •  +  ^y) 
=  (Vi'+  F,'  +  -...+  F/)-(Fi"+  Fa'' +  .-.■+  Vy"). 

An  den  Beriihrungsstellen  muss  zweitens  das  Potential  unste- 
tig sein,  so  zwar,  dass  man  hat: 

ni.    v^"  +  «1"  =  F,'  + «,', 

r,"  +«,"  =  F,'  -t-  £,', v,"  +  V'  =  F,'  + «/, 

wo  «1',  «1",  €2'»  ^3"  u.  8.  f.  die  Molecularconstanten  für  den  Con- 
tact  des  ersten  und  zweiten,   des  zweiten  und  dritten   Leiters 

u.  s.  f.  bedeuten.    Die  DiflFerenzen  ai"  —  Sj\  b^"  —  63', By"  —  By 

wollen  wir  durch  6j,2,  62,3,  ....  ey,i  bezeichnen  und  mit  Rück- 
sicht auf  ihre  Vorzeichen  die  an  den  Berührungsstellen  ent- 
wickelten elektromotorischen  Kräfte  für  ein  Fortschreiten  in 
der  Richtung  des  Bogens  s  nennen.  Alsdann  liefert  die  Sum- 
mation  der  letzten  Gleichungen: 

=  (F/  +  F2'  +  ...  +  Vy')  -  (Fx''  +  F/'  +  ...  +  F/). 

Die  Combination  dieser  Gleichung  mit  der  aus  IL  hergeleiteten 
ergiebt: 

wo  Ee  und  Sw  für  die  Summe  der  elektromotorischen  Elräfte 
und  die  Summe  der  Widerstände  gesetzt  ist.  Für  die  Intensi- 
tät des  Stromes  endlich  kommt: 
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Die  letzte  Gleichung  lehrt  uns,  dass  die  Intensität  des  elektri- 
schen Stromes  in  einer  aus  linearen  Leitern  zusammengesetz- 
ten Kette  mit  der  Summe  der  elektromotorischen  Kräfte  gerade 
und  mit  der  Summe  der  Widerstände  umgekehrt  proportional 
ist.  Dieses  Gesetz  wurde  von  Ohm  entdeckt  und  nach  ihm 
benannt. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  Q)b  und  wie  das  Ohm 'sehe 
Gesetz  auf  den  Strom  in  dem  Schliessungsdrahte  einer  galvani- 
sehen  Kette  von  beliebiger  Form  ausgedehnt  werden  könne. 
Für  jeden  der  integrirenden  Ströme,  welcher  durch  alle  Glieder 
der  Kette  hindurch  geht,  hat  man,  wenn  die  bisherige  Bezeich- 
nung beibehalten  wird: 


Ue. 


Der  hier  auftretende  Bogen  werde  von  demjenigen  Ende  des 
Schliessungsdrahtes  an  gerechnet,  in  welchem  das  Potential  für 
letzteren  seinen  grössten  Werth  aufweist.  In  demselben  Punkte 
tritt  die  positive  Strömung  aus  der  Kette  in  den  Schliessungs« 
draht,  weshalb  wir  denselben  auch  —  als  Punkt  der  Kette  — 
die  positive  Elektrode  oder  den  positiven  Pol  der  Kette  nen- 
nen werden,  während  der  Punkt,  in  welchem  das  andere  Ende 
des  Schliessungsdrahtes  die  Kette  trifft,  die  negative  Elektrode 
oder  der  negative  Pol  der  Kette  heissen  soll.  Um  die  positive 
Elektrode  als  Mittelpunkt  werde  nun  eine  verschwindend  kleine 
Kugelfläche  gelegt.  Sie  liegt  zur  Hälfte  in  dem  betreffenden 
Endgliede  der  Kette  und  diese  Hälfte  werde  durch  <5,  eines  ih- 
rer Elemente  durch  d6  bezeichnet.    Alsdann  ist: 


döc    /    —  —  6i:e, 


0 

Nun  hat  man  offenbar  für  denjenigen  Theil  des  links  stehen- 
den Ausdruckes,  welcher  sich  auf  die  Ströme  im  Schliessungs- 
draht bezieht,  cJw,  wenn  J  das  Stromquantum,  l  die  Länge 
und  HO  den  Widerstand  dieses  Leiters  bedeutet.    Daher  ist: 

21  ♦ 
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j-«,  +  ±.    /    dise    I    ^^  =  £e. 


l 

Das  zweite  Glied  in  dieser  Gleichung  ist  von  der  Form  des 
Scbliessungsdrahtes  insofern  unabhängig,  als  die  Elektricität  auf 
der  freien  Oberfläche  jenes  Leiters  keine  merkliche  directe  Wir- 
kung auf  die  Kette  äussert.  Ueberdies  hat  man,  wie  leicht 
einzusehen : 

'cdö 


r 


CD 


Setzen  wir  daher  für  das  fragliche  Glied  J  Wy  so  wird  W  nur 
von  dem  Bau  der  Kette  und  der  Lage  der  Elektroden  abhän- 
gen und  kommt,  wenn  noch  für  2e,  die  sogenannte  elektro- 
motorische Kraft  der  ganzen  Kette,  E  gesetzt  wird: 

Um  den  Betrag  der  Grösse  TT,  des  sogenannten  Wider- 
standes in  der  Kette,  möglichst  herunterzudrücken,  giebt  man 
den  metallischen  Leitern,  welche  die  Elektrolyte  einschliessen, 
die  Form  von  Platten  und  stellt  diese  möglichst  nahe  einander 
gegenüber.  Alsdann  kommen  wegen  des  geringen  Abstandes 
der  Metallplatten  und  wegen  der  verhältnissmässig  geringen 
Leitungsfähigkeit  der  Elektrolyte  hauptsächlich  nur  die  Ströme 
in  der  Flüssigkeitsschicht  zwischen  den  einander  zugekehrten 
Flächen  der  Metalle  in  Betracht  und  diese  Ströme  gehen  nahezu 
senkrecht  durch  die  Schicht  hindurch  und  sind  von  der  Lage 
der  Elektroden  annähernd  unabhängig.  Annähernd  ist  also 
hier  auch  der  Widerstand  W  nur  von  den  trennenden  Schich- 
ten der  Elektrolyte  abhängig.  Bei  einer  flüssigen  Schicht,  die 
allenthalben  gleich  dick  ist,  erlangt  die  Strömung  allenthalben 
nahezu  gleiche  Stärke  und  ergiebt  sich  für  den  betreflfenden 
Theil  des  Widerstandes,  analog  wie  bei  linearen  Leitern,  in  er- 

ster  Annäherung  ^,  wenn  d  die  Dicke,  0  die  Oberfläche  und 

X  der  Fortpflanzungscoefficient  der  Schicht  ist. 

An  das  Vorhergehende  schliessen  wir  die  Betrachtting 
zweier  besonders  wichtiger  Systeme  von  galvanischen  Ketten. 
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Es  werde  erstlich  eine  Reihe  von  Ketten  durch  lineare  Leiter 
zu  einer  einzigen  Kette  verbunden.  In  jeder  componirenden 
Kette  wird  nahezu  dieselbe  Art  —  nicht  aber  Stärke,  noch  auch 
Richtung  —  der  Strömung  auftreten,  wie  wenn  sie  für  sich 
diurch  einen  Leiter  geschlossen  würde,  indem  das  Potential  in 
ihr  zum  bei  weitem  grössten  TheUe  nur  von  der  in  ihr  enthal- 
tenen Elektricität  herrührt,  ähnlich  wie  bei  einem  Systeme  von 
Leydener  Flaschen.  Hiernach  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
gehenden ohne  Weiteres  für  das  Stromquantum  J  in  einem  der 
linearen  Verbindungsstücke,  wenn  W  den  Widerstand,  H  die 
elektromotorische  Kraft  der  einzelnen  Kette  für  ein  Fortschrei- 
ten in  der  Richtung  der  positiven  Strömung  im  Schliessungs- 
drahte und  V)  die  Summe  der  Widerstände  in  den  Verbindungs- 
stücken bedeutet: 

j_       HE 

Zu  den  betrachteten  Systemen  gehört  die  galvanische  Säule. 
Sie  ist  aus  gleichen  galvanischen  Elementen  —  Ketten,  in  wel- 
chen nur  eine  einzige  Unterbrechung  der  metallischen  Leitung 
stattfindet  —  zusammengesetzt,  so  zwar,,  dass  die  entgegenge- 
setzten Pole  zweier  einander  folgender  Elemente  mit  einander 
verbunden  sind.  Für  die  galvanische  Säule  hat  man,  wenn  n 
die  Anzahl  ihrer  Elemente  ist: 

E 


J  = 


n 


Es  seien  zweitens  a/  und  Oi",  o^'  und  Oa",  ....  o»'  und  a«" 
die  Elektroden  von  n  galvanischen  Ketten.  Die  Elektroden 
a/,  ....  ün  seien  mit  einander  durch  gleichartige  Drähte  ver- 
bunden, welche  die  Elektroden  mit  je  einem  Ende  berühren 
und  mit  den  anderen  Enden  in  einem  Punkte  (/  zusammen- 
stossen.  In  gleicher  Weise  seien  die  Elektroden  a/^  ....  an'  mit 
einander  durch  Drähte  verbunden,  welche  sich  in  dem  Punkte 
(y  vereinigen.  Die  Art  der  Strömung  in  jeder  componirenden 
Kette  ist  wiederum  und  aus  denselben  Gründen  wie  in  den. 
zuerst  betrachteten  Systemen  von  den  übrigen  Bestandtheilen 
des  Systemes  nahezu  unabhängig.  Es  werde  nun  durch  s  der 
Bogen  eines  integrirenden  Stromes  in  einer  der  Ketten  bezeich- 
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net  und  dieser  Bogen,  abgesehen  von  der  Richtung  des  Stromes» 
von  (y  an  nach  0"  hin  gerechnet;  seine  ganze  Länge  zwischen 
diesen  Punkten  sei  L.  Für  denselben  Strom  bedeute  c  das 
elektrische  Quantum,  welches  durch  den  Querschnitt  co  während 
der  Zeiteinheit  in  der  Eichtung  des  Bogens  hindurchfliesst.  Fer* 
ner  werde  der  Werth  des  Potentiales  in  0'  und  0"  bezüglich 
durch  F'  und  F",  die  elektromotorische  Eraffc  der  Kette  für 
ein  Fortschreiten  in  der  Richtung  des  Bogens  durch  E  darge- 
stellt, endlich  den  Buchstaben  x  und  6  dieselbe  Bedeutung  wie 
früher  beigelegt.    Man  hat  alsdann: 


/§l1^  =  F' F"  4- 


0 

Deshalb  ergiebt  sich  für  das  elektrische  Quantum  J^  welches 
durch  den  Querschnitt  der  Elektrodendrähte  in  der  Richtung 
von  0'  nach  0"  während  der  Zeiteinheit  hindurchfliesst,  wenn 
noch  w  für  die  Summe  der  Widerstände  in  jenen  Drähten  und 
W  für  den  Widerstand  in  der  Kette  gesetzt  wird : 

c7^(TF+  w;)  =  F'  -  F"  +  E. 
Hieraus  folgt,  wenn  sich  die  Marken  1,  2,  ...n  auf  die  verschie- 
denen componirenden  Ketten  beziehen: 

c/i  (TFi  +  t(;x)  -  ^1  =  J^{W^  +  «'s) 

—  J&2  = =  «/"n  (  TFn  -f-  M^n)  —  ^n- 

Ausserdem  hat  man  offenbar: 

SO  dass  sich  die  Stromquanta  in  den  Elektrodendrähten  voll- 
kommen bestimmen,  sobald  die  Constanten  E^  W,  w  bekannt 
sind.  Man  findet  für  die  Kette,  auf  welche  sich  die  Marke  ft 
bezieht: 

Eu  ""  E 
j   _  TF+w 

^    TF+w 
Man  bemerke  übrigens,  dass  die  drei  letzten  Relationen  auch 
offenbar  in  dem  Falle  noch  gelten,  wo  nicht,  wie  der  Einfach- 
heit wegen  unterstellt  wurde,  die  in   den  Punkten  0'  und  0" 
zusammeostossenden  Drähte  von  gleichem  Stoffe  sind. 
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Dadurch,  dass  eine  der  componirenden  Ketten  sich  auf 
einen  linearen  Leiter  reducirt,  für  die  übrigen  Ketten  gleiche 
galvanische  Elemente  genommen  und  die  gleichnamigen  Pole 
dieser  Elemente  verbunden  werden,  geht  das  System  in  ein  zu- 
sammengesetztes Element  von  gewöhnlicher  Form  über.  Hier 
ergiebt  sich  dem  Obigen  zufolge  für  das  Stromquantum  im 
Schliessungsdrahte,  wenn  die  Widerstände  in  den  Elektroden- 
drähten vernachlässigt,  oder  als  gleich  angenommen  und  zu  den 
Widerständen  der  Elemente  hinzugerechnet  werden,  und  wenn 
w  den  Widerstand  im  Schliessungsdraht,  n  die  Anzahl  der  Ele- 
mente bedeutet:  | 

r  Jg 

Endlich  möge  noch  der  Fall  betrachtet  werden,  wo  alle 
Ketten  mit  Ausnahme  einer  einzigen  durch  lineare  Leiter  er- 
setzt werden.  Hier  ergiebt  sich  für  das  Stromquantum  in  den 
Elektrodendrähten  der  Kette: 

E 


J  = 


T7+      ^ 


1^ 

w 

wo  W  den  Widerstand  in  der  Kette  und  ihren  Elektroden- 
drähten bedeutet  und  die  durch  H  angedeutete  Summation  sich 
über  die  von  0'  nach  0"  hinlaufenden  Leiter  erstreckt.  Für 
das  Stromquantum  in  einem  der  letzteren  kommt: 

r i_ 

Hieraus  folgt:  Weim  sich  ein  linearer  elektrischer  Strom  in 
der  Art  verzweigt,  dass  die  Zweigströme  aus  einem  und  dem- 
selben Punkte  ausgehen  und  sich  auch  wiederum  in  einem  und 
demselben  Punkte  vereinigen,  so  verhalten  sich  die  Quanta  oder 
Intensitäten  der  Zweigströme  zu  einander  wie  die  reciproken 
Werthe  der  Widerstände  ihrer  Leiter. 

Von  den  ausserordentlich  zahlreichen  Versuchen,  welche 
das  Ohm'sche  Oesetz  bestätigen,  wollen  wir  hier  nur  einige 
wenige  auflRihreu, 
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Erstens.  J.  Müller  (Fortschritte  der  Physik.  1849.)  be- 
stimmte  die  Ablenkung  der  Nadel  einer  Tangentenboussole 
durch  den  elektrischen  Strom  eines  Qrove'schen  Elementes,  in 
dessen  Schliessung  der  Reihe  nach  verschiedene  Längen  eines 
und  desselben  Drahtes  eingeschaltet  wurden.  Für  Einschaltun- 
gen, welche  sich  verhielten  wie  die  Zahlen: 

0,  72,  292,  490, 

ergaben  sich  folgende  Ablenkungen: 

30H8',  230  30',  13«  42',  90  42'. 

Es  sei  nun  W  der  Wideratand  der  ganzen  Leitung  für  den 
Fall,  dass  die  Einschaltung  gleich  Mull  ist,  also  die  Summe  der 
Widerstände  in  dem  Elemente,  der  Boussole  und  den  Verbin- 
dungsstücken. Ferner  sei  E  die  elektromotorische  Kraft  und  10 
der  Widerstand  in  dem  angewandten  Drahte  bei  der  Länge 
Eins.  Alsdann  hat  man  nach  dem  Ohm 'sehen  Gesetze  für 
das  Stromquantum  bei  der  Einschaltung  l: 

"^  ~  W+lw' 
Femer  hat  man  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  für  eine  Tan- 
gentenboussole  mit  centrischer  Nadel,  unter  ^  die  Ablenkung 
verstanden : 

AE 

wo  A  nur  von  der  horizontalen  Componente  des  Erdmagnetis- 
mus und  von  dem  Badius  der  Boussole  abhängt.  Aus  obigen  For- 
meln ergiebt  sich,  wenn  ^0  die  der  Einschaltung  Null  entspr^ 
chende  Ablenkung  ist: 

AE^  l 

V)         cotgii>  —  cotgifa 

Für  den  rechter  Hand  stehenden  Ausdruck  müssen  sich  also 
aus  den  beobachteten  Grössen  gleiche  Werthe  ergeben.  Li  der 
That  findet  man  die  drei  Werthe: 

115,7,  120,9,  117,4. 

Zweitens.  Bewirkt  man  durch  gehörige  Einschaltung 
von  Widerständen  mittelst  eines  Rheostaten,  dass  die  Ströme 
zweier  Elemente  die  Nadel  eines  und  desselben  Multiplicatora 
um  gleichviel  ablenken,  so  hat,  man  unter  E  und  E'  die  elek- 
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tromotorisclien  Kräffce  der  Elemente  und  unter  TFund  W  die 
Widerstände  ihrer  Ströme  verstanden: 

J^  —  EL 
w~  w' 

Yergrössert  man  dann  bei  dem  einen  und  anderen  Elem^te 
den  Widerstand,  und  zwar  so,  dass  wiederum  gleiche  Ausschläge 
am  Multiplicator  erzielt  werden,  so  ist,  wenn  w  und  ti;'  die  Wachs- 
thümer  des  Widerstandes  bedeuten : 

E      _       E' 

Aus  den  Gleichungen  1.  und  2.  folgt  aber: 

w'E  =  wE\ 
Hiernach  müssen  die  Einschaltungen  bei  verschieden  geformten 
aber  aus  denselben  Bestandtheilen  zusammengesetzten  Elemen- 
ten gleich  werden,  um  diese  Folgerung  aus  dem  Ohm' sehen 
Gesetze  zu  bestätigen,  stellte  Wheatstone  (Beschreibung  ver- 
schiedener neuer  Instrumente  und  Methoden  zur  Bestimmung  der 
Constanten  einer  Volta'schen  Kette.  Pogg.  AnnaL  Bd.  LXII.) 
in  der  angegebenen  Weise  Versuche  mit  Elementen  an,  welche 
aus  flüssigem  Zinkamalgam,  Kupfer  und  Kupfervitriollösung  be- 
standen. Das  Amalgam  befand  sich  in  einem  porösen  Cy lin- 
der, welcher  in  der  Kupfervitriollösung  stand  und  von  einem 
cylindrisch  gebogenen  Kupferblech  umgeben  war.  In  dem 
grössten  Elemente  betrug  die  Höhe  des  Kupfercylinders  6  Zoll, 
der  Durchmesser  3,5  Zoll  und  in  dem  mittleren  Elemente  be- 
trugen diese  Dimensionen  bezüglich  3,5  und  2,5  ZolL  Bei  je- 
dem dieser  Elemente  mussten  30  Umgänge  des  angewandten 
Rheostaten  eingeschaltet  werden,  um  die  Nadel  des  Multiplica- 
tors  von  dem  jedesmal  hergestellten  Stande  von  45<^  auf  den 
Stand  von  40^  zu  bringen. 

Drittens.  Wendet  man  die  oben  angegebene  Methode 
auf  zwei  Säulen  an ,  die  bezüglich  aus  n  und  n'  gleichen  Ele- 
menten bestehen,  so  kommt: 

nwf  =n'Wy  oder:  n:n*  =  w:u/. 
Auch  diese  Relation  hat  Wheatstone  bestätigt  gefunden,  in- 
dem bei  Anwendung  von  1,  2,  3,  4  und  5  Elementen  die  Ein- 
schaltungen sich  wie  die  Zahlen  30,  61,  91,  120,  150  verhielten. 

Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  ist  leicht  zu  ent- 
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nehmen,  wie  man  durch  Vergleichung  linearer  Ströme  und  mit 
Hülfe  des  Ohm 'sehen  Gesetzes  elektromotorische  Kräfte,  sowie 
auch  Widerstände  und  Fortpflanzungscoefficienten  mit  einander 
zu  vergleichen  im  Stande  ist.  In  Betreflf  der  letzteren  möge 
hier  erwähnt  werden,  dass  die  Fortpflanzungscoefficienten  der 
Metalle  mit  zunehmender  Temperatur  kleiner  werden  und  dass 
ihre  Aenderungen  innerhalb  der  gewöhnlichen  Temperaturgren- 
zen ohne  erheblichen  Fehler  mit  den  Aenderungen  der  Tem- 
peratur proportional  gesetzt  werden  können.  Für  diese  Gren- 
zen ist  also,  unter  x©  und  x  den  Wertb  des  fraglichen  Coe£ßcien- 
ten  für  die  Temperaturen  0^  und  u^  und  unter  0  eine  von  der 
Natur  des  betreffenden  Metalles  abhängige  Constante  ver- 
standen : 

X  =  Xo(l  —  du). 

Beim  Kupfer  ist  z.  B.  nach  Arndtsen  (über  den  galvanischen 
Leitungswiderstand  der  Metalle  bei  verschiedenen  Temperatu- 
ren.   Pogg.  AnnaL  Bd.  CIV.): 

e  =  0,00269. 

b.    Elektroskopische  Eigenschaften  der  galvani- 
schen Kette. 

üeber  die  elektroskopischen  Eigenschaften  der  galvani- 
schen Kette  hat  Kohlrausch  (die  elektroskopischen  Eigen- 
schaften der  geschlossenen  galvanischen  Kette.  Pogg.  AnnaL 
Bd.  LXXVm.)  Versuche  angestellt,  deren  Ergebnisse  in  vollkom- 
menem Einklang  mit  der  Theorie  stehen.  Die  angewandte  Kette 
war  eine  Daniell'sche;  ihre  Zinktafel  stand  in  einem  mit  Zink- 
vitriol gefüllten  Thonbecher,  welcher  sich  an  dem  einen  Ende 
eines  mit  Kupfervitriol  gefüllten  Troges  befand ,  während  an 
dem  anderen  Ende  die  Kupfertafel,  in  den  Kupfervitriol  einge- 
taucht, stand.  Beide  Metalltafeln  standen  mit  Quecksilber- 
näpfchen in  Verbindung,  welche  ihrerseits  durch  Kupferdrähte 
mit  den  Enden  eines  in  Zickzackform  isolirt  aufgespannten, 
dünnen  Messingdrahtes  verbunden  werden  konnten.  Ausser  der 
Kette  kam  ferner  ein  Condensator  in  Anwendung.  Seine  Con- 
densatorplatte  war  aus  Kupfer  und  stand  mit  der  Erde  durch 
einen  Kupferdraht  in  leitender  Verbindung.   Die  CoUectorplatte 
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war  aus  Zink  und  ihre  Ladung  wurde  mit  Hülfe  eines  Dell- 
mann^schen  Elektrometers  (Pogg.  Annal.  Bd.  LXXV.)  bestimmt. 
Unter  anderen  stellte  Eohlrausch  mit  den  angegebenen  Ap« 
paraten  folgende  Versuche  an. 

Erstens.  Nach  Schliessung  der  Kette  durch  den  Messing- 
draht wurde  das  Näpfchen  der  Zinkplatte  mittelst  eines  Kupfer- 
drahtes abgeleitet  und  die  CoUectorplatte  gleichfalls  durch  einen 
Kupferdraht  mit  einem  dritten  isolirt  stehenden  Quecksilber- 
näpfchen verbunden.  Sodann  wurde  dieses  Näpfchen  durch  einen 
Kupferdraht  mit  einem  Funkte  des  zickzackf  örmigen  Schliessungs- 
drahtes verbunden,  hierauf  die  Verbindung  zwischen  der  Col- 
lectorplatte  und  dem  dritten  Näpfchen  wiederum  aufgehoben 
und  endlich  die  Ladung  jener  Platte  mittelst  des  Elektrometers 
bestimmt.  Es  ergaben  sich  auf  diese  Weise  für  verschiedene 
Punkte  des  Schliessungsdrahtes  die  in  der  folgenden  Tabelle 
zusammengestellten  Besultate.  Die  erste  Columne  enthält  die 
Längen  l  des  Messingdrahtes  zwischen  dem  mit  der  Zinkplatte 
der  Säule  verbundenen  Ende  und  dem  mit  der  CoUectorplatte 
verbundenen  Punkte,  die  zweite  Columne  enthält  die  entspre- 
chenden Torsionswinkel  0  des  Elektrometers: 


l 

ß 

l 

e 

118,6 

25,20 

610,3 

84,70 

237,0 

36,2 

745,3 

103,3 

355,5 

47,1 

879,0 

123,3 

474,0 

62,0 

1014,0 

147,2 

Zweitens.  Die  Condensatorplatte  des  Condensators  wurde 
durch  einen  isolirten  Zinkdraht  mit  der  CoUectorplatte  in  lei- 
tende Verbindung  gesetzt  und,  nachdem  diese  Verbindung  wie- 
derum aufgehoben,  die  Ladung  der  CoUectorplatte  bestimmt. 
Sie  war  positiv  und  es  entsprach  ihr  am  Elektrometer  der 
Torsionswinkel  17,4®. 

Drittens.  Die  Kupferplatte  der  offenen  Kette  wurde 
durch  einen  iil  das  betreffende  Näpfchen  getauchten  Kupfer- 
draht abgeleitet,  ferner  das  Näpfchen  der  Zinkplatte  durch  einen 
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Eupferdraht  mit  dem  dritten  Näpfchen  und  letzteres,  gleich- 
falls durch  einen  Kupferdraht,  mit  der  CoUectorplatte  des  Con- 
densators  verbunden.  Nachdem  sodann  wiederum  die  letzt  er- 
wähnte  Verbindung  aufgehoben,  wurde  die  Ladung  der  CoUector- 
platte ermittelt.  Diese  Ladung  war  negativ,  und  es  entsprach 
ihr  die  Torsion  20,1<>.  Li  ähnlicher  Weise  ergab  sich,  als  das 
Näpfchen  des  Zinkpoles  abgeleitet,  das  des  Eupferpoles  hinge- 
gen mit  dem  Condensator  verbunden  wurde,  eine  positive  La- 
dung der  CoUectorplatte  mit  der  Torsion  I680. 

Viertens.  Es  wurde  der  Gesammtwiderstand  der  durch 
den  Messingdraht  geschlossenen  Kette  gesucht  und  gleich  dem 
eines  Drahtes  von  derselben  Beschaffenheit  wie  der  Schliessungs- 
draht und  von  der  Länge  1117,5  gefunden,  letztere  durch  die- 
selbe Einheit,  wie  die  Längen  {,  gemessen. 

Es  sollen  jetzt  die  obigen  Ergebnisse  mit  der  Theorie  ver- 
gUchen  werden.  Was  zunächst  die  erste  Versuchsreihe  betrifil, 
so  leuchtet  ein,  dass  die  hier  auftretende  Elektricität  bestand 
aus  der  Ladung,  wie  sie  in  der  geschlossenen  Kette  für  sich 
auftreten  musste,  und  der  Ladung  der  offenen  Kette,  welche 
von  folgenden  Gliedern  gebildet  wurde:  CoUectorplatte,  Leiter 
zwischen  letzterer  und  dem  SchUessungsdraht,  geschlossene 
Kette,  Ableitungsdraht  der  Zinkplatte,  Erde,  Ableitungsdraht 
der  Condensatorplatte,  Condensatorplatte.  Es  werde  nun  durch 
V  das  Potential  der  Elektricität  an  dem  mit  der  Zinkplatte 
verbundenen  Ende  des  Messingdrahtes,  durch  V"  das  Potential 
in  dem  mit  dem  Condensator  Verbundenen  Punkte  desselben 
Drahtes  bezeichnet.  Femer  sei  V  das  Potential  in  der  Con- 
densator-, V"  das  in  der  CoUectorplatte  und  «4,  e^  seien  die 
Molecularconstanten  für  Kupfer  und  Zink.  Die  Betrachtung 
der  eben  erwähnten  offenen  Kette  Uefert  alsdann: 

V"  -  V  =  7"  —  r  +  6*  —  «,. 

Femer  hat  man  für  die  geschlossene  Kette,  wenn  ihre  elektro- 
motorische Kraft  durch  jE?  und  die  im  vierten  Versuche  ermit- 
telte Länge  durch  L  bezeichnet  wird: 

F"-   F'=    j-E; 
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folglich  ist  auch: 

Die  Grössen  V,  V"  fallen  nahezu  mit  den  Werthen  zu- 
sammen, welche  das  Potential  der  im  Condensator  allein  ent- 
haltenen Elektricität  in  der  einen  und  anderen  Platte  aufweist, 
so  dass  auch  V"  —  V  mit  der  Ladung  der  CoUecborplatte 
merklich  proportional  ist.  Bezeichnen  wir  also  durch  h  eine 
von  der  Beschaffenheit  des  Condensators  abhängige  Constante, 
so  ist: 

Bei  dem  zweiten  Versuche  über  die  durch  den  Contact  von 
Kupfer  und  Zink  entwickelte  elektromotorische  Kraft  war,  wenn 
die  obige  Bezeichnung  beibehalten  wird : 

V"  -  V  =  5*  -  £„ 

woraus  mit  Rücksicht  auf  das  Ergebniss  dieses  Versuches  folgt: 

*  Vl7,4  =  St  —  £, . 

Die  Combination  der  letzten  und  drittletzten  Gleichung  liefert 
nun: 

Vd  —  Vl7j_  E 
l  ~kL' 

Der  linker  Hand  stehende  Ausdruck  muss  hiemach,  wenn  die 
Versuche  mit  der  Theorie  übereinstimmen  sollen,  nach  Substitu- 
tion der  in  der  ersten  Versuchsreihe  gewonnenen  zu  einander 
gehörigen  Werthe  von  0 .  und  l,  gleiche  Werthe  liefern.  In  der 
That  ist  dies  nahe  der  Fall,  wie  man  aus  der  folgenden  Ta- 
belle ersieht,  in  welcher  die  mit  10^  multiplicirten  Werthe  des 
fraglichen  Ausdruckes  oder  die  Werthe  des  Quotienten  10^ E:kL 
aufgeführt  sind. 
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l 

l(fiE:kL 

% 

l 

l(fiE:kL 

118,5 

716 

610,3 

824 

237,0 

779 

745,3 

804 

355,5 

757 

879,0 

789 

474,0 

781 

1014,0 

785 

Eine  weitere  Bestätigung  der  Theorie  liefern  die  zwei  nn 
der  offenen  Kette  angestellten  Versuche.  Hier  war,  wie  leicht 
einzusehen,  bezüglich  in  den  beiden  Fällen: 

V"  —  v  =  —  i;  +  £*  —  £„  V"  -  v  =  jB  +  «*-  6„ 

oder  mit  Bäcksicht  auf  den  zweiten  Versuch: 

Hiemach  ergeben  sich  aus  den  beobachteten  Torsionswinkeln 
für  E:Jc  die  Werthe  8,65  und  8,79.  Aus  dem  arithmetischen 
Mittel  dieser  Werthe  und  dem  durch  den  vierten  Versuch  be- 
stimmten Werthe  von  L  berechnet  sich  für  den  Quotienten 
10^ EikL  der  Werth  780  und  dieser  stimmt  nahe  mit  dem  mitt- 
leren Werthe  779  überein,  welcher  für  dieselbe  Grösse  aus  dem 
ersten  und  zweiten  Versuche  hervorgeht. 


c.    Das  Joule-Lenz'sche  Gesetz. 

Während  der  stationären  Strömung  in  einer  galvanischen 
Kette  leisten  die  elektrischen  Kräfte  eine  gewisse  Arbeit,  welche 
wir  jetzt  näher  betrachten  wollen. 

Auf  ein  einzelnes  bewegtes  elektrisches  Theilchen  wirken 
sowohl  die  über  die  Oberflächen  der  Leiter  verbreiteten  ruhen- 
den elektrischen  Massen,  als  auch  die  gesammte  in  Strömung 
begriffene  Elektricität.  Nun  folgt  aber  aus  der  Web  er' sehen 
Fundamentalformel,  wie  wir  bei  Erörterung  der  elektrodynami* 
sehen  Induction  sehen  werden,  dass  die  Kraft,  welche  die  Wir- 
kung eines  linearen  in  sich  geschlossenen  Stromes  auf  ein  be- 
wegtes elektrisches  Theilchen  darstellt,  senkrecht  auf  der  Bahn 
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des  letzteren  steht.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  bei  Bestimmung 
der  Arbeit  in  der  galvanischen  Eette  jedenfalls  nur  die  Kraft 
in  Betracht  zu  ziehen  ist,  womit  die  ruhende  Elektricität  auf  die 
fiiessende  Elektricität  einwirkt.  Von  dieser  Kraft  scheint  über- 
dies unter  gewöhnlichen  Umständen  nur  derjenige  Theil  in  Rech- 
nung zu  kommen,  welcher  von  der  Geschwindigkeit  des  sollicitir- 
ten  Theilchens  unabhängig  ist,  also  diejenige  Kraft,  welche  wir 
die  elektromotorische  Kraft  der  stationären  Bewegung  nennen, 
und  die  von  der  sogenannten  elektromotorischen  Kraft  der  Kette 
wohl  zu  unterscheiden  ist.  Dies  unterstellt,  ergiebt  sich  zuvör- 
derst als  Ausdruck  für  die  Arbeit,  welche  in  einem  Theile  der 
Kette  oder  in  der  ganzen  Kette  während  einer  gegebenen  Zeit 
geleistet  wird,  das  Froduct  aus  der  Zeit  und  der  Arbeit,  welche 
in  dem  betreffenden  Baume  von  der  elektromotorischen  Kraft 
während  der  Zeiteinheit  geleistet  wird.  Die  letzte  Grösse  lasst 
sich  aber  wie  folgt  bestimmen. 

Die  Arbeit,  welche  W£j.hrend  der  Zeiteinheit  in  dem  Elemente 
eines  integrirenden  linearen  Stromes  geleistet  wird,  ist  offenbar 
doppelt  so  gross  wie  die  Arbeit  der  Kräfte,  welche  an  der  im 
Elemente  enthaltenen  positiven  Elektricität  wirken,  und  daher 
auch  doppelt  so  gross  wie  die  Arbeit,  welche  in  der  Zeiteinheit 
geleistet  würde,  wenn  sich  das  im  Elemente  enthaltene  posi- 
tive Quantum  unter  der  Constanten  Einwirkung  der  elektromo- 
torischen Ejraft  in  der  Bichtung  dieser  Kraft  mit  der  Geschwin- 
digkeit der  Elektricität  bewegen  würde.  Bezeichnen  wir  also 
durch  c  das  Stromquantum,  durch  ds  die  Länge  des  Stromele- 
mentes und  durch  P  die  an  der  Stelle  des  Elementes  auftretende 
und  auf  die  elektrische  Einheit  bezogene  Kraft,  so  kommt  für 
die  fragliche  Grösse: 

2cFds. 

Bedeutet  aber  V  das  Potential  der  Elektricität,  x  den  Fortpflan- 
zungscoefficienten  und  cd  den  Querschnitt  des  Elementes,  so  ha- 
ben wir: 

dV    ^  dV 

daher  können  wir  für  den  erhaltenen  Ausdruck  auch  schreiben, 
wenn  wir  noch  das  Volumen  des  Elementes  durch  dk  bezeichnen 
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und  statt  ds  das  Differential  dN  der  Normale  der  Niveaufläche 
einführen: 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  für  die  Arbeit,  welche  in  irgend 
einem  Theile  oder  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Leiters  ge- 
leistet wird: 

dk, 


'/Q' 


WO  sich  die  Integration  über  den  betreffenden  Raum  erstreckt. 
Femer  kommt  für  die  Arbeit  in  der  ganzen  Kette: 


"/(: 


dNJ  ^*' 


wo  die  Integration  über  alle  Elemente  des  einzelnen  Leiters,  die 
Summation  über  alle  Glieder  der  Kette  auszudehnen  ist. 

Der  Ausdruck  für  die  Arbeit  in  der  ganzen  Kette  erlangt 
stets  einen  positiven  Zuwachs,  wenn  man  in  ihm  die  Grösse  V 
um  eine  Potentialfunction  variirt,  welche  in  der  ganzen  Ausdeh- 
nung der  Kette  verschwindend  kleine  Werthe  aufweist  und  in 
den  Punkten  der  Grenzfläche  zweier  Leiter  für  jeden  von  diesen 
gleiche  Werthe  erlangt,  übrigens  aber  beliebig  ist  Dies  ergiebt 
sich,  wenn  man  nach  der  angegebenen  Variation  die  Integration 
nach  dem  Volumen  auf  eine  Integration  nach  der  Oberfläche  zu- 
rückführt und  die  drei  Bedingimgen  berücksichtigt,  welchen  die 
Function  V  unterworfen  ist.  In  Uebereinstimmung  mit  dem 
Princip  der  kleinsten  Wirkung  ist  also  die  in  der  Kette  geleistete 
Arbeit  ein  Minimum  unter  den  Arbeitsgrössen,  welche  sich  er- 
gäben, wenn  die  ruhenden  elektrischen  Massen  in  der  Art  be- 
liebig variirt  würden,  dass  ihr  Potential  an  den  Berührungsflä- 
chen der  Leiter  stets  die  dem  Contacte  entsprechenden  Discon- 
tinuitäten  zeigte. 

Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Kraft  lehrt,  dass  bei  der 
Bewegung  eines  Systems  von  Punkten  die  Hälfte  des  Gewinnes 
an  lebendiger  Elraft  der  von  den  thätigen  Kräften  geleisteten 
Arbeit  gleichkommt.  Bei  der  stationären  elektrischen  Strömung 
bleibt  nun  aber  die  lebendige  Kraft  der  Elektricität  constant. 
Daher  kann  hier  der  Gewinn  an  lebendiger  Kraft  nur  zu  suchen 
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sein  in  der  gewöhnlichen  Bewegung  der  ponderabeln  Materie, 
welche  durch  die  Einwirkung  der  Strömung  auf  eine  andere 
Strömung  oder  einen  Magnet  erzeugt  wird,  und  in  derjenigen 
Bewegung  imponderabler  oder  ponderabler  Materie,  auf  welche 
wir  die  Wärme  zurückführen,  die  bekanntlich  stets  in  den 
Leitern  durch  die  Thätigkeit  des  Stromes  entwickelt  wird.  Wenn 
also,  wie  wir  unterstellen  wollen,  eine  elektrodynamische  Wir- 
kung der  Strömung  nicht  stattfindet,  so  ist  die  gewonnene 
lebendige  Kraft  nur  in  der  entwickelten  Wärme  zu  suchen.  Es 
sei  nun  C  die  Wärmemenge,  welche  in  einer  geschlossenen  gal- 
vanischen Kette  während  der  Zeiteinheit  erzeugt  wird,  hierbei 
als  Einheit  die  Wärme  genommen,  welche  die  Temperatur  eines 
Qrammes  Wasser  um  einen  Grad  der  hunderttheiligen  Skala 
erhöht.  Femer  werde  die  Hälfte  der  lebendigen  Kraft,  welche 
jener  Wärmeeinheit  entspricht,  durch  Ag  bezeichnet,  wo  A  eine 
Constante  und  g  die  Endgeschwindigkeit  eines  frei  fallenden 
Körpers  nach  der  ersten  Secunde,  in  Centimeter  ausgedrückt, 
bedeute,  so  dass  die  Schwerkraft,  wenn  ein  Gewicht  von  A 
Grammen  um  1  Centimeter  gesenkt  wird,  eine  Arbeit  leistet, 
welche  der  halben  lebendigen  Kraft  der  Wärmeeinheit  gleich- 
kommt.   Man  hat  alsdann: 


gAC^l^^fi^ydlc. 


BUeraus  folgt  ins  Besondere  für  einen  linearen  Leiter,  wenn  w 
den  Widerstand  und  J  das  Stromquantum  bedeutet: 

gAC=  1wJ\ 
oder,  wenn  man  statt  des  Stromquantums  J  die  Intensität  i, 
welche  aus  jenem  durch  Multiplication  mit  4  "k  gewonnen  wird, 
einführt: 

Die  nach  der  letzten  Formel  bestehende  Proportionalität 
zwischen  der  Wärmemenge,  welche  in  einem  linearen  Leiter 
durch  den  elektrischen  Strom  entwickelt  wird,  und  dem  Pro- 
ducte  aus  dem  Quadrate  der  Intensität  und  dem  Widerstände 
wurde  von  Joule,  sowie  von  Lenz  (über  die  Gesetze  der 
Wärmeentwicklung.  Pogg.  Ann.  LIX,  LXI.)  auf  experimentellem 
Wege  entdeckt.  Als  fernere  Bestätigung  der  Formel  wollen  wir 
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hier  einige  der  Versuche  erwähnen,  welche  vonQuintus  Icilius 
(über  den  numerischen  Werth  der  Constanten  in  der  Formel 
für  die  elektrodynamische  Erwärmung  von  Metalldrähten.  Pogg. 
Ann.  OL)  zur  Ermittelung  der  Constante  A  angestellt  hat. 

Der  Leiter,  dessen  Erwärmung  bestimmt  wurde,  war  in  den 
beiden  zu  erwähnenden  Versuchen  ein  dünner  Kupferdraht,  der 
in  mehrfachen  Windungen  über  eia  isolirendes  Gestell  gewickelt 
war  und  mit  diesem  sich  in  einem  mit  Wasser  gefüllten  Calori- 
meter  aus  Kupfer  befand.  Bei  dieser  Anordnung  musste  nach 
Herstellung  des  Stromes  in  dem  Wasser  eine  schwache  Neben- 
leitung stattfinden,  die  jedoch  ohne  erheblichen  Fehler  ausser 
Acht  gelassen  werden  konnte.  Die  Enden  des  Leiters  gingen 
durch  zwei  in  dem  Deckel  des  genannten  Gefässes  befestigte 
Glasröhren  und  durch  eine  dritte  solche  Glasröhre  ging  das 
Thermometer,  welches  dazu  diente,  die  Temperaturerhöhung  in 
der  Flüssigkeit  zu  bestimmen.  An  den  beiden  zuerst  erwähnten 
Glasröhren  hing  das  Calorimeter  inmitten  eines  zweiten  Gefäs- 
ses, welches  seinerseits  wiederum  in  einem  dritten  mit  Wasser 
gefüllten  Gefässe  hiag.  Das  letztere  Gefäss  endlich  stand  ex- 
centrisch  in  einer  mit  Wasser  gefüllten  Wanne,  die  während 
des  Versuches  um  eine  verticale  Axe  hin  und  her  gedreht  wurde, 
so  dass  die  Flüssigkeiten  in  Strömung  gebracht  wurden.  Die 
Temperatur  des  zweiten  Gefässes  oder  der  Umgebung  des  Calo- 
rimeters  wurde  durch  ein  zweites  Thermometer  gemessen,  wel- 
ches in  das  Wasser  des  dritten  Gefässes  eingetaucht  war. 

Zur  Bestimmung  der  Intensität  des  angewandten  Stromes 
wurde  in  die  galvauische  Leitung  ein  ringförmiger  Multiplica- 
tor  eingeschaltet  und  die  Einwirkung  des  letzteren  auf  eine 
Magnetometer-Nadel  ermittelt.  Die  Windungen  des  Multiplica- 
tors  waren  senkrecht  und  mit  dem  magnetischen  Meridiane  pa- 
rallel, und  seine  Axe  ging  durch  die  Mitte  der  Magnetometer- 
Nadel.  Unter  diesen  Verhältnissen  lässt  sich  aus  den  Daten 
der  Beobachtung  auf  die  Intensität  des  Stromes  mit  Hülfe  der 
folgenden  Formeln  schliessen : 

Hier  bedeutet  v  die.  durch  den  Strom  bewirkte  Ablenkung  der 
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Magnetometer-Nadel,  i  die  Intensität  des  Stromes,  H  die  hori- 
zontale Componente  des  Erdmagnetismus,  r  den  mittleren  Ra- 
dius der  Multiplicator- Windungen,  n  die.  Anzahl  dieser  Windun- 
gen, E  die  Entfernung  der  Mitte  des  Multiplicators  von  der 
Mitte  der  Magnetometer-Nadel,  k  den  Quotienten  aus  dem  Tor- 
sionsmoment des  Äufhängungsfadens  und  der  horizontalen  Com- 
ponente des  Gegenpaares,  welches  die  Wirkung  des  Erdmag- 
netismus auf  die  Nadel  darstellt.  Endlich  bedeutet  rj  eine  Con- 
stante,  die  dadurch  ermittelt  wird,  dass  man  für  verschiedene 
Entfernungen  des  Multiplicators  und  des  Magnetometers  bei 
einem  möglichst  constanten  Strome  die  Ablenkungen  der  Nadel 
bestimmt  und  zugleich  mittelst  einer  Tangentenboussole  die  In- 
tensitäten des  Stromes  vergleicht.  Bei  den  Erwärmungsversu- 
chen wurde  übrigens  die  Intensität  des  Stromes  mittelst  eines 
Bheostaten  auf  nahe  gleicher  Höhe  erhalten.  Als  Einheit  des 
Stromes  nahm  von  Quintus  Icilius  Weber's  elektromagne- 
tische Stromeinheit.     Dieselbe  verhält  sich  zu  der  von  uns  ge- 

1/2  ' 
wählten  Einheit  wie  r^  zu   1.   (S.  Kohlrausch   und  Weber. 

Elektrodyn.  Maassbest.) 

Was  den  Widerstand  des  eingeschalteten  Leiters  betriff),  so 
wurde  für  denselben  das  Mittel  aus  den  beiden  Werthen  genom- 
men, welche  sich  durch  Vergleichung  mit  dem  Jacob  loschen 
Widerstands-Etalon  vor  und  nach  den  Erwärmungs- Versuchen 
ergaben.  Jener  Etalon  ist  ein  Kupferdraht  von  761,975«'"  Länge 
und  0,0667«»  Dicke  und  sein  Widerstand  ist  gleich  598 .  10'  der 
Weber'schen  absoluten  Widerstandseinheiten.  Die  Weber- 
sche  Widerstandseinheit  verhält  sich  aber  zu  der  von  uns  ge- 

wählten  Widerstandseinheit  wie  -jrr  zu  L  (S.  Weber:  Elektro- 
dyn. Maassbest.,  insbesondere  Widerstandsmessungen.)  Es  wurde 
endlich  auch  noch  die  Zunahme  des  Widerstandes  der  angewand- 
ten Drähte  mit  wachsender  Temperatur  unter  der  Annahme  er- 
mittelt, dass  jene  innerhalb  der  in  Betracht  kommenden  Gren- 
zen mit  der  Zunahme  der  Temperatur  proportional  sei. 

In  dem  einzelnen  Versuche  beobachtete  nun  von  Quintus 
Icilius  während  einer  Stunde  von  zwei  zu  zwei  Minuten  den 
Stand  des  im  Calorimeter  befindlichen  Thermometers  und  er- 

22» 
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mittelte  den  entsprechenden  Stand  der  Magnetometer- Nadel. 
Vor  und  nach  dem  Versuche  beobachtete  er  ferner  auch  das 
zweite  Thermometer  und  die  Gleichgewichtslage  der  Nadel. 

Wir  theilen  in  der  folgenden  Tabelle  einige  der  Resultate 
mit,  welche  von  Quintus  Icilius  in  zwei  Beobachtungsreihen 
erhielt.  Das  angewandte  Calorimeter  wog  247,366  Gramm  und 
sein  calorimetrischer  Wasserwerth,  wie  er  sich  aus  sechs  mit 
zwei  verschieden  schweren  Calorimetern  angestellten  Versuchs- 
reihen mittelbar  ergab,  betrug  34,438.  Die  mittlere  der  aufge- 
führten Beobachtungen  entspricht  der  Mitte  der  Beobachtungs- 
zeit. Es  ist  aber  in  der  Tabelle  durch  t  die  in  Secxmden  ausge- 
drückte Zeit,  durch  u  die  Temperatur  des  ersten  Thermometers 
bezeichnet.  Für  die  Temperaturen  u-  des  zweiten  Thermome- 
ters bei  der  ersten  und  letzten  Beobachtung  sind,  wie  solches 
ohne  erheblichen  Fehler  gestattet  ist,  die  Temperaturen  der 
Umgebung  des  Thermometers  vor  und  nach  der  ganzen  Beob- 
achtungsreihe gesetzt. 

Ferner  bedeutet  L  die  Quantität  des  ins  Calorimeter  einge- 
füllten Wassers,  ?  die  mittlere  Intensität  des  Stromes  für  die 
ganze  Beobachtungsreihe,  Wq  den  mittleren  Widerstand  des  Lei- 
ters vor  und  nach  der  Erwärmung,  beide  Grössen  in  den  von 
ans  gewählten  Einheiten  ausgedrückt.  Endlich  ist  durch  0  der 
Coefficient  der  Temperatur  in  der  Formel  Wq  (1  -f  ÖC«  —  «o)) 
für  den  der  Temperatur  u  entsprechenden  Widerstand  bezeichnet. 


t:QO 
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Um  die  obigen  Ergebnisse  des  Versuches  mit  der  Theorie 
zu  vergleichen,  bezeichnen  wir  durch  du  das  dem  Zeitdüferential 
dt  entsprechende  Wachsthum  der  Temperatur  des  Calorimeters, 
durch  d  C  die  in  derselben  Zeit  im  Leiter  entwickelte  Wärme- 
menge, durch  K  den  calorimetrischen  Wasserwerth  des  Calori- 
meters und  durch /3  eine  gewisse  für  die  einzelne  Beobachtungs- 
reihe constante  und  von  der  äusseren  Leitung  am  Calorimeter 
abhängige  Grösse.    Alsdann  ist: 

du  =  ^zfL  -  /*  (^  —  ^0  ^^ 

und  nach  der  theoretischen  Formel  für  die  Wärmeentwicklung 
im  linearen  Strome  ist: 

wenn  noch  durch  t*o  der  Werth  von  u  für  ^  =  0  bezeichnet  wird. 
Setzt  man  ferner  abkürzend 

so  ist  also  auch: 

^  =  «  [1  +  ö  (w-wo)l  —  ß  (w~tt'). 

Ohne  erheblichen  Fehler  kann  hier  bei  den  zu  betrachtenden 
Versuchen  im  ersten  Gliede  rechterhand  m'  für  uq  gesetzt  wer- 
den, wodurch  man  erhält : 

—  =  a  --  6  (u — u')  für  8  =  ß  —  aÖ. 

Man  bemerke  ferner,  dass  es  gestattet  sein  wird,  die  Aenderun- 
gen  der  Temperatur  u'  als  proportional  mit  der  Zeit  anzuneh- 
men, oder  zu  setzen: 

u'  =  Uo'  -f-  iSt, 

da  sich  denn  6  durch  die  Anfangs-  und  Endtemperatur  des  zwei- 
ten Thermometers  bestimmt.  Hierdurch  wird  die  letzte  Diffe- 
rentialgleichung linear.  Ihre  Integration  und  die  gehörige  Be- 
stimmung der  Integrations-Constante  liefert,  wenn  noch  die 
Differenz  Uq  —  Mo',  d.  i.  der  Ueberschuss  der  Temperatur  des 
Calorimeters  über  die  seiner  Umgebung  f ür  ^  =  0,  durch  d  be- 
zeichnet wird: 
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2.   M  =  m'  +  ff  + 


r« 


ff)  (l— 6-^0- 


Diese  Qleichung  stellt  wirklich  den  Verlauf  der  Temperatur  des 
Calorimeters  innerhalb  des  Intervalls  der  mitgetheilten  Beobach- 
tungen in  befriedigender  Weise  dar,  wenn  man  z.  B.  die  Con- 
stanten in  beiden  Versuchen  mittelst  der  ersten,  mittleren  und 
letzten  Beobachtung  bestimmt.  Man  erhält  so  die  folgenden 
Werthe  für  a,  ß  und  £,  sowie  für  Ä,  welches  sich  aus  dem  ge- 
fundenen Werthe  von  a,  den  Werthen  von  i,  ti?^,  K,  L  und  dem 
bekannten  Werthe  von  g  aus  der  Gleichung  1.  finden  lässt: 


n 

ß 

f 

A 

0,006545 
0,006494 

0,000137 
0,000146 

0,000115 
0,000123 

39600 
40300 

Aus  sämmtlichen  Versuchen,  in  welchen  Wasser  zur  Fül- 
lung des  Calorimeters  angewandt  wurde,  erhielt  von  Quintus 
Icilius  für  Ä  den  Werth  40000,  hierbei  nur  die  drei  ersten 
Ziffern  in  Betracht  genommen.  Die  üebereinstimmung  dieses 
Werthes  mit  dem  Werthe  42400,  wie  er  sich  für  Ä  unter  An- 
derem  aus  Versuchen  über  die  Reibungswärme  ergeben  hat, 
ist  hinreichend  gross,  um  in  dem  Ergebniss  der  oben  erörterten 
Versuche  eine  Bestätigung  der  theoretischen  Formel  erblicken 
zu  lassen. 

Litteratur.    Clausius.    Ueber  die  bei  einem  Btationären  Strome  in  dem 
Leiter  gethane  Arbeit  und  erzeugte  Wärme.    Pogg.  Ann.  LXXXVII. 
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3.    Von  der  stationären  elektrisohen  Strömung  In  einer 
ebenen  Platte  von  oonstanter  versohwlndender  Dloke. 

a.     Allgemeine  Betrachtungen. 

Bei  der  stationären  Strömung  der  Elektricität  in  einer  ebenen 
Platte  von  constanter  verschwindender  Dicke  kann  das  Potential 
V  der  ruhenden  Elektricität  offenbar  als  Function  von  zwei  in 
der  Ebene  der  Platte  liegenden  Coordinaten  angesehen  werden. 
Man  hat  daher,  unter  x  und  y  rechtwinklige,  in  der  Platte  lie- 
gende Coordinaten  verstanden: 

dx^  "^  dy2   ~    ' 
oder,  wenn  die  Polarcoordinaten  t  und  9  eingeführt  werden: 

dt^   '^  t  '  dt   '^  P  '  dq>^  ~ 
Durch  Integration  ergiebt  sich,  unter  P  und  Q  zwei  willkürli- 
che Functionen   und  unter  i  die  Quadratwurzel  aus  der  nega- 
tiven Einheit  verstanden: 

F=P(a?  +  yi)+  Q{x-yi) 
=r  P(te9>*)  +  Q(te-<PO* 

An  die  Stelle  der  Qleichgewichtsilächen  treten  bei  der 
ebenen  Platte  Qleichgewichtscurven,  fiir  welche  man  hat: 

V  =  const. 
Die  Strömungscurven   werden   durch   folgende  Differentialglei- 
chung bestimmt: 

dx  :  dy  =  -3—  :  -3—  ■ 
^        dx     dy 

Wir  werden  uns  in  der  Folge  auf  solche  Fälle  beschränken, 
wo  die  positive  Strömung  durch  einen  Punkt,  die  positive  Elek- 
trode, in  die  Platte  eindringt  und  durch  einen  zweiten  Punkt, 
die  negative  Elektrode,  aus  der  Platte  heraustritt.  Alsdann 
wird  die  Form  des  Potentiales  V  weiterhin  durch  die  Bedin- 
gung bestimmt,  dass  der  Rand  der  Platte  eine  Strömungscurve 
sein  muss  und  dass  alle  Strömungscurven  durch  die  Elektroden 
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hindurchgehen  müssen.  Unendlich  nahe  an  einer  Elektrode 
sind  daher  die  Gleichgewichtscurven  concentrische  Kreise,  de- 
ren gemeinsamer  Mittelpunkt  in  die  Elektrode  fallt,  so  dass 
hier,  wie  sich  aus  dem  Obigen  leicht  ergiebt,  der  veränderliche 
Theil  des  Potentiales  die  Form  Clogr  hat,  unter  C  eine  Con- 
stante  und  unter  r  die  Entfernung  von  der  Elektrode  ver- 
standen. 

Wenn  für  die  Strömung  in  der  Platte,  wie  wir  stets  unter- 
stellen wollen,  die  Elektricität,  welche  ausserhalb  der  Platte  in 
der  zur  Erregung  der  Strömung  dienenden  Kette  auftritt,  ausser 

Acht  zu  lassen  ist,  so  hat  V  die  Form    /  logrdq,   wo   dq    das 

Element  von  fictiven  elektrischen  Massen  bedeutet,  die  in  den 
Elektrodenpunkten  und  am  Rande  der  Platte  liegen,  und  wo 
ferner  r  die  Entfernung  vom  Elemente  darstellu  Es  ergiebt 
sich  dies  wie  folgt.  Man  denke  sich  einen  beiderseits  unend- 
lich langen  Cy linder,  von  welchem  die  Platte  ein  Querschnitt 
ist.  Das  Potential  V  für  die  Strömung  in  der  Platte  bestimmt 
alsdann  offenbar  auch  eine  stationäre  Strömung  in  dem  Cy  lin- 
der, wenn  die  Punkte  des  letzteren  auf  ein  rechtwinkliges 
Raumcoordinatensystem ,  dessen  z-Axe  auf  der  Platte  senk- 
recht steht,  bezogen  werden,  und  es  leuchtet  überdies  ein,  dass 
die  Gleichgewichtsflächen  für  jene  räumliche  Strömung  cylin- 
drisch  sind,  auf  der  Platte  senkrecht  stehen  und  diese  in  den 
Gleichgewichtscurven  für  die  Strömung  in  der  Ebene  schneiden. 
Die  elektrischen  Massen  des  Potentiales  V  sind  jetzt  zu  suchen 
auf  der  Grenzfläche  des  Cylinders,  welche  durch  den  Rand  der 
Platte  geht,  sowie  auf  den  geraden  Linien,  welche  auf  jener 
in  den  Elektrodenpunkten  senkrecht  stehen,  und  die  Verbrei- 
tung der  Elektricität  ist  auf  jeder  Seite  der  Grenzfläche  und 
auf  jeder  der  letztgenannten  Geraden  eine  gleichförmige.  Es 
hat  aber  der  veränderliche  Theil  des  Potentiales  elektrischer 
Massen,  welche  auf  einer  beiderseits  ins  unendliche  sich  er- 
streckenden Geraden  gleichförmig  verbreitet  sind,  die  Form 
Clogr,  wo  C  eine  Constante,  r  die  Entfernung  von  der  Geraden 
bedeutet,  und  hieraus  erhellt  dann  die  Richtigkeit  der  gemach- 
ten Bemerkung. 
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Die  obigen  Ergebiiisse  sollen  jetzt  auf  die  Bestimmung  der 
elektrischen  Strömung  in  einer  allseitig  unbegrenzten,  sowie  in 
einer  kreisförmigen  Platte  angewandt  werden. 


b.    Stationäre  elektrische  Strömung   in  einer  ebenen, 

allseitig  unbegrenzten  Platte. 

Bei  einer  ebenen  Platte,  die  sich  nach  allen  Seiten  hin  ins 
Unendliche  erstreckt,  kommen  offenbar  nur  die  fictiven  elektri- 
schen Massen  in  den  Elektrodeupunkten  in  Betracht.  Bezeich- 
nen wir  daher  durch  /  die  Entfernung  von  der  positiven,  durch 
r"  die  von  der  negativen  Elektrode,  und  bedeuten  C"  und  C" 
zwei  Constanten,  so  erhalten  wir  für  den  veränderlichen  Theil 
des  Potentiales: 

« 

Die  beiden  Constanten  C  und  C"  müssen  einander  entgegen- 
gesetzt gleich  sein.  .  Man  beschreibe  nämlich  mit  dem  ver- 
schwindend kleinen  Badius  ö  um  jede  Elektrode  einen  Elreis. 
Femer  bezeichne  man  durch  8  die  Dicke  und  durch  x  den  Fort- 
pflanzungscoefficienten  der  Platte.  Alsdann  ergiebt  sich  für  die 
positive  Elektricität,  welche  während  der  Zeiteinheit  aus  dem 
Kreise  der  positiven  Elektrode  heraustritt,  sowie  für  die  posi- 
tive Elektricität,  welche  in  gleicher  Zeit  in  den  Kreis  der  ne- 
gativen Elektrode  hineintritt,  bezüglich: 

—  2Sx(Jjr^  für  r'  =  <J,    -f  28ii0n^  für  r"  =  <J. 
dr  '     '  dr 

Diese  beiden  Quanta  müssen  einander  gleich  sein.     Daher  ist: 

WO,  unter  cT"  das  positive  Quantum  verstanden,  welches  wäh- 
rend der  Zeiteinheit  durch  die  positive  Elektrode  in  die  Platte 
eindringt,  zu  setzen  ist: 

2ÖX7t' 

Aus  der  Form  des  Potentiales  ersehen  wir,  dass  das  System 
der  Oleichgewichtscurven  aus  den  Kreisen  besteht,  deren  Mittel- 
punkte  auf  der  YerbiDdungslinie  der  Elektroden  liegen,    und 
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welche  diese  Punkte  harmonisch  trennen.  Jenes  System  von 
Kreisen  wird  bekanntlich  von  den  Kreisen,  welche  durch  die 
Elektroden  gelegt  werden  können,  rechtwinklig  geschnitten; 
letztere  sind  also  die'Strömungscurven. 

Verbindet  man  zwei  Punkte  des  centralen  Theiles  einer 
Platte  von  constanter  geringer  Dicke  durch  dünne  Drähte  mit 
den  Polen  einer  galvanischen  Kette  in  der  Art,  dass  die  gegen- 
seitige Entfernung  der  Drahtenden  sehr  klein  wird  in  Vergleich 
mit  ihren  Entfernungen  vom  Bande,  so  wird  die  Strömung  in 
der  Platte  mit  Ausschluss  der  am  Rande  und  in  der  Nähe  der 
Drahtenden  gelegenen  Theile  nahezu  mit  der  oben  bestimmten 
Strömung  übereinstimmen.  Hierbei  wird  die  in  dem  Ausdrucke 
für  C  auftretende  Grösse  J  dem  Stromquantum  in  den  Elektro- 
dendrähten gleichzusetzen  sein.  Wir  wollen  annehmen,  eine 
merkliche  Abweichung  von  der  theoretischen  Strömung  trete  in 
der  Nähe  der  Elektroden  erst  ein  fiir  Punkte,  deren  Entfernung 
von  einer  Elektrode  feiner  als  die  sehr  kleine  Grösse  x  ist. 
Bezeichnen  wir  dann  femer  die  elektromotorische  Kraft  der  Kette 
durch  E,  den  Widerstand  ausserhalb  der  Platte  durch  W  und  den 
merklich  constanten  Werth,  welchen  das  Potential  in  der  Ent- 
fernung r  von  einer  Elektrode  aufweist,  bezüglich  durch  F'  und 
F",  so  kommt: 

J'TF=  F'  -  F  +  ^. 
Hieraus  ergiebt  sich  nach  Substitution  der  Ausdrücke  für  F' 
und  F": 

E 


J  = 


TF-#5LI 


Der  Widerstand  der  Platte  ist  also  gleich  —  -^—' 

Zusätzlich  möge  noch  der  Fall  erörtert  werden,  wo  die  Be- 
schaffenheit und  Dicke  der  Platte  innerhalb  einer  Gleichge- 
wichtscurve  von  der  in  dem  übrigen  Theile  verschieden  ist.  Hier 
treten  offenbar  dieselben  Strömungscurven  wie  in  dem  oben  be- 
trachteten Falle  auf,  so  dass  auch  der  veränderliche  Theil  des 
Potentiales  in  beiden  Theilen  der  Platte  dieselbe  Form,  aber 
mit  verschiedenen  Constanten  erlangt.  Es  sei  F^  das  Poten« 
tial  in  dem  kreisförmigen,    F9  das  Potential  in  dem  übrigen 
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Theile  der  Platte,  und  es  liege  in  jenem  die  positive,  in  diesem 
die  negative  Elektroda    Alsdann  ist: 

Bezeichnet  man  nun  femer  durch  x,  und  X2  die  Fortpflanzungs- 
coefficienten,  durch  di  und  8^  die  Dicken  der  beiden  Theile  der 
Platte  und  durch  Si  und  €3  die  Molecularconstanten  für  ihren 
Contact,  so  liefern  die  Bedingungen  für  die  Grenzcurve: 

Bi  4-  ^i  =  Sj  +  62,     Ci  :  Gq  =  02^2  '  *i*i- 
Die   veränderlichen  Theile    der   Potentiale    Fi  und  V^  werden 
vollständig  bestimmt,  sobald  das   Stromquantum  der  Kette,   in 
welche    die  Platte   eingeschaltet  ist,  gegeben  ist.     Es  kommt 
nämlich: 

r  —  ^         r  —  "^ 

^1  =   "~  TTT^rZ  9      ^2  —  — 


Für   den  Widerstand   der   ganzen  Platte  findet   man  in  erster 

Annähenmg  den  Werth ^^—  f -r 1-  -^ j  • 

Wenn  einer  der  Fortpflauzungscoefficienten  in  Vergleich 
mit  dem  anderen  sehr  klein  ist,  so  wird  die  Strömung  in  dem 
schlechter  leitenden  Theile  der  Platte  innerhalb  gewisser  Gren- 
zen von  der  Lage  der  Elektrode  in  dem  besser  leitenden  Theile 
unabhängig.  Dies  ergiebt  sich  aus  der  Relation,  welche  zwi- 
schen jenen  Coefficienten  und  den  Winkeln  zwischen  den  Strom- 
richtungen und  der  Normale  der  Grenzcurve  für  die  Punkte 
der  letzteren  besteht. 


c.    Stationäre  elektrische  Strömung  in  einer  kreis- 
förmigen Platte. 

Der  veränderliche  Theil  des  Potentiales,  welches  die  statio- 
näre elektrische  Strömung  in  einer  kreisförmigen  Platte  be- 
stimmt, hat  die  Form: 

F=  aiogr'  +  C'*logr"  +   flogt  dq, 

wo  C,  C",  /  und  f"  dieselbe  Bedeutung  wie  früher  haben,  dq 
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aber  das  Element  einer  fictiven  elektrischen  Ladung  des  Ban- 
des und  r  die  Entfernung  von  dgr  darstellt. 

Die  Function    /  logrdq  lässt  sich  in  ähnlicher  Weise  wie 

das  Potential  der  elektrischen  Ladung  einer  Eugelfläche  ent- 
wickeln. Es  seien  nämlich  in  einem  Folarcoordinatensystem, 
dessen  Pol  im  Mittelpunkte  der  Platte  liegt,  t,  (p  und  if^  q>*  die 
Coordinaten  zweier  Punkte,  deren  Entfernung  r  ist.  Man  fin- 
det dann,  wenn  t^t*  ist,  und  die  Differenz  q)  —  q>'  durch  d 
bezeichnet  wird: 

logr  =  %V^2  +  if^  —  2tifcosd 

wo  zu  setzen  ist: 

Zi  =  —  cosö,    1^  =  1  —  cosd^,    I3  =  cosd  —  ^cosd^  u.  s.  f. 
Die  Coefficienten  Z„,  rationale  ganze  Functionen  von  cosipcosq)' 
und  sinq>sin(p\  genügen  der  Differentialgleichung: 

d.  h.  sie  haben  die  Form: 

In  =  asin{nq)  +  *)• 
Vertauscht  man  in  der  Entwickelung  für  logr  die  Coordinaten 
ty  q)  und  if,  9?'  mit  einander,  so  erhält  man  eine  convergente 
Reihe  für  den  Fall,  dass  t^  ^  t  ist.  Die  Coefficienten  l„  blei- 
ben dieselben,  an  die  Stelle  des  ersten  Gliedes  tritt  aber  jetzt 
logt/. 

Man  beschreibe  nun  um  den  Pol  als  Mittelpunkt  mit  dem 
Radius  B  eine  Kreislinie  und  belege  dieselbe  mit  elektrischer 
Materie.  Auf  das  Element  des  Randes  mit  der  Winkelcoordi- 
nate  (p'  komme  so  das  Quantum  c2g,  dessen  Liniendichtigkeit  q 
sei,  zu  liegen.  Alsdann  hat  man  fiir  jeden  Punkt  t,  tp  ausserhalb 
des  Kreises: 

371 

f  logrdq  =  R  JlogVR^  +  ^'  —  2Btcosd,  gdtp' 

271 

=  Blogtfqd^'  +  i,  (D+i,(D+L3(D'+"-, 
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wo  zu  setzen  ist: 

in 

Ln  =  BJ  InQdq)', 

0 

so  dass  die  Coefficienten  Ln  auch  der  Differentialgleichung  D 
genügen. 

Femer  ergiebt  sich  fiir  jeden  innerhalb  des  Kreises  gelege- 
nen Funkt: 

0 

Mit  Rücksicht  auf  die  letzte  Entwickelung  und  indem  wir  stets 
nur  den  veränderlichen  Theil  des  Potentiales  V  ins  Auge  fassen, 
können  wir  schreiben,  unter  R  nunmehr  den  Radius  der  Platte 
verstanden : 

r=  C'logr'  +  C"%r"  +  S]i»(0  • 

Die  weitere  Bestimmung  des  Potentiales  ergiebt  sich  aus 

der  Bedingung,  dass  der  Rand  der  Platte  eine  Stromcurve  sein, 

dV 
oder  dass  -rr  am  Rande  verschwinden   muss.     Hieraus  findet 
dt 

man,  wenn  die  Leitstrahlen  der  Elektroden  durch  f  und  if'  und 
die  Coefficienten  in  den  Entwickelungen  von  logr^  und  logr''  oach 
steigenden  Potenzen  von  t'  :  t  und  f^  :  t  durch  IJ  und  ?„"  be- 
zeichnet werden: 

^-—      Rn      ^       En       ' 
Es  ist  mithin: 

T7m  den  letzten  Ausdruck  zu  vereinfachen,  fuhren  wir  die  bei- 
den Punkte  ein,  welche,  auf  den  Radien  der  Elektroden  gelegen, 
von  diesen  durch  den  Randkreis  harmonisch  getrennt  werden. 
Die  Leitstrahlen  jener  Punkte  seien  bezüglich  ^i  und  tj  und  die 
Entfernungen  von  denselben  mögen  durch  s^  und  s'^  bezeichnet 
werden.    Dann  ist: 

sc(^)-=i:>.'(i)-=.,f 
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Hiemach  können  wir,  wiederum  die  constanten  Summanden  des 
Potentiales  ausser  Acht  lassend,  schreiben: 

Was  die  Constanten  C  und  C"  betrifil,  so  ergiebt  sich  auf 
analoge  Weise,  wie  bei  der  unbegrenzten  Platte,  dass  sie  stets 
entgegengesetzt  gleich  sein  müssen;  es  ist  daher: 

V=  Clog-^rpF' 

Die  Constante  C  drückt  sich  in  gleicher  Weise  wie  bei  der  un- 
begrenzten Platte  und  zwar  für  jede  Lage  der  Elektroden  durch 
das  Stromquantum,  die  Dicke  der  Platte  und  den  Fortpflan- 
zungscoefficienten  aus. 

Mittelst  des  gefundenen  Aus<^ruckes  für  das  Potential  lässt 
sich  der  Widerstand  der  Platte  auf  demselben  Wege  wie  bei  der 
unbegrenzten  Platte  ermitteln.  Man  findet,  dass  er  in  erster 
Annäherung  mit  dem  der  unbegrenzten  Platte  zusammenfallt, 
wenn  beide  Elektroden  innerhalb  des  Bandkreises  liegen,  dass 
er  anderthalbmal  so  gross  ist,  wenn  eine  der  Elektroden  auf  dem 
Bande  liegt,  und  dass  er  endlich  doppelt  so  gross  ist,  wenn 
beide  Elektroden  auf  dem  Bande  liegen. 

Wenn  die  Elektroden  auf  dem  Bande  liegen,  so  fallen  die 
Centra  der  s^  und  s"  mit  ihnen  zusammen,  und  ergiebt  sich 
daher : 

V=2Clog^' 

In  diesem  Falle  ist  also  die  Art  der  Strömung  in  der  Platte 
dieselbe,  wie  in  einer  unbegrenzten  Platte,  d.  h.  die  Elektricität 
strömt  in  kreisförmigen  Bahnen  von  der  einen  Elektrode  zur 
andern.  Dies  Ergebniss,  welches  sich  auch  leicht  aus  den  Gre- 
setzen  für  die  unbegrenzte  Platte  hätte  herleiten  lassen,  wird 
durch  die  Versuche  bestätigt,  welche  Kirchhoff  (über  den 
Durchgang  eines  elektrischen  Stromes  durch  eine  Ebene,  insbe- 
sondere durch  eine  kreisförmige.  Pogg.  Ann.  LXIV,  Nachtrag 
zu  dem  Aufsatze:  Ueber  den  Durchgang  eines  elektrischen 
Stromes  etc.  Pogg.  Ann.  LXYIL)  über  die  elektrische  Strömung 
in  einer  Ereisplatte  angestellt  hat. 
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Unter  Anderem  untersuchte  der  genannte  Forscher  die 
elektrische  Strömung  in  einer  dünnen  Kreisscheibe  von  Kupfer, 
in  welche  die  Elektricität  durch  einen  dünnen,  am  Bande  ange- 
lötheten  Kupferdraht  eintrat,  um  durch  einen  zweiten  ebensol- 
chen Draht  herauszuströmen.  Der  Durchmesser  der  Scheibe  be- 
trug 1  Fuss  und  die  Elektroden  waren  ^4  Fuss  von  einander 
entfernt.  Um  erstlich  die  Gleichgewichtscurven  zu  bestimmen, 
setzte  er  das  eine  Ende  des  Drahtes  eines  Multiplicators  auf 
einen  beliebigen  Punkt  der  Scheibe  und  suchte  mit  dem  ande- 
ren Ende  solche  weitere  Funkte  auf,  dass  die  Nadel  des  Multi- 
plicators keine  Ablenkung  zeigte.  In  den  so  gefundenen  Punk- 
ten hat  das  Potential  denselben  Werth  wie  in  dem  ersterwähnten 
festen  Punkte,  und  alle  diese  Punkte  liegen  also  auf  einer  Gleich- 
gewichtscurve.  Wenn  man  nämlich  die  Enden  eines  Multiplica- 
tordrahtes  auf  irgend  zwei  Punkte  der  Platte  aufsetzt,  so  wird, 
wofern  jener  Draht  sehr  dünn  ist,  der  veränderliche  Theil  des 
Potenüales  und  die  Strömung  in  der  Platte  nicht  merklich  ge- 
ändert. Die  Stärke  des  elektrischen  Stromes  aber,  welcher 
durch  den  Multiplicatordraht  abgezweigt  wird,  ist  der  Differenz 
der  Potentialwerthe  für  das  eine  und  das  andere  Drahtende 
proportional  und  verschwindet  folglich  nur  dann,  wenn  jene 
Enden  auf  einer  und  derselben  Gleichgewichtscurve  aufstehen. 

Die  auf  die  angegebene  Weise  gefundenen  Gleichgewichts- 
curven weichen  nur  sehr  wenig  von  den  theoretischen  ab,  d.  h. 
von  den  Kreisen,  welche  die  Elektrodenpunkte  harmonisch 
trennen  und  deren  Mittelpunkte  mit  letzteren  in  gerader  Linie 
liegen.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  in  Zollen  ausgedrück- 
ten Radien  solcher  Kreise  angegeben,  welche  sich  den  einzelnen 
Gruppen  von  beobachteten  Punkten  gleichen  Potentialwerthes 
anschliessen,  ferner  die  Entfernungen  der  einzelnen  Punkte  von 
den  jedesmaligen  Kreisen. 
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Radius. 


Entfemang  der  einzelnen  Punkte. 


1,14 
2,78 
6,04 


00 


5,90 
2,85 
1,17 


4-  0,01,  —  0,01,   —  0,01,  +  0,01. 

0,    0,    0,    0,    0,    +  0,01. 

-f  0,01,    4-  0,01,    +  0,01,    0,     -  0,01,    —  0,01,    —  0,03, 
—  0,02,    0,     —  0,04,  +  0,07. 

-I-  0,02,    +  0,02,   0,    —  0,02,     —  0,03,   0,   0,  +  0,02,    +  0,04, 
+  0,06,    4-  0,03,    0. 

—  0,01,     —  0,02,    —  0,01,    0,    0,    0,    +  0,03. 

0,    —  0,01,    —  0,01,    —  0,01,    0,    —  0,02,    +  0,07. 

0,  0,  —  0,01,   4-  0,01 


Um  die  Form  von  V  ferner  noch  zu  verificiren,  bestimmte 
Kirchhoff  auf  einigen  Strömungslinien  Funktpaare  mit  glei- 
cher Fotentialdifferenz.  Er  schaltete  nämlich  in  den  Multipli- 
catordraht  eine  schwache  Thermokette,  aus  Kupfer  und  Zink 
bestehend,  ein,  setzte  die  Enden  des  gedachten  Drahtes  auf  eine 
Strömungscurve  so  auf,  dass  der  durch  den  Draht  abgezweigte 
Strom  dem  thermoelektrischen  Strome  der  Richtung  nach  entge- 
gengesetzt war,  und  während  das  eine  Ende  des  Drahtes  fest  blieb, 
wurde  das  andere  längs  der  Strömungslinie  so  lange  verschoben, 
bis  sich  die  beiden  eben  erwähnten  Ströme  aufhoben.  Sobald 
letzteres  eingetreten  war,  kam  die  Differenz  der  Potentialwer- 
the  in  den  beiden  berührten  Punkten  der  elektromotorischen 
Kraft  der  Thermokette  gleich.  Bezeichnen  wir  durch  r/,  Ti'  und 
rj',  r^'  die  Entfernungen  zweier  auf  die  angegebene  Weise  ge- 
fundener Punkte  von  dem  einen  und  anderen  Elektrodenpunkte, 
und  durch  Vi  und  F3  die  bezüglichen  Potential werthe,  so  ist 
der  Theorie  gemäss: 


^1 


folglich  auch: 


Fl  —  Fi  =  2Clog 


Für  Pimktpaare  gleicher  Potentialdifferenz  muss  also  der 
Quotient  ri'  r^' :  Ti"  r/  stets  constant  bleiben.  In  wie  weit  nun 
diese  Belation  durch  die  Versuche  Kirchboffs  bestätigt  wird« 
lassen  die  beiden  folgenden  Tafeln  ersehen.  Die  erste  bezieht  sioh 
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auf  die  geradlinige  Strömungscurve.  Für  dieselbe  ist  der  39ste 
Theil  der  Entfernung  beider  Elektrodenpunkte  die  Einheit  der 
beobachteten  Distanzen  ti  und  rj'.  Die  zweite  Tafel  bezieht 
sich  auf  eine  kreisförmige  Strömungscurve.  Der  Radius  dersel- 
ben betrug  5  Zoll,  ihr  Centriwinkel  also,  der  grösser  als  180^ 
war,  231^41'.  Die  Columnen  9/  und  9)2'  enthalten  die  Bogen- 
entfemungen  je  zweier  zu  einander  gehöriger  Punkte  gleicher 
Potentialdifferenz  von  einem  der  Elektrodenpunkte,  und  diese 
Entfernungen  sind  in  Theilen  der  ganzen  Strömungscurve  aus- 
gedrückt. Es  ist  leicht,  hieraus  und  aus  der  Entfernung  der 
Elektrodenpunkte  die  Distanzen  r/',  r^"  und  den  in  der  letzten 
Columne  stehenden  Quotienten  r\r%"  ;  ri^r^'  abzuleiten. 


Erste  Tafel. 


r,' 

V 

5 

10,4 

0,40 

10 

17,3 

0,43 

15 

22,8 

0,44 

20 

28 

0,41 

25 

31,5 

0,43 

30 

0,45 

Zweite  Tafel. 


<P1' 

(P2 

0,1 

0,254 

0,42 

0,2 

0,483 

0,41 

0,3 

0,629 

0,41 

0,4 

0,709 

0,43 

0,5 

0,787 

0,42 

0,6 

0,840 

0,41 

0,7 

0,8875 

0,40 

0,8 

0,920 

0,43 

Beer,  Elektrostatik ,  MAgnetismus  und  Elektrodynamik. 
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4.   Von  der  stationären  elektrlsolien  Strömung  in  einem 

allseitig  unbegrenzten  Räume. 

Zwei  dünne  Metalldrähte  seien  in  einen  Leiter  so  einge- 
lassen, dass  sie  mit  Ausnahme  ihrer  Endpunkte  von  dem  Leiter 
durch  eine  sehr  dünne  isolirende  Schicht  getrennt  sind,  und 
dass  die  Entfernung  jener  Endpunkte  von  einander  sehr  klein 
ist  in  Vergleich  mit  ihren  Entfernungen  von  der  Oberfläche 
des  Leiters.  Werden  alsdann  die  aus  dem  Leiter  hervorragen- 
den Theile  der  Drähte  mit  den  Polen  einer  galvanischen  Kette 
verbunden,  so  entsteht  im  Inneren  des  Leiters  eine  stationäre 
Strömung  der  Elektricitäfc  von  dem  einen  Drahtende  zum  an- 
deren. Von  der  ruhenden  Elektricität,  welche  bei  dieser  Strö- 
mung auftritt,  kommen  in  erster  Annäherung  nur  die  in  den 
Elektroden  liegenden  Massen  in  Betracht.  Die  Strömung  wird 
also  in  diesem  Falle  nahezu  dieselbe  sein,  wie  wenn  eine  elektri- 
sche Strömung,  von  einer  punktförmigen  Elektrode  in  einem 
allseitig  imbegrenzten,  mit  leitender  Materie  erfüllten  Baume 
ausgehend,  sich  bis  zu  einer  zweiten  punktförmigen  Elektrode 
fortsetzt;  nur  in  der  Nähe  der  Oberfläche  des  Leiters  und  in 
der  Nähe  der  eingelassenen  Drähte  wird  diese  Uebereinstim- 
mung  nicht  mehr  stattfinden. 

Bei  der  Strömung  im  unendlichen  Baume  und  bei  punkt- 
förmigen Elektroden  sind  die  elektrischen  Massen  in  den  Elek- 
trodenpunkten entgegengesetzt  gleich  und  treten  ausser  ihnen 
in  aller  Strenge  keine  weiteren  ruhenden  elektrischen  Massen 
auf.  Hier  hat  man  also  für  den  veränderlichen  Theil  des  Po- 
tentiales,  wenn  /  und  r"  die  Entfernungen  von  den  Elektroden 
sind  und  C  eine  Constante  bedeutet: 


r=<l-i) 


Ak  Strömungscurven  treten  hiemach  die  magnetischen  Curven 
auf,  welche  sich  zwei  entgegengesetzt  gleichen,  in  den  Elektro- 
den gelegenen  Magnetpolen  zuordnen. 

Was   die   Bestimmung   der  Constanten   betrifll,  so   denke 
man  sich  um  die  positive  Elektrode  als  Mittelpimkt  eüie  Kugel- 
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fläche  mit   dem   verschwindend  kleinen  Radius  6  gelegt.     Das 

Quantum  positiver   Elektricität,    welches    durch    diese    Fläche 

während  der  Zeiteinheit  hindurchgeht,   drückt  sich,  unter  x  den 

Fortpäanzungscoefßcienten  verstanden,  wie  folgt  aus: 

d  V 
—  ixö^jc  -5-;.,  für  r'  =  <y. 
ar 

Hiemach  bestimmt  sich  die  Constante  (7,  sobald  jenes  Quan- 
tum gegeben  ist.  Es  kommt,  wenn  letzteres  durch  J  bezeich- 
net wird: 

4x3r 

Zu  dem  Falle  eines  Leiters  mit  endlichen  Dimensionen  zu- 
rückkehrend, wollen  wir  unterstellen,  es  stimme  die  Strömung 
in  dem  centralen  Theile  bis  zu  der  sehr  kleinen  Entfernung  r 
von  der  einen  und  der  anderen  Elektrode  mit  der  Strömung 
im  unendlichen  Baume  merklich  überein.    Alsdann  ergiebt  sich 

in  erster  Annäherung  für  den  Widerstand  des  Leiters  der  Werth 

1 
s •    Er  verhält  sich  zu  dem  Widerstände  eines  Drahtes  von 

dem  Stoffe  des  Leiters,  von  der  Länge  1  und  dem  Halbmesser 
r  wie  |r:l. 

Die  obigen  Resultate  können  unter  anderen  theilweise  bei 
einer  punktförmigen  und  einer  plattenförmigen  metallischen 
Elektrode,  welche  einander  innerhalb  eines  Elektrolyten  gegen- 
übergestellt werden,  in  Anwendung  kommen.  Wenn  nämlich 
die  Entfernung  der  punktförmigen  Elektrode  von  der  platten- 
förmigen sehr  klein  ist  in  Vergleich  mit  den  Dimensionen 
der  letzteren  und  mit  den  Entfernungen  von  der  Oberfläche 
des  Elektrolyten,  so  kann  das  Potential  in  der  zugekehrten 
Fläche  der  Platte  bis  zu  einer  gewissen  Entfernung  von  der 
anderen  Elektrode  annähernd  als  constant  betrachtet  werden. 
Bis  zu  einer  gewissen  Entfernung  von  dem  aus  der  punktförmi- 
gen Elektrode  auf  die  Platte  herabgelassenen  Lothe  werden  da- 
her die  Strömungscurven  nahezu  mit  den  magnetischen  Curven 
übereinstimmen,  von  deren  Polen  der  eine  in  der  punktförmi- 
gen Elektrode,  der  andere  aber  mit  jenem  in  Bezug  auf  die  zu- 
gekehrte Ebene  der  plattenförmigen  Elektrode  symmetrisch  ge- 
legen ist. 
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5.  Von  der  stationären  elektrisclien  Strömung  in  einem 

sphärisohen  Leiter. 

Da  bei  der  stationären  elektrischen  Strömung  in  einem 
sphärischen  Leiter  für  den  Fall  zweier  punktförmigen  Elektro- 
den die  ruhende  Elektricität  ans  zwei  punktförmigen,  in  den 
Elektroden  gelegenen  elektrischen  Massen  und  einer  elektri- 
schen Ladung  der  Oberfläche  besteht,  das  Potential  der  letzte- 
ren aber  mittelst  der  Eugelfunctionen  dargestellt  werden  kann, 
so  ergiebt  sich  für  diese  Strömung  sofort  eine  nähere  Bestim- 
mung der  Form  des  Potentiales  V,  Es  seien  nämlich  ty  q>,  0 
räumliche  Polarcoordinaten,  deren  Pol  im  Centrum  des  Leiters 
liegt,  und  deren  Fundamentalebene  durch  beide  Elektroden  hin- 
durchgeht. Die  Coordinaten  der  positiven  und  negativen  Elek- 
trode seien  bezüglich  f,  (p'  und  f\  9"  und  die  Entfernungen 
von  ihnen  /  und  r".  Femer  mögen  C  und  C"  zwei  Constan- 
ten,  R  den  Radius  der  Oberfläche  bedeuten.  Alsdann  hat  man 
nach  den  gemachten  Bemerkungen,  wenn  wir  von  dem  constan - 
ten  Summanden  des  Potentiales  absehen: 

WO  die  Coeffidenten  P»,  die  Laplace'schen  Eugelfunctionen, 
rationale  ganze  Functionen  von  co$q>,  sing) sin 6  und  simpcosd 
sind. 

Von  den  Constanten  des  Potentiales  bestimmen  sich  zu- 
nächst die  in  den  Eugelfnnctionen  auftretenden  durch  die  Be- 
dingung, dass  an  der   Oberfläche  die  Strömungscurven  ganz  in 

dV 
letztere  fallen,  oder  dass  -^-r   in  allen  Punkten  der  Oberfläche 

dt 

verschwinden  muss.  Um  diese  Bedingung  auszudrücken ,  wen- 
den wir  die  folgenden  Entwickelungen  für  die  beiden  ersten 
Glieder  des  Potentiales  an: 

wo  pn  und  pn'  die  Coefficienten  der  Entwickelungen  von 
(1  —  2tcos8'  +  e«)-'/«   und  (1  —  2tcos6"  +  ^0"''^  i^aoh   stei- 
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genden  Potenzen  von  t  sind,  unter  d'  und  d*'  die  Winkelabstände 
von  den  Elektroden  verstanden.    Hiernach  findet  man: 

n+1 


und  daher  ist: 


*        .  00  X  ,  #fv  _  00 


i|<^SK(0+o-s..'(0! 


+  s 


••/  00  /.ii/»-.  00 


''S^^^'  +  '^S^t©')- 


Dieser  Ausdruck  lässt  sich  dadurch  erheblich  vereinfachen, 
dass  man  die  Entfernungen  von  den  elektrischen  Bildern  der 
Elektroden  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  einführt.  Jene  Ent- 
fernungen seien  bezüglich  s'  und  s".  Femer  seien  ti  und  tj  die 
Leitstrahlen  der  Bildpunkte.    Alsdann  kann  man  setzen: 


00  ^  ,  Wv  -  00 


..  -E  w  (0 = J  V  Od' = 'i. 


00  > .  ui^  .  QO 


Was  femer  die  beiden  letzten  Glieder  in  dem  Ausdrucke 
für  ^]  ^^  (^)    hetrilR,  so  liefert  die  Differentiation  des  ersten 


0 

Gliedes  nach  t: 

00 


'-dT^^^-y  =7-1. 

oder  auch: 

,^       ^\TJ dt 

dS  =  — r- == =  -    y. 


i  V'  +  ({)'  -  ^  (i)  «'■ 


und  hieraus  folgt  durch  Integration : 

£  =  -—  log  ($'  -{-  ti  -^  t  cos  Ä')  +  const 

Nun  verschwindet  aber  die  fragliche  Summe  für  jedes  ä',  wenn 
t  verschwindet.     Die  Tntegrationsconstante  ist  also  hier  gleich 


M       I 
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log2ti,    ELiemach  hat  man,  da  für  die  zweite  Summe  Analoges, 
wie  für  die  erste,  gilt: 

^-    ^  if  V^)  ^  ^^  s'-\-h-tcosd" 
4-    2.-;rW  =^off  s!'-\-t,-tcos6"- 

Wegen  der  Relationen  1.  bis  4.  bleiben  in  dem  Potential 
nur  noch  die  Constanten  C  und  C"  unbestimmt.  Man  findet 
aber  nunmehr  leicht,  dass  sie  entgegengesetzt  gleich  sind,  sowie 
dass  ihr  absoluter  Werth  sich  in  gleicher  Weise,  wie  der  ent- 
sprechende Werth  bei  der  Strömung  im  unendlichen  Baume, 
durch  das  Stromquantum  und  den  Fortpflanzungscoefficienten 
ausdrückt.    Hiernach  ist  also,  unter  C  jenen  Werth  verstanden: 

Hinsichtlich  des  Widerstandes  eines  sphärischen  Leiters  fin- 
det man  mittelst  des  gewonnenen  Fotentiales,  dass  er  in  erster 
Annäherung  dem  des  unendlichen  Baumes  gleichkommt,  wenn 
beide  Elektroden  innerhalb  der  Oberfläche  liegen.  Er  wird 
anderthalbmal  so  gross,  wenn  eine  der  Elektroden  auf  die  Ober- 
fläche rückt,  und  doppelt  so  gross,  wenn  beide  Elektroden  in 
der  Oberfläche  liegen. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ist  leicht  zu  entnehmen,  wie  die 
elektrische  Strömung  in  einem  nach  aussen  unbegrenzten,  mit 
einer  sphärischen  Höhlung  versehenen  Leiter,  sowie  in  einer 
Kugelschale  für  den  Fall  zweier  punktförmiger  Elektroden  ge- 
funden werde.  In  dem  erst  genannten  Falle  wird  die  Strömung 
durch  folgendes  Potential  bestimmt: 

l_  ,      (1  —  cosö')  (s"  4-  ^  —  tcosö'% 
R  ^  (1  —  cosd")  (s'  -{- tt  —  t cos  d')  ' 

Litteratur.    Uelmholtz.    Ueber  einige  Gesetze   der  Vertheilung  elektri- 
scher Ströme  in  körperlichen  Leitern  mit  Anwendung  aaf  die  thierisch- 
elektrischen  Versuche.    Pogg.  Annal.  Bd.  LXXXIX. 
Felici.     Nuova  nota  snlla  propagazione   della  elettricita   roltaica  neir 
intorno  di  una  sfera.    Fortschritte  der  Physik.    1854. 


elektrischen  Strömung.  359 


6.   Von  der  stationären  elektrisclien  Strömung  in  einer 
sphärisclien  Fläche  von  constanter  verscliwindender 

Dicke. 

Durch  eine  punktförmige  Elektrode  trete  eine  elektrische 
Strömung  in  eine  beliebig  begrenzte  sphärische  Fläche  von  con- 
stanter verschwindender  Dicke  herein  und  durch  eine  zweite 
punktförmige  Elektrode  wiederum  heraus.  Offenbar  kann  hier 
das  Potential  als  Function  der  Winkelcoordinaten  9,  0  eines 
Polarcoordinatensystemes  angesehen  werden,  dessen  Pol  im  Cen- 
trum der  Fläche  liegt,  und  dann  muss  es  in  allen  Punkten  der 
letzteren  folgender  Gleichung  genügen: 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  ähnliche  Betrachtungen,  wie  wir 
sie  bei  der  elektrischen  Strömimg  in  einer  ebenen  Platte  ange- 
stellt haben,  dass  das  Potential  diese  Form  hat: 

V=  C  log  sin  d'  -f-  C^"  %  ^m  d"  -j*  /^09  ^^^  ^  ^2- 
Hier  bedeuten  aber  C  und  G"  zwei  Constanten,  d'  und  d"  die 
Winkelabstände  von  der  positiven  und  negativen  Elektrode, 
dq  das  Element  von  fictiven  elektrischen  Massen,  welche  auf 
dem  Rande  der  Fläche  verbreitet  sind  und  d  den  Winkel- 
abstand von  dq. 

Wenn  ins  Besondere  die  Fläche  eine  volle  Eugelfläche  bil- 
det, so  kommt,  wie  man  leicht  findet: 

j^       ^,      sind' 
^  stn  d" 

wo  zu  setzen  ist,  unter  J  das  Stromquantum,  unter  i  die  Dicke 
und  unter  x  den  Fortpflanzungscoefficienten  der  Fläche  ver- 
standen: 

J 


G  = 


2Sii7C 


Für  den  Widerstand  der  Eugelfläche  erhält  man  den  Werth 
—  TP — »  ^^  ^  ®^®  analoge  Bedeutung,  wie  bei  der  ebenen 
Platte,  hat. 
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7.  Von  der  stationären  elektrisclien  Strömung  in  einem 

i 

Kreisoylinder. 

Von  der  Strömung  der  Elektricität  in  einem  Kreiscylin- 
der  betrachten  wir  den  einfacheren  Fall,  wo  zwei  punktförmige, 
auf  der  Axe  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Mittelebene 
des  Cylinders  gelegene  Elektroden  auftreten.  Das  Potential  V 
lässt  sich  alsdann  auffassen  als  Function  zweier  Veränderlichen, 
der  Entfernung  t  von  der  Axe  und  der  Entfernung  z  von  der 
Mittelebene  des  Cylinders,  und  es  ist  für  die  ganze  Ausdehnung 
des  Leiters: 

dP    +  f  '  df  "+"   dz^  ~ 
Dieser  Differentialgleichung  genügen  die  Ausdrücke: 

f{t)  sin  mz,  f(t)cosmz,  f(t)e-'^',  f(t)e^', 

wenn/(Q  die  folgende  lineare   Differentialgleichung  beiriedigt: 

dP^l'Tt-'^^=^' 

Durch  eine  Summe  von  solchen  particulären  Lösungen  lässt  sich 
aber  jedes  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  dar- 
stellen. 

Da  das  t^otential  V  nicht  auf  der  ganzen  Axe  unendlich 
werden  darf  und  alle  Stromverhältnisse  in  Bezug  auf  die  Mittel- 
ebene symmetrisch  sein  müssen,  so  besteht  Y  aus  einem  con- 
stauten  Theile  und  einer  Function,  die  in  Bezug  auf  z  unge- 
rade ist.  Femer  bemerke  man,  dass  sich  der  Verlauf  dieser 
letzten  Function  für  ein  bestimmtes  t  von  der  einen  Endfläche 
des  Cylinders  bis  zur  anderen  durch  eine  Beihe  darstellen  lässt, 

welche  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  -r-  fortschreitet,  un- 

n 

ter  h  die  Höhe  des  Cylinders  verstanden.    Hiernach  kann  man 

nun,  von  dem  constanten  Summanden  des  Potentiales  absehend, 

setzen: 

OD 

j  An  Sin 
1 

wo   An  der  oben   stehenden  linearen  Differentialgleichung  für 


r=S^„  ■  """ 
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m  =  -^  genügen  muss.  Für  jenen  Werth  von  m  sind  aber  fol- 
gende Ausdrücke  zwei  particuläre  Integrale  der  Gleichung: 

00  +1 

/nnt  /^        nnt 

,  dx  =  b  (nt),        I       ■  dx  =  cCnf). 

1  —1 

Es  ist  also,  unter  ßn  und  yn  zwei  Constanten  verstanden: 

An=  ßnb(nt)-\-YnC(nt). 

Die  Bestimmung  der  Constanten  ßn  und  yn  ergiebt  sich  aus 
den  Bedingungen,  welchen  das  Potential  an  den  Grenzen,  d.  h. 
an  der  Oberfläche  des  Cylinders  und  in  der  Nähe  der  Elektro- 
den  unterworfen   ist.     Es    muss    erstlich  in  den  ebenen  End- 

dV 
flächen  der  Werth  von  -7—  verschwinden.     Dies  wird  erreicht, 

•     da  * 

wenn  ßn  und  y«  für  jedes  gerade  n  gleich  Null  gesetzt  werden. 

dV 
Ferner  muss  auf  dem  Mantel  des  Cylinders    -jr-   verschwinden. 

Hieraus  folgt,  unter  R  den  Radius  des  Cylinders  verstanden: 

^-^  +  ^-5?  =  ^'^-'  =  ^' 

wodurch  sich  das  Verhältniss  der  fraglichen  Coefficienten  für 
einen  gleichen  Index  bestimmt.  Die  weitere  Bestimmung  der- 
selben wird  erhalten  aus  der  Bedingung,  dass  das  Potential  in 

C  C 

unmittelbarer  Nähe  der  Elektroden  in  -7  und  —  -j,  übergehen 

muss,  wenn  r'  und  r"  die  Entfernungen  von  den  Elektroden 
sind  und  C  eine  Constante  bedeutet,  die  sich  bestimmt,  sobald 
das  Stromquantum  gegeben  ist. 

Indem  wir  uns  folgends  auf  den  Fall,  wo  i2  =  cx>  ist,  also 
auf  den  Fall  einer  plan -planen,  allseitig  unbegrenzten  Platte 
von  endlicher  Dicke  beschränken,  erhalten  wir  nach  dem  Vor- 

hergehenden,  da  das  Verhältniss  ^  :  -=-  fürf  =  cx>  verschwindet: 


nnz 


r=Sßnb(nt)sin  -^  (n  =  1,  3,  5 ), 

und  es  erübrigt,  die  Bedingung  für  den  Verlauf  des  Potentiales 
in  der  Nähe  der  Elektroden  zu  erfüllen.    Zu   dem  Ende  geben 
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wir  dem  Coefficienten  b(nt)  die  gewöhnliche  Form  der  Coeffi- 


nj3 


cienten  einer  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  ^r-  fortschrei- 

h 


tenden  Reihe.    Es  ist: 

00 


+  00 


dx. 


1  —00 

Hiemach   hat  man,  unter  a  eine  beliebige  reelle  Grösse  ver- 
standen : 


+  00 


b(nt)  = i / 

4stw  —t—kJ 


.    nn(x  4-  a)         .    nn(x  —  a) 
stn ^-^i—' — -  —  stn 7 


VP  +  x^ 


dx. 


h   —00 

Die  Substitution  x  =  z  +  a  liefert  femer  ^ 

b(nt)  = 


+  OD 


1  /^/  1 1 \    .    nnjs 


—  00 


Zerlegen  wir  nun  das  Integral  in  Integrale  mit  den  Grenzen 
0  und  Ä,  h  und  2h  u.  s.  f.,  sowie  0  und  —  h,  —  h  und  —  2Ä 
u.  s.  f.  und  verwandeln  sodann  die  Theilintegrale  in  solche  mit 
der  unteren  Grenze  0,  so  kommt  für  ein  ungerades  n: 


b(nt)  = 


— ^  r 

.    .   nna    I 


+  00 

S(-i)' 

—00 


V*»  +  («  +  VÄ  —  «)» 


V 

1  \    .    nnz    , 

—      ,  \  stn     ,      az* 

Vf>  -f(^  +  vÄ  +  a)«J  Ä 

Das  hier  auftretende  Integral  ist  aber  gleich  dem  |%- fachen 
des  Coefficienten  mit  dem  Index  n  in  der  Entwickelung  der 
Function 


+  00 


(-1)". 


—  00 


1 


1 


.=  V 


nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  ^-     Glieder  mit  geraden 
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Indices  treten  in  jener  Entwickelung  nicht  auf,  wie  sofort  aus 
den  folgenden  Bemerkungen  erhellen  wird. 

Die  Function  TJ  kann  aufgefasst  werden  als  Potential  von 
Punktenpaaren  mit  den  elektrischen  Massen  -f-  1  und  —  1,  die 
auf  der  Axe  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Mittelebene  so 
liegen,  dass  die  Punkte  eines  Paares  um  2  a,  die  Mittelpunkte 
zweier  auf  einander  folgender  Paare  um  h  von  einander  ent- 
fernt sind,  und  dass  endlich  von  je  zwei  auf  einander  folgenden 
Paaren  gleichartige  elektrische  Massen  einander  zugekehrt  sind. 
Setzen  wir  a  gleich  der  halben  Entfernung  der  Elektroden,  so 
fällt  in  die  Elektrode  mit  positiver  jer-Coordinate  ein  Punkt 
mit  dem  Quantum  -|-~  ^)  i^  <li3  andere  Elektrode  ein  Punkt  mit 
dem  Quantum  —  1,  und  verläuft  daher  die  Function  TJ  in  un- 
mittelbarer Nähe  der  Elektroden  bezüglich  wie  die  Functionen 

-| j  und  —  -jf'     Die  Function   V  geht  nun  aber  in  U  über, 

T  T 

wenn  gesetzt  wird: 

Es  wird   daher  auch  der  letzten   Bedingung  für   das  Potential 
genügt,  wenn  man  setzt: 

oder  was  d^tsselbe  ist: 

V  =  -T-  2 b (nt)  stn  — r-  stn  — r—  (n  =  1,  3,  5  . . .), 
wo  zu  setzen  ist: 

00 


/nnt 


Die  Constante  C  bestimmt  sich,  wenn  die  Elektrode  mit 
der  Coordinate  a  die  positive  ist,  in  gleicher  Weise  durch  das 
Stromquantum  und  den  Fortpflanzungscoefficienten,  wie  die  ent- 
sprechende Constante  bei  der  Strömung  im  imendlichen  Baume. 
Für  den  Widerstand  ergeben  sich  femer  in  erster  Annäherung 
in  den  drei  Fällen,  welche  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Elektro- 
den zu  unterscheiden  sind,  dieselben  Ausdrücke,  wie  in  den  ent- 
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sprechenden   Fällen   bei    der    Strömung  in   einem    sphärischen 
Leiter. 

Wenn  die  Platte  aus  zwei  ungleichartigen,  in  der  Mittel- 
ebene aneinander  stossenden  Hälften  besteht,  so  erlangt  der 
veränderhohe  Theil  des  Potentiales  in  beiden  Hälften  dieselbe 
Form  wie  bei  einer  einfachen  Platte,  jedoch  treten  alsdann  für 
die  beiden  Hälften  verschiedene  Constanten  auf,  wegen  deren 
Bestimmung  wir  auf  die  Betrachtung  der  Strömung  in  einer 
unendlich  dünnen  ebenen  Platte  verweisen  können.  Ist  in  dem 
angegebenen  Falle  überdies  der  Fortpflanzungscoefficient  in  der 
einen  Hälfte  der  Platte  sehr  klein  in  Vergleich  mit  dem  Coef- 
ficienten  in  der  anderen  Hälfte,  so  wird  die  Strömung  in  jener 
innerhalb  gewisser  Grenzen  von  der  Lage  der  Elektrode  in  der 
anderen  Hälfte  unabhängig  sein.  Hiernach  scheint  es  von  vorn- 
herein annähernd  gestattet  zu  sein,  die  obige  Theorie  auf  den 
Hergang  bei  der  Erzeugung  der  Nobili 'sehen  Ringe  anzuwen- 
den, wofern  hierbei  die  Polplatte  mit  der  freien  Oberfläche  des 
Elektrolyten  parallel  ist,  der  Poldraht  nur  in  dem  eingetauch- 
ten Endpunkte  mit  dem  Elektrolyten  in  Berührung  kommt  und 
endlich  die  Entfernung  jenes  Punktes  von  der  Polplatte  in  Ver- 
gleich mit  den  horizontalen  Dimensionen  der  Polplatte  sehr 
klein  ist.  Bekanntlich  beruht  die  Entstehung  der  Nobili'schen 
Ringe  zimächst  darauf,  dass  der  elektrische  Strom  den  Elektro* 
lyten  zersetzt  und  der  ausgeschiedene  elektronegative  Bestand- 
theil  sich  in  einer  sehr  dünnen  Schicht  auf  der  Polplatte,  welche 
aus  einem  edlen  Metalle  besteht  oder  mit  einem  solchen  über- 
zogen ist,  niederschlägt.  Gewöhnlich  dient  als  Elektrolyt  eine 
Lösung  von  essigsaurem  Bleioxyd  in  Wasser  oder  eine  Lösung 
von  Bleioxyd  in  Kalilauge.  Die  auf  die  Polplatte  niedergeschla- 
gene Schicht  besteht  alsdann  aus  Bleihyperoxyd,  und  da  dieses 
bei  geringer  Dicke  durchsichtig  ist,  so  entsteht  durch  Beleuch- 
tung der  Polplatte  die  Erscheinung  der  N ob ili' sehen  Ringe  in 
ähnlicher  Weise  wie  die  der  Newton'schen  Ringe. 

Nach  einem  elektrolytischen  Gesetze  ist  die  Quantität  eines 
Bestandtheiles,  welcher  aus  einem  Elektrolyten  durch  einen 
elektrischen  Strom  ausgeschieden  wird,  unter  übrigens  gleichen 
Umständen  mit  der  Stärke  der  Strömung  proportional.  Hier- 
nach steht  zu  erwarten,  dass  bei  der  Bildung  der  Nobili'schen 
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Ringe  die  Dicke  der  niedergeschlagenen  Schicht  mit  dem  Werthe 

dV 
von  -^  für  £f  =  0  proportional  sein  werde.     Bedeutet  also  d 

jene  Dicke,  K  eine  Constante,  h  die  doppelte  Dicke  des  Elek- 
trolyten, a  die  EntfernuDg  der  punktförmigen  Elektrode  von 
der  Polplatte  und  t  die  Entfernung  vom  Lothe  jener  Elektrode, 
so  ist: 

c?  =  -p  Snh{nt)  sin  — g—  (n  =  1,  3,  5....). 

Die  Dicke  nimmt  mit  der  Entfernung  von  der  Axe  ab  und 
ist  für  gleiche  Entfernungen  gleich.  Daher  zeigen  sich  z.  B. 
bei  senkrechter  Beleuchtung  der  Polplatte  durch  homogenes 
Licht  abwechselnd  helle  und  dunkle  concentrische  Ringe,  deren 
Mittelpunkt  dem  Lothe  der  punktförmigen  Elektrode  entspricht. 
Wenn  hierbei  der  Stoff  der  niedergeschlagenen  Schicht  optisch 
dünner  als  das  Metall  der  Polplatte  ist,  so  ist  der  Gangunter- 
schied der  beiden  Lichtpartien,  welche  an  den  beiden  Flächen 
der  Schicht  reflectirt  werden,  in  den  Punkten  der  hellsten 
Ejreise  gleich  einem  geraden,  und  in  den  Punkten  der  dunklen 
Kreise  gleich  einem  ungeraden  Vielfachen  der  halben  Wellen- 
länge des  Lichtes.  Jener  Qangunterschied  drückt  sich  aus  durch 
2fid  -p^-^>  wenn  A  die  Wellenlänge  in  der  Luft,  ft  den  Bre- 
chungsquotienten des  niedergeschlagenen  Stoffes  und  17  ^ine  Con- 
stante  bedeutet,  welche  von  den  optischen  Constanten  jenes 
Stoffes  und  des  Metalles  der  Polplatte  abhängt.  Hiemach  hat 
man  also,  unter  U  den  Radius  des  »ten  dunklen  Ringes,  von 
aussen  nach  innen  gerechnet,  verstanden: 

2i^  1_  2i?  =  1^  Snh{nt;)  sin  ^. 

Zu  einer  vollständigen  Yergleichung  der  letzten  Formel 
mit  der  Wirklichkeit  reichen  die  dermalen  vorliegenden  Daten 
nicht  aus.  Aus  den  Beobachtungen,  welche  Beetz  (zur  Theorie 
der  Nobili'scben  Farbenringe.  Pogg.  AnnaL  Bd.  LXXI  und 
XCVn.)  über  die  Nobili' sehen  Ringe  angestellt  hat,  scheint 
jedoch  hervorzugehen,  dass  in  Folge  der  galvanischen  Polari- 
sation der  Elektrodenplatte  die  Stärke  der  Strömxmg  in  den 
Punkten  der  letzteren  von  der  theoretisch  bestimmten  abweicht. 
Hinsichtlich  des  optischen  Verhaltens  des  Bleihyperoxydes  fand 
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Beetz  durch  Ermittlung  des  Winkels  der  vollkommensten  Po- 
larisation, dass  dieser  Stoff,  wie  für  die  obige  Formel  unter- 
stellt wurde,  optisch  dünner  als  die  edlen  Metalle  ist. 

Litteratur.     Riemann.      Zur  Theorie    der   Nobili'flchen   Farbenringe. 
Pogg.  Annal.  Bd.  XCV. 


8.  Von  der  flotiven  elektrisolien  Strömung  in  der  Ober- 

fläolie  eines  Magneten,  welche  näoh  aussen  hin  dieselbe 

Wirkung,  wie  der  ICagnet  selbst,  ausübt 

Wie  die  Wirkung  einer  stationären  elektrischen  Strömung 
mit  in  sich  geschlossenen  Stromcurven  durch  die  eines  Magne- 
ten, in  welchem  der  Magnetismus  nach  einem  gewissen  Gesetze 
vertheilt  ist,  ersetzt  werden  kann,  so  ist  auch  die  nach  aussen 
gerichtete  Wirkung  eines  Magneten  äquivalent  mit  der  Wir- 
kung einer  gewissen  stationären  elektrischen  Strömung  in  der 
Oberfläche  des  Magneten.  Es  sei  nämlich  U  die  Function,  durch 
welche  sich  der  magnetische  Zustand  des  Körpers  in  der  Weise, 
wie  bei  Betrachtung  der  magnetischen  Induction  gezeigt  wurde, 
darstellen  lässt,  und  es  werde,  wie  dies  auch  früher  stets  ge- 
schah, nur  der  Fall  ins  Auge  gefasst,  wo  die  Function  U  inner- 
halb des  Magneten  stetig  verläuft.  In  zwei  einander  unendlich 
nahen  Niveauflächen  habe  das  Potential  die  Werthe  Ui  und  Di, 
und  es  sei  JJi  >  TJ%.  Durch  die  Niveauflächen  wird  aus  dem 
Volumen  des  Magneten  eine  unendlich  dünne  Scheibe  heraus- 
geschnitten, und  diese  wirkt  ebenso  wie  eine  gewisse  fictive 
Belegung  ihrer  beiden  Flächen  mit  entgegengesetzt  gleichen 
Mengen  magnetischer  Flüssigkeit.     Die  Dichtigkeit  der  Bele- 

1        /7  TT 

gung  ist j  •  -Tn^,  wenn  a  eine  Constante  darstellt  und  durch 

d 

,*^  eine  Differentiation  nach  der  Normale  der  Scheibe  ange- 
deutet wird,  solche  in  der  Bichtung,  nach  welcher  das  Poten- 
tial an  Grösse  abnimmt,  gerechnet.  Für  das  magnetische  Mo- 
ment eines  Elementes  der  Scheibe,  dessen  Fläche  dO  und  des- 
sen Dicke  8  ist,  ergiebt  sich  also : 

a^     dN  a^ 
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Wir  ersehen  hieraus,  dass  die  Scheibe  ebenso  wirkt,  wie  eine 
andere,  die  denselben  Rand  wie  jene  und  allenthalben  die  con- 
stante  unendlich  kleine  Dicke  £  hat,  und  deren  Flächen  bezüg- 
lich mit  nördlich-  und  südlich- magnetischem  Fluidum  von  der 

absoluten  Dichtigkeit  — ^ — -  belegt  sind.  Die  fragliche  Scheibe 

des  Magneten  wirkt  hiemach  ebenso  wie  ein  linearer  Strom,  der 
im  Rande  der  Scheibe  liegt  und  rechtläufig  erscheint,  wenn  er 
von  der  Seite  mit  südlich -magnetischer  Belegung  her  betrach- 
tet wird,  und  für  dessen  Intensität  man  hat: 

Jener  Strom  kann  aber  auch  ersetzt  werden  durch  eine  statio- 
näre gleichgerichtete  elektrische  Strömung  innerhalb  des  band- 
förmigen Stückes,  welches  aus  der  Oberfläche  des  Magneten 
durch  die  beiden  Flächen  der  Scheibe  herausgeschnitten  wird. 
Es  sei  dv  die  Breite  des  Bandes,  Sdv  das  Quantum  der  positi- 
ven Elektridtät,  welches  während  der  Zeiteinheit  durch  einen 
Querschnitt  des  Bandes  hindurchfliesst ,  so  dass  S  das  Maass 
für  die  Stärke  der  fraglichen  Strömung  in  der  Oberfläche  wird. 
Man  hat  alsdann,  unter  A  die  Constante  in  der  Weber'schen 
Fundamentalformel  verstanden: 

i=:4kSdv. 

Bezeichnet  also      '"   eine  Differentiation  nach  der  in  der  Ober- 

dv 

fläche  des  Magneten  gelegenen  Normale  der  Randcurve,  solche 

in  der  Richtung  gerechnet,  nach  welcher  das  Potential  an  Grösse 

abnimmt,  so  ist: 

o__  V2_     dU 

~       4aU  ■  dv  ' 

Der  ganze  Magnet  kann  in  unendlich  viele  solcher  trans- 
versal-magnetischer Scheiben,  wie  sie  oben  betrachtet  wurden, 
zerlegt  werden.  Daher  lässt  sich  auch  seine  nach  aussen  ge- 
richtete Wirkung  durch  die  einer  stationären  elektrischen  Strö- 
mung ersetzen ,  welche  in-  der ,  Oberfläche  längs  den  Durch- 
schnittslinien der  letzteren  und  der  Niveauflächen  des  Poten- 
tiales  ü  hi  der  oben  näher  bestimmten  Richtung  und  Stärke 
vor  sich  geht. 
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Die  Function  U  ist  bestimmt,  sobald  das  Potential  V  des 
Magneten  für  den  äusseren  Raum  gegeben  ist.  Durch  letzteres 
wird  nämlich  die  Dichtigkeit  q  der  idealen  magnetischen  Ober- 
flächenladung, welche  den  Magneten  hinsichtlich  seiner  Wir- 
kung nach   aussen  ersetzt,  bestimmt,  und  es  ist  ferner,   wenn 

j"   eine  Diflerentiation  nach   der  von  innen  nach  aussen  ge- 
an  ^ 

rechneten  Normale  der  Oberfläche  andeutet : 

^  a^  '  dn' 

J  TT 

Mit  dem  Verlaufe  von  -5—  in  der  Oberfläche  ist  aber  auch  der 

an 

Verlauf  von  U  in  derselben  Fläche  —  abgesehen  von  einem 
Constanten  Summanden  —  und  folglich  auch,  da  J^U  im  Inne- 
ren des  Magneten  verschwindet,  der  Verlauf  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung des  letzteren  gegeben.  Es  ist  nämlich  für  jeden  Punkt 
ausserhalb  des  Magneten,  wenn  r  die  Entfernung  des  betreffen- 
den Punktes  von  dem  Oberflächenelemente  ds  bedeutet: 


U        r  ^J  dn 


ds. 


Ist  nun  IT  eine  zweite  Function,  für  welche  z/^ü'  im  Inneren 

des  Ma^eten  verschwindet  und  -5 —  in  der  Oberfläche  mit  ^— 
^  dn  an 

zusammenfällt,  so  liefert  obige  Gleichung: 


.,/(r) 


^    dn 

was  oflenbar  nur  möglich  ist,   wenn  U  —  f7'  in  allen  Punkten 
der  Oberfläche  einen  und  denselben  Werth  hat. 

Dem  Obigen  zufolge  ist  auch  die  Stärke  der  Strömung 
durch  das  Potential  des  Magneten  bestimmt,  und  man  bemerke, 
dass  in  dem  schliesslichen  Ausdrucke  für  dieselbe  die  Constante 
a  nicht  mehr  auftritt. 

Die  Function  U  und  hiemach  auch  die  Stronistärke  S  lässt 
sich  aus  dem  Potentiale  V  unter  Anderem  leicht  herleiten, 
wenn  der  Magnet  von  sphärischer  Form  ist,  wie  dies  z.  B.  bei 
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der   Erde  angeDommen  werden  darf.    Man  hat  alsdann,  wenn 
wir  die  früheren  Bezeichnungen  beibehalten : 


00  ,-r^    _   .   ,  -  00 


V=R^P.(^'^\    <>  =  4^S(2«  +  1)P.. 


Setzt  man  nun  femer: 

00 


r  =  S  n.  (1)-, 

80  kommt  auch: 

Die    Vergleichung   der   beiden    für   (f   aufgestellten    Ausdrücke 
liefert : 

a*R  yt  2n  +  1        /<\" 

^  —  "IF  ^  — ;r"  ^'  \b)  ' 

und  hieraus  folgt: 

V2B  x^  2n  4-  1     dPn 


s=ys^ 


16A3r     j  n  dv 

Bei  einer  homogen  magnetisirten  Engel,  deren  Axe  in  die 
Axe  des  Polarcoordinatensystemes  fällt,  findet  man,  wenn  M 
das  magnetische  Moment  bedeutet: 

3V2"      M    . 

Die  Stromcurven  fallen  mit  den  Parallelkreisen  zusammen,  und 
die  Strömung  erscheint  von  der  Seite  des  Nordpoles  her  als 
rückläufig. 
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IV. 
THEORIE  DER  INDÜCTION  ELEKTRISCHER  STRÖMK 


1.    Von  der  aus  der  relativen  Bewegung  eines  Leiters 
und  eines  linearen  elektrisolien  Stromes  hervorgehenden 

elektromotorischen  Straft. 

Die  Erfahrung  lehrt,  dass  in  einem  Leiter  durch  einen 
Constanten  elektrischen  Strom  oder  durch  einen  permanenten 
Magneten  elektrische  Strömungen  hervorgerufen  werden,  sobald 
und  so  lange  als  die  relative  Lage  des  Leiters  gegen  den  Strom 
oder  den  Magneten  geändert  wird.  Nach  Beendigung  der  rela- 
tiven Bewegung  stellt  sich  auch  sofort  das  elektrische  Oleich- 
gewicht im  Leiter  wiederum  her.  In  gleicher  Weise  lehrt  auch 
die  Erfahrung,  dass  ein  elektrischer  Strom  oder  ein  magnetisch 
erregter  Körper  in  einem  benachbarten  Leiter  elektrische  Strö- 
mungen erzeugt,  wenn  sich  die  Intensität  des  Stromes  oder  die- 
jenige des  Magnetismus  ändert.  Beide  Arten  der  elektrodj^ami- 
schen  Induction  wurden  zuerst  ^on  Faraday  entdeckt.  Die 
Gesetze  der  Induction  elektrischer  Ströme  durch  Aenderung  der 
Intensität  eines  Stromes  oder  eines  Magnetpoles  lassen  sich  bis 
jetzt  theoretisch  nur  unvollständig  und  mit  Hülfe  gewisser  An- 
nahmen über  den  Orund  der  Intensitätsänderung  ableiten,  wes- 
wegen wir  nur  das  eine  Resultat  anführen  wollen,  welches  man 
so  findet,  dass  das  Verschwinden  eines  Stromes  in  einem  Leiter 


Theorie  der  Induction  elektrischer  Ströme.        371 

oder  des  Magnetismus  in  einem  Magnetpole  in  einem  benach- 
barten Leiter  dieselbe  elektrische  Strömung  erzeugt,  wie  sie 
auch  entstehen  würde,  wenn  der  Strom  oder  der  Magnetpol, 
von  seiner  wirklichen  Lage  ausgehend,  sich  bis  ins  Unendliche 
entfernte  und  dass  das  Entstehen  eines  Stromes  in  einem  Lei- 
ter oder  des  Magnetismus  in  einem  Magnetpole  in  einem  be- 
nachbarten Leiter  denselben  Strom  hervorruft,  der  auch  ent- 
stehen würde,  wenn  der  Strom  oder  Magnetpol,  von  einer  un- 
endlich weit  entfernten  Lage  ausgehend,  sich  gegen  den  Leiter 
hinbewegte,  bis  er  die  Lage  einnähme,  welche  er  wirklich  ein- 
nimmt. 

Wir  wenden  uns  also  sofort  zur  Betrachtung  der  Induction 
durch  die  Aenderung  der  relativen  Lage  eines  Stromes  und 
eines  Leiters,  und  um  die  Gesetze  derselben  herzuleiten,  be- 
trachten wir  eine  punktförmige  positiv-elektrische  Masse  g',  die 
sich  in  einer  vorgeschriebenen  Bahn  bewegt,  während  letztere 
selbst  nebst  der  Masse  g'  um  eine  beliebige  Axe  rotirt.  In  die 
Rotationsaxe  legen  wir  die  ;8r-Axe  eines  im  Räume  festen  recht- 
winkligen Coordinatensystemes  und  bezeichnen  die  Coordinaten 
der  Masse  q'  in  Bezug  auf  dieses  System  durch  x\  2/',  ^'-  We 
Wirkung,  welche  die  Masse  ^  auf  die  in  einen  Punkt  P  con- 
centrirte  elektrische  Einheit  nach  der  Richtung  c[  P  ausübt, 
drückt  sich  alsdann  wie  folgt  SüSb,  wenn  X  die  Constante  der 
Weber'schen  Formel,  t  die  Zeit,  r  die  Entfernung  der  Masse 
^  von  P  bedeutet  imd  wenn  a,  6,  c  die  Axenwinkel  für  die 
genannte  Richtung  sind: 


i + » K^)' + ©• + (^)1  - » [ 


daf 

COSa  —jr- 

dt 


,        ,di/  ,  dii'-\i      _   r        d»af  ,       ,dV  ,  dVl) 

+  cosb^-^cosc-^^-2r\cosa-^+cosb^-j-cosc-^\j. 

Um  dem  letzten  Ausdrucke  eine  für  die  Folge  bequemere 
Form  zu  geben,  führen  wir  neue  rechtwinklige  Coordinaten  S,  rj,  f 
ein,  deren  Axen  mit  der  vorgeschriebenen  Bahn  der  Masse  q' 
fest  verbunden  sind  und  sich  daher  mit  jener  bewegen.  Es  falle 
aber  der  Anfangspunkt  der  neuen  Coordinaten  in  den  der  alten 
Coordinaten  und  die  Axe  der  t  in  die  der  0.  Femer  mögen 
zur  Zeit,  für  welche  die  Wirkung  der  Masse  q'  auf  P  bestimmt 

24* 


di 

dt 

dt 

dt' 

di' 

dt 

dt 

dt' 
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werden  soll,  die  Axen  der  J  und  der  x,  sowie  die  der  ij  und  y 
coincidiren.  Alsdann  ist,  wenn  der  Winkel  zwischen  den  Axen 
der  I  und  x,  oder  der  iy  und  y  durch  i^f  und  die  Coordinaten 
der  Masse  g'  durch  |',  iy',  %'  bezeichnet  werden : 

cd  =  i'cost  —  ri^sinif,  \f  =  ri'cosif  +  ^'sinif,  e'  =  g'. 
Eine  zweimalige  Differentiation  nach  t  liefert  nun   für  die  be- 
treffende Zeit: 

d^_dl_    ,dt    d£_dr[    ,^,d^    d^  _d^^ 
dt  ~  dt        ^   dt'  dt  ~  dt  '^  ^   dt'  dt  ~~  dt' 

dt^  ""  dV'  \dt)         ^   dt'^ 

w  =  iF^'^ydt)  +  ^  d^  +  ^ 

df«  ""  dt^  ' 
Der    Ausdruck,    welcher   nach    Substitution    obiger   Ausdrücke 
aus  k  hervorgeht ,   werde  durch   k  (-}-  q')   bezeichnet.     Kehren 
wir  in  letzterem  das  Vorzeichen  von  g'  und  das  der  QuotieiSten 

•^,  -^,   -^  um,  so   erhalten   wir  die  Wirkung  ft(—  g*)  einer 

zweiten  entgegengesetzt  gleichen  elektrischen  Masse,  die  sich 
an  derselben  Stelle  wie  g'  befindet,  aber  die  vorgeschriebene 
Bahn  in  entgegengesetzter  Richtung  durchläuft.  Für  die  Ge- 
sammtwirkung  K  beider  Massen  findet  man: 

K=k(+q')-\-k(-q')  = 


^•'iKi'f-vf)-3(»»«f+<»»»^a?+c.4) 


(cosb,^' ~~cosa,ri')  -{-  2r  (cosa  -^ cosb  ^)[- 

Mittelst  des  letzten  Ausdruckes  ist  es  nunmehr  leicht,  die 
elektromotorische  Kraft  zu  finden,  welche  in  einem  ruhenden 
Leiter  seitens  des  Elementes  eines  constanten  linearen  elektri- 
schen Stromes  dadurch  erregt  wird,  dass  der  letztere  um  eine 
feste  Axe  rotirt.  Zu  dem  Ende  brauchen  wir  nur  für  die  vor- 
geschriebene Bahn  der  Masse  q'  die  Stromcurve  und  für  die 
Masse  selbst  das  in  dem  Elemente   enthaltene  Quantum  posiü- 

i'ds' 
ver  Elektricität  zu  setzen,  welches  sich  durch    .  ,   ,  ausdrückt. 
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wenn  ds'  die  Länge  des  Elementes,  i'  die  Intensität  des  Stro- 
mes und  v'  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Elektricität 
ist.  Um  aber  einen  von  der  Wahl  der  Coordinaten  unabhängi- 
gen Ausdruck  für  die  fragliche  Kraft  zu  erzielen,  führen  wir 
die  Geschwindigkeit  Vi  des  bewegten  Elementes  in  seiner  Bahn, 
sowie  folgende  Grössen  und  Bezeichnungen  ein.  Der  Winkel 
zwischen  den  Richtungen  von  ds\  d.  h.  der  positiven  Strömung 
im  Elemente,  und  r,  letzteres  von  ds*  nach  P  gerechnet,  sei  ö', 
der  Winkel  zwischen  v/  und  r  sei  d/,  und  der  Winkel  zwischen 
Vi  und  ds'  sei  ö/.  Ferner  sei  y'  der  Winkel,  welchen  das  Ele- 
ment mit  der  Drehaxe  bildet  und  ^  der  Winkel  zwischen  r 
und  der  zur  Botationsaxe  senkrechten  Normale  des  Elementes. 
Hierbei  werde  aber  erstlich  unterstellt,  dass  die  Richtung  der 
Rotationsaxe  nach  der  Seite  hin  gerechnet  werde,  von  woher 
die  Drehung  als  rechtläufig  erscheint.  Zweitens  werde  die  ge- 
nannte Normale  des  Elementes  so  gerechnet,  dass  dieselbe, 
wenn  sie  um  ihren  Durchschnittspunkt  mit  dem  Elemente 
eine  rechtläufige  Drehung  von  der  Grösse  eines  rechten  Win- 
kels ausführt,  mit  der  auf  der  Rotationsaxe  senkrecht  stehen- 
den Componente  des  Elementes  zusammenfällt.  Endlich  werde 
noch  die  Winkelgeschwindigkeit  durch  m  bezeichnet.  Alsdann 
ergiebt  sich  nach  dem  Obigen  durch  nahe  liegende  Umbildun- 
gen folgender  Ausdruck  für  die  fragliche  elektromotorische 
Kraft: 

£"== ^ —  [viicosOi  —  Icosi'cosdi)  -|-  rmcosdsiny']. 

Diese  Formel  bewahrt  auch  dann  noch  ihre  Gültigkeit,  wenn 
die  Rotationsaxe  durch  das  Element  hindurchgeht  und  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Bahn  verschwindet,  während  die  Winkel- 
geschwindigkeit einen  endlichen  Werth  behält,  sowie  wenn  die 
Rotationsaxe  ins  Unendliche  rückt  und  die  Winkelgeschwindig- 
keit verschwixidet,  während  die  Geschwindigkeit  in  der  Bahn 
endlich  bleibt,  d.  h.  wenn  die  Rotation  in  eine  geradlinige  Be- 
wegung oder  eine  Verschiebung  übergeht.  Eine  jede  beliebige 
Bewegung  kann  aber  für  einen  verschwindend  kleinen  Zeittheil 
als  die  Resultante  einer  Rotation  und  einer  Verschiebung  ange- 
sehen werden,  und  die  entsprechende  elektromotorische  Kraft 
ist  offenbar  die  Resultante  der  beiden  aus   den  componirenden 
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Bewegungen  hervorgehenden  Kräfte,  so  dass  also  mittelst  der 
oben  gewonnenen  Formel  die  elektromotorische  Kraft  für  jede 
beliebige  Bewegung  des'  Stromelementes  gefunden  werden  kann. 
Da  die  Wechselwirkung  zwischen  zwei  elektrischen  Massen 
nicht  von  ihrer  absoluten  Bewegung,  sondern  nur  von  ihrer  re- 
lativen Bewegung  in  Bezug  auf  ihre  Verbindungslinie  abhängt, 
so  muss  offenbar  in  einem  Leiter  seitens  eines  Stromelementes 
nicht  bloss  dadurch,  dass  letzteres  sich  bewegt,  sondern  auch 
wenn  der  Leiter  allein  in  Bewegung  begriffen  ist,  oder  wenn 
sowohl  der  Leiter,  als  auch  das  Element  sich  bewegt,  eine 
Scheidungskraft  entwickelt  werden.  Diese  Kraft  ist  in  jedem 
Punkte  des  Leiters  eine  und  dieselbe  für  gleiche  relative  Be- 
wegungen des  Punktes  und  des  Stromelementes.  In  der  That 
ergiebt  sich  auch  direct  für  die  Kraft,  womit  das  oben  betrach- 
tete Element  ds'  auf  die  in  P  concentrirte  Einheit  der  Elek- 
tricität  einwirkt,  die  gleiche  Richtung  und  Grösse  wie  oben, 
wenn  das  Element  in  Ruhe  bleibt,  dahingegen  der  Punkt  P  um 
dieselbe  Axe  und  mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit,  aber  in 
entgegengesetztem  Sinne,  wie  vorher  das  Stromelement  rotirt. 
Betrachten  wir  nämlich  zunächst  wiederum  die  Wirkung  einer 
einzelnen  Masse  g',  deren  vorgeschriebene  Bahn  in  Buhe  ist, 
auf  den  nunmehr  rotirenden  Punkt  P,  so  ergiebt  sich,  wenn 
Vi  und  v'  die  Geschwindigkeiten  von  P  und  g'  in  ihren  Bahnen, 
Öl  den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  jener  Geschwindigkei- 
ten und  dl,  d'  die  Winkel  zwischen  denselben  Richtungen  und 
r  bedeuten,  und  wenn  übrigens  dieselben  Bezeichnungen  wie 
bisher  beibehalten  werden  (siehe  L  1): 

Ä;(+g')  =  ^jl4-2K^-i/2  — 2t;it;'cosöi)— 3(i;,cos«i— v'cosdO' 

-f-  2r{NiCosvi  —  N'cosi/) 
Zu  dem  Stromelemente  übergehend,  finden  wir  hieraus : 

X= ^ {cosOi  —  I  cosdicosö*]' 

Dieser  Ausdruck  fällt  mit  demjenigen  zusammen,  welchen 
wir  oben  für  den  Fall  erhielten,  wo  das  Stromelement  rotirt, 
wofern  die  Rotationen  entgegengesetzt  gleich  sind.  Um  uns 
hiervon  zu  überzeugen,  fällen  wir  aus  P  und  ds'  zwei  Perpen- 
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dikel  u  und  u'  auf  die  Botationsaxe  und  bezeichnen  den  Win- 
kel, welchen  sie  mit  einander  bilden,  durch  tf.  Femer  bezeich- 
nen wir  die  Axenwinkel  des  Elementes  durch  a',  ß\  y'  und  le- 
gen der  Einfachheit  wegen  die  ir-Axe  des  oben  angewandten 
festen  Coordinatensystemes  mit  dem  Perpendikel  u  parallel 
Alsdann  kommt  für  das  angegebene  Verhältniss  der  Rotationen: 

ViCOsOi  =  —  u'm{cosa!  sin6  —  cosß'cosö), 

rcncos^  siw/  =  rfD(cosacosß'  —  cosbcosa^. 
Ferner  hat  man: 

u' cos6  -[-  rcosa  =  w,  u'sinö  -|-  rcosb  =  0; 
folglich  ist  auch: 

1.    Vi  cosO/  -^  ra cos ^ sin y'  =  —  vi cos 0i. 

Aus  der  Projection  der  von  u,  u'  und  r  gebildeten  Figur 
auf  die  xt/ -Ebene  findet  man,  wenn  £  und  £'  die  an  der  Pro- 
jection von  r  anliegenden  Winkel  sind: 


u:u'  =  sin  b'  :  sin  s. 


Femer  liefert  ein  körperliches  Dreieck,  dessen  Kanten  mit  r, 
der  Projection  von  r  und  der  Richtung  von  Vi  parallel  sind,  un- 
ter ri  den  Winkel  verstanden,  welchen  r  mit  der  rcy- Ebene 
bildet : 

sine  cos  f]  =  cosdi. 

Ein  zweites  körperliches  Dreieck,  dessen  Kanten  mit  r,  der  Pro- 
jection von  r  und  der  Richtung  von  Vi    parallel  laufen,  liefert: 

—  sin^  cos  71  =  cosd/. 

Hiemach  hat  man,  da  sich  u  und  u'  zu  einander  verhalten  wie 
Vi  und  Vi': 

2.    v/ cos  dl  =  —  Vi  cos  dl. 

Aus  den  Relationen  1.  und  2.  erhellt  aber  die  Identität  der 
beiden  fraglichen  Ausdrücke. 

Der  zweite  für  die  Scheidungskrafb  gefundene  Ausdruck 
führt  auf  eine  einfache  Regel  zur  Bestimmung  jener  Grösse.  Man 
denke  sich  nämlich  die  relative  Bewegung  des  Leiters  und  des 
Stromelementes  auf  eine  Bewegung  des  Leiters  allein  zurück- 
geführt. Für  diese  Bewegung  sei  Vi  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  P,  für  welchen  die  elektromotorische  Kraft  ermittelt 
werden  soll.  Femer  denke  man  sich  an  der  Stelle  von  F  ein 
Stromelement  dsi,  dessen  Richtung  mit  der  Richtung  von  Vi 
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zusammenfalle,    und    dessen  Intensität  «i    so  bestimmt   werde, 

dass  man  hat: 

ii  dsi  =  2At;i, 
Die  Scheidungskraft,  welche  seitens  des  Elementes  ds'  in  P  er- 
regt wird,  ist  dann  gleich  der  Wirkung,  welche  jenes  Element 
auf  das  Element  dsi  ausübt.  Mittelst  dieser  Regel  bestimmt 
sich  ohne  Weiteres  die  elektromotorische  Kraft,  welche  bei  der 
relativen  Bewegung  eines  in  sich  geschlossenen  Stromes  und 
eines  Leiters  entsteht.  Ihre  Componenten  nach  den  Axen  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystemes  seien  Xi,  Zi,  Z|.  Alsdann 
hat  man,  wenn  «i ,  ßi,  yi  die  Axenwinkel  von  Vi  sind,  übrigens 
aber  die  bisherigen  Bezeichnungen  beibehalten  werden: 


^^  =  Oco8ß,-Bcosn,^^ 


=  Äcosyi  —  Ccosay , 


Z, 


wo  zu  setzen  ist: 


=  Bcosai  —  Äcosßi, 


d»' 


dy' 


de' 


Kl      ^ 


dy' 


d/~ 


(-)      1 


djg' 


2.  Von  der  In  einem  lineetren  Leiter  duroh  relative  Be- 
wegung gegen  einen  oonstanten  elektrlsohen  Strom  oder 
Magneten  induoirten  elektrlsohen  Strömimg. 

Bei  der  relativen  Bewegung  eines  constanten  linearen  elektri- 
schen Stromes  und  eines  in  sich  geschlossenen  linearen  Leiters 
ruft  die  aus  der  Bewegung  hervorgehende  elektromotorische 
Kraft  in  dem  Leiter  eine  elektrische  Strömung  hervor,  die  im 
Allgemeinen  von  sehr  verwickelter  Natur  sein  wird.  Unter  den 
gewöhnlichen  Umständen  jedoch  gestalten  sich  die  Verhältnisse 
einfacher,  weil  die  Qeschwindigkeit  der  ponderablen  Materie  in 
Vergleich  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Elektrici- 
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tat  klein  ist.  Wenn  nämlich  letzteres  der  Fall  ist,  so  wird  offen- 
bar auf  der  Oberfläche  des  Leiters  inducirte  Elektrioität  auf- 
treten  und  diese  sich  so  anordnen,  dass  stets  ihr  Potential  im 
Leiter  stetig  verläuft  und  in  keinem  Punkte  des  Leiters  eine 
Zunahme  oder  Verminderung  der  elektrischen  Dichtigkeit  ein- 
tritt. Zugleich  leuchtet  auch  ein,  dass  für  die  Entstehung  der 
Strömung  im  Leiter  in  jedem  Punkte  nur  die  in  die  Richtung 
des  Bogens  oder  der  Tangente  fallende  Componente  der  elek- 
tromotorischen Kraft  in  Betracht  kommt.  Es  sei  nun  s  der  Bo- 
gen des  Leiters,  E  die  entsprechende  Componente  der  elektro- 
motorischen Kraft  in  der  Richtung  des  Bogens  und  V  das  ent- 
sprechende Potential  der  auf  der  Oberfläche  des  Leiters  befind- 
lichen Elektrioität.    Li  dem  Inneren  des  Leiters  tritt  alsdann 

dV 
die  Kraft  E  —  -= —  auf.     Mit  ihr  ist .  unter   übrigens  gleichen 

CL  8 

Umständen  die  in  Strömung  begriffene  Elektrioität  proportional. 
Soll  daher  keine  Aenderung  der  elektrischen  Dichtigkeit  ein- 
treten, so  muss,  wenn  der  Querschnitt  des  Leiters  constant  ist, 
sein: 

dE     d^y ^Q 

ds         ds^ 
Hieraus  folgt,  unter  g  und  h  zwei  Constanten  verstanden: 

r=g  +  h8'^  f  Eds, 

0 

und  da  das  Potential  längs  des  Leiters  stetig  verlaufen  muss.. 
so  bestimmt  es  sich  näher  wie  folgt,  wenn  {  die  ganze  Lauge 
des  Leiters  bedeutet: 


-,-,/ 


jE?ds+      /    Eds. 


Wie  bei  der  stationären  linearen  Strömung,  so  ist  auch 
hier  das  Quantum  Elektrioität,  welches  während  des  Zeitdiffe- 
rentiales  in  der  Richtung  des  Bogens  durch  einen  Querschnitt 
fliesst,  gleich  dem  Producte  aus  dem  Zeitdifferential,  dem  Fort- 
pflanzungscoefficienten,  dem .  Querschnitte  und  der  in  die  Rich- 
tung des  Bogens  fallenden  Triebkraft.     Wird  also  jenes  Quan- 
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tum  durch  Idt,  der  Fortpflanzungscoefficient  durch  x  und  der 
Querschnitt  durch  o  bezeichnet,  so  kommt: 


=«"(^-'^. 


oder,  wenn  der  Widerstand  des  Leiters  durch  w  bezeichnet  wird : 


-    /    Eds. 


Die  inducirte  elektrische  Strömung  kann  nach  diesem  £r- 
gebniss  für  einen  verschwindend  kleinen  Zeittbeil  als  ein  sta- 
tionärer linearer  Strom  aufgefasst  werden.  Das  Stromquantum 
wird  durch  den  absoluten  Werth  von  I  gemessen,  und  es  stimmt 
die  Richtung  des  Stromes  mit  der  des  Bogens  s  überein  oder 
nicht,  je  nachdem  I  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Grösse  I 
werden  wir  das  der  betreffenden  Zeit  entsprechende  Strom- 
quantum des  inducirten  Stromes  nennen,  und  dem  entsprechend 
unter  der  Intensität  i  des  inducirten  Stromes  das  Product  4i.J 
verstehen,  so  dass  auch  die  Intensität  positiv  oder  negativ  wird, 
je  nachdem  die  Stromrichtung  mit  der  Richtung  des  Bogens 
übei*einstimmt    oder    nicht.     Ferner  erscheint   es  zweckmässig, 

die  Integrale  fidt  imd    fidt^  welche  sich  über  eine  endliche 

Zeit  erstrecken,  einzuführen.  Sie  mögen  bezüglich  Stromquan- 
tum und  Intensität  des  Integralstromes  für  das  betreffende  Zeit- 
intervall heissen.  Das  erste  Integral  stellt  das  Quantum  sämmt- 
licher  Elektricität  dar,  welche  während  der  fraglichen  Zeit  den 
Leiter  in  der  Richtung  des  Bogens  durchströmt.  Wenn  ins  Be- 
sondere das  Zeitintervall  sehr  kurz  ist,  so  kann  der  absolute 
Werth  des  ersten  Integrales  aufgefasst  werden  als  das  Pro- 
duct aus  der  Zeit  und  dem  Stromquantum  eines  constanten 
Stromes  im  Leiter,  welcher  während  jener  Zeit  dieselbe  Total- 
wirkung auf  einen  zweiten  linearen  elektrischen  Strom  oder 
einen  Magnet  wie  der  wechselnde  Inductionsstrom  ausübt.  Un- 
ter Richtung  des  Integralstromes  werden  wir  die  Richtung  je- 
nes constanten  Stromes  verstehen. 

Die  Formel  für  das  Stromquantum  des  inducirten  Stromes 
kann  leicht  auf  den  aUgemeineren  Fall  ausgedehnt  werden,  wo 
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die  influencirte-  Leitung  aus  einer  Reihe  von  verschiedenen 
Unearen  Qliedem  besteht.  Hier  erlangt  das  Potential  V  in  je- 
dem einzelnen  Qliede  dieselbe  Form  wie  in  dem  betrachteten 
Falle,  die  Werthe  der  Constanten  g  und  h  aber  ändern  sich  von 
einem  Gliede  zum  anderen.  Zur  weiteren  Bestimmung  des  Po- 
tentiales  dienen  die  Bedingungen,  dass  jenes  in  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Gliedern  an  der  Berührungsstelle  einen  und 
denselben  Werth  aufweisen,  und  dass  das  Stromquantum  allent- 
halben gleich  bleiben  muss.  Durch  diese  Bedingungen  bestim- 
men sich  die  Werthe  der  Constante  h  vollkommen;  man  findet 
nämlich,  wenn  die  in  Betracht  kommenden  Grössen  für  die  auf 
einander  folgenden  Gieder  durch  dieselben  Buchstaben  wie  frü- 
her und  die  Marken  1,  2,  ....  1/  bezeichnet  werden : 

Xj[  Oj  Äj     =    Xj  O-jÄj     =     •     •     •    •    :^    XyOyhyy 

JEds  =  0. 

0 
Hieraus  ergiebt  sich  aber  für  das  Stromquantum  dieselbe  For- 
mel wie  oben,  wenn  {  für  die  Länge  der  ganzen  Leitung  und 
iv  für  den   Gesammtwiderstand ,   d.  h.  die   Summe  der  Wider- 
stände in  den  einzelnen  Gliedern,  gesetzt  wird. 

Dem  Ausdrucke  für  das  Stromquantum  des  inducirten  Stro- 
mes kann  eine  für  die  Folge  bequemere  Form  gegeben  werden. 
Man  reducire  nämlich  zunächst  die  relative  Bewegung  des  in- 
ducirenden  Stromes  und  des  influencirten  Leiters  auf  eine  Bewe^ 
gung  des  letzteren  allein.  Hierbei  sei  Vi  die  Geschwindigkeit 
des  Elementes  ds  in  seiner  Bahn.  Die  Axenwinkel  desselben 
Elementes  seien  u,  ß,  y.    Alsdann  hat  man: 

^=  X.XCOB0.  -f-  Ticosß  +  Zicosy 

=  Xi'vi  {(Ccosßi  — Bcosyi)  cosa  -[-  (Äcosyi  —  Ccosa{)  cosß 

+  {Bcogcci  —  Acosßi)  cosy] 
=  —  X i'vi  {{Ccos ß  —  Bcos y)  cos «i  -|- (^ cos y  —  Ccos d) cos ß\ 

-}-  {B  cosa  —  Äcosß)  cosyi]. 
Man  denke  sich  nun  im  Träger  des  inducirenden  Stromes,  sowie 
im  influencirten  Leiter  einen  Strom  von  der  Intensität  Eins. 
Der  erste  dieser  Hülfsströme  stimme  mit  dem  inducirenden 
Strome,  der  zweite  mit  dem  Bogen  des  influencirten  Leiters  hin- 
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sichtlich  der  Richtung  überein,  und  es  seien  Xds,  Yds,  Zds  die 
Componenten  der  Kraft,  welche  der  erste  Hülfsstrom  auf  das 
Element  ds  des  zweiten  Hülfsstromes  ausübt.  Femer  mögen 
durch  Dxy  Dy,  Dz  die  dem  Zeitdifferentiale  entsprechenden 
Incremen te  der  Coordinaten  des  Elementes  ds,  d.  h.  die  Grössen 
Vicosuidt^  Vi  cos ßi  dt,  Vicosyidt  bezeichnet  werden.  Es  kommt 
dann: 

Idt  =  —  ^^JiXDx+  YDy  +  ZDz)  ds. 

0 

Das  hier  auftretende  Integral  ist  aber  gleich  der  Arbeit,  welche 
die  zwischen  den  beiden  Hülfsströmen  thätigen  Kräfte  bei  der 
Bewegung  des  Inducenten  und  des  Leiters  leisten,  und  dieselbe 
Arbeit  drückt  sich  auch  durch  die  entsprechende  Aenderung 
des  Potentiales  beider  Ströme  in  Bezug  auf  einander  aus. 
Setzen  wir  also,  die  frühere  Bezeichnung  beibehaltend: 

cosO 


\n- 


ds  ds'  =  TT, 


da  denn  W  das  genannte  Potential  ist,  so  haben  wir  nach  dem 
Obigen  lür  das  Stromquantum  und  die  Intensität  des  inducirten 
Stromes : 

w        dt  '  w        dt 

Jenachdem  diese  Formeln  für  /  und  i  positive  oder  negative 
Werthe  liefern,  stimmt  die  Richtung  des  inducirten  Stromes  mit 
der  angenommenen  Richtung  des  Bogens  s  überein  oder  ist  sie 
ihr  entgegengesetzt.  Die  Richtung  des  inducirten  Stromes  ist 
aber  stets  eine  solche,  dass  die  Wechselwirkung  zwischen  jenem 
und  dem  Inducenten  eine  Verminderung  der  lebendigen  Kraft 
der  Stromträger  und  der  mit  ihnen  etwa  in  Verbindung  stehen- 
den ponderablen  Materie  bedingt;  denn  man  hat  für  die  dem 
Zeitdifferential  entsprechende  Arbeit  der  Kräfte,  welche  zwi- 
schen dem  inducirenden  und  dem  inducirten  Strome  thätig  sind: 


8  kU^fdWy 
w    \dt  ) 


ii'dW=  -  ^^^-^r=^l  dt. 


Was  den  Integralstrom  betrifft^  so  ergiebt  sich  für  sein  Strom- 
quantum J  und  seine  Intensität  ^',  wenn  Tf^  und  W  die  Werthe 
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des  Potentiales  der  Hülfsströme  in  Bezug  auf  einander  für  den 
Anfang  und  das  Ende  des  betreffenden  Zeitintervalles  bedeuten : 

w  w  . 

Von  unserer  bisherigen  Bezeichnungsweise  abweichend,  ha- 
ben wir  oben  durch  I  das  auf  die  Zeiteinheit  reducirte  Quan- 
tum Elektricität,  welches  durch  den  Querschnitt  des  influencir- 
ten  Leiters  in  der  Richtung  des  Bogens  s  fiiesst,  und  durch  i  das 
Product  4A7  bezeichnet,  so  dass  also  /  und  t  sowohl  positiv, 
als  auch  negativ  sein  können.  Die  Grössen  /  und  i  nannten 
wir,  da  eine  Verwechselung  nicht  zu  befürchten  ist,  wie  früher 
Stromquantum  und  Intensität.  Es  erscheint  aber  zweckmässig, 
in  gleicher  Weise  hinsichtlich  des  inducirenden  Stromes  zu  ver- 
fahren. Wir  lassen  daher  auch  die  Wahl  der  Richtung  des  Bo- 
gens s'  unbeschränkt  und  verstehen  unter  t'  die  positiv  oder 
negativ  genommene  Intensität  des  inducirenden  Stromes,  jenach- 
dem  die  Richtung  des  letzteren  mit  der  gewählten  Richtung  des 
Bogens  s'  übereinstimmt  oder  nicht.  Dies  unterstellt,  bleiben 
die  oben  aufgestellten  Formeln  ungeändert  Ferner  hängt  dann 
der  Ausdruck  W  nur  von  den  beiden  Leitern  und  der  Art,  wie 
die  Bogen  gerechnet  werden,  ab,  weshalb  wir  ihn  das  Potential 
der  beiden  Leiter  in  Bezug  auf  einander  nennen  werden.  Dies 
Potential  ist  insofern  zweideutig,  als  sich  sein  Vorzeichen  um- 
kehrt, wenn  einer  der  Bogen  in  entgegengesetzter  Richtung  ge- 
rechnet wird.  Man  bemerke  endlich  auch  noch,  dass  sich  das 
Potential  zweier  Ströme  in  Bezug  aufeinander  durch  ii'W  dar- 
stellt, wenn  W  das  Potential  der  Stromträger  in  Bezug  auf  ein- 
ander  darstellt  und  t,  i'  die  Intensitäten  der  Ströme  sind,  jenes 
Wort  jetzt  in  der  oben  auseinandergesetzten  Bedeutung  genom- 
men. Jener  Ausdruck  fallt  übrigens  auch  der  Form  nach  mit 
dem  früher  (I.  2.  b.)  für  dieselbe  Grösse  aufgestellten  Ausdrucke 
zusammen;  es  bedeuteten  aber  früher  i  und  i'  die  absoluten 
Intensitäten  der  Ströme  und  die  Bogen  wurden  in  der  Richtung 
der  Ströme  gerechnet. 

Nachdem  wir  die  Gesetze  der  Induction  durch  einen  ein- 
zelnen linearen  Strom  kennen  gelernt  haben,  wenden  wir  uns 
zu  dem  allgemeineren  Falle,  wo  die  Induction  von  einem  Strom* 
Systeme  ausgeht.  Bei  der  Induction  durch  ein  Stromsystem  setzt 
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sich  die  elektromotorische  Kraft  offenbar  aus  den  elektromoto- 
rischen Kräften  der  einzelnen  Ströme  des  Systemes  zusammen. 
Daher  tritt  in  den  Formeln  für  den  Inductionsstrom  bei  einem 
einzelnen  inducirenden  Strome  einfach  an  die  Stelle  des  Aus- 
druckes i  W  die  Summe  der  analogen  Ausdrücke  für  die  einzel- 
nen Ströme  des  Systemes.  Diese  Summe,  das  Potential  der  in- 
ducirenden Ströme  in  Bezug  auf  einen  Hülfsstrom  im  infiuen- 
cirten  Leiter  von  der  Intensität  Eins,  oder  kürzer  das  Potential 
der  Inducenten  in  Bezug  auf  den  Leiter,  möge  durch  W  bezeich- 
net werden.    Man  hat  alsdann  für  den  inducirten  Strom: 

T—  —  —.—      i  — —  ^    ^ 

w      dt  '  w       dt  *  , 

und  für  den  Integralstrom: 

«^  =  -  ^  (w  -  W.) .  i  =  -  ^  (W  -  W,) . 

Diese  Formeln  enthalten  die  Gesetze  der  Induction  durch  eine 
beliebige  stationäre  elektrische  Strömung  mit  geschlossenen 
Stromcurven.  Sie  schliessen  femer  die  Gesetze  der  Induction 
durch  Aenderung  der  relativen  Lage  eines  linearen  Leiters  gegen 
einen  permanenten  Magneten,  deren  Eingangs  dieses  Capitels 
gedacht  wurde,  in  sich  ein.  In  der  That,  nach  Ampfere's  Hy- 
pothese vom  Wesen  des  Magnetismus,  welche  sich  auch  auf  dem 
Gebiete  der  Induction  bewährt,  ist  die  Wirkung  eines  Magne- 
ten auf  die  seiner  Molecularströme  zurückzuführen.  Daher  über- 
tragen sich  die  obigen  Formeln  für  die  elektro-elektrische  In- 
duction ohne  Weiteres  auch  auf  die  magneto-elektrische,  und  zwar 
ist  bei  letzterer  für  das  in  den  Formeln  auftretende  Potential 
das  Potential  aller  Molecularströme  des  Magneten  in  Bezug 
auf  einen  Hülfsstrom  im  Leiter  von  der  Intenfiität  Eins,  oder, 
was  dasselbe  ist,  das  elektro-magnetische  Potential  des  Hülfsstro- 
mes  in  Bezug  auf  den  Magneten  zu  setzen. 

Die  im  Obigen  entwickelten  Gesetze  der  Induction  durch 
relative  Bewegung  gestatten  mancherlei  naheliegende  Verallge- 
meinerungen. Sie  gelten  z.  B.  auch  dann  noch,  wenn  sich  die 
Form  der  linearen  Stromträger  während  der  relativen  Bewe- 
gung ändert,  ohne  dass  jedoch  die  Länge  des  Bogens  zwischen 
irgend  zwei  Punkten  eines  Stromträgers  eine  Aenderung  erlei- 
det.   Weitere  Verallgemeinerungen  ergeben  sich  in  Hinsicht  der 
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influencirten  Leitung.  Bisher  wurde  unterstellt,  dass  letztere 
linear  und  unverzweigt  sei,  und  nur  in  diesem  Falle  kann  im 
Allgemeinen  von  der  Einführung  des  Potentiales  und  der  An- 
wendung der  vorhin  erwähnten  acht  Formeln  die  Rede  sein. 
Die  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Entstehung  des  linea- 
ren Inductionsstromes  lassen  sich  aber  auch  auf  gewisse  allge- 
meinere Formen  der  Leitung  ausdehnen,  wie  jetzt  gezeigt  wer- 
den soll.  Die  Leitung  bestehe  aus  linearen  und  nicht  linearen 
Theilen.  Jene  können  stets  in  einzelne  unverzweigte  Stücke 
zerlegt  werden,  welche  kürzehalber  Elemente  genannt  werden 
mögen.  Die  Endpunkte  jedes  einzelnen  Elementes  seien  aber 
durch  den  Complex  aller  übrigen  Theile  der  Leitung  mit  ein- 
ander verbunden.  F-emer  komme  nur  die  Wirkung  des  Indu- 
centen  auf  die  linearen  Theile  in  Betracht,  und  der  Einfachheit 
wegen  werde  zunächst  angenommen,  dass  die  influencirte  Lei- 
tung während  der  Induction  ungeändert  bleibe.  Unter  diesen 
Umständen  kann  der  Inductionsstrom  als  die  Resultante  der 
Strömungen  aufgefasst  werden,  welche  durch  die  Einwirkung 
des  Inducenten  auf  jedes  einzelne  lineare  Element  für  sich  her- 
vorgerufen werden.  Was  aber  diese  componirenden  Strömun- 
gen betrifft,  so  leuchtet  zuvörderst  ein,  dass  für  jede  von  ihnen 
das  Potential  V  in  dem  betreffenden  Elemente  dieselbe  Form 
wie  bei  einem  in  sich  geschlossenen,  un verzweigten,  linearen 
Leiter  erlangt.  Die  componirende  Strömung  ist  daher  für  ein 
verschwindend  kleines  Zeittheilchen  dieselbe,  wie  wenn  ein  con- 
stanter  Strom  von  gewisser  Intensität  das  Element  durchfliesst, 
durch  den  einen  Endpunkt  in  den  Complex  aUer  übrigen  Theile 
der  Leitung  eindringt,  und,  nachdem  er  diesen  durchflössen, 
wiederum  durch  den  zweiten  Endpunkt  in  das  Element  eindringt. 
Das  Quantum  der  Strömung  bestimmt  sich  wie  folgt.  Der  Bo- 
gen des  Elementes  werde  von  dem  einen  Endpunkte  an  gerech- 
net, und  für  eine  bestimmte  Zeit  sei  F'  der  Werth  des  Poten- 
tiales V  in  jenem  Punkte,  F"  der  Werth  in  dem  zweiten  End- 
punkte. Die  Länge  des  Elementes  sei  h  Man  hat  alsdann,  wenn 
übrigens  die  frühere  Bezeichnung  beibehalten  wird: 


I 

">  —r  =  hi-\-  f 


Eds. 


384  Theorie  der  Induction 

Ferner  hat  man,  wenn  w  den  Widerstand  des  Elementes,  xo  den 
Widerstand  der  übrigen  Tbeile  der  Leitung  für  einen  in  jenem 
fliessenden  Strom  bedeutet: 

Daher  ist: 


I(w  +  w)  =  jEds, 


0 

oder,  wenn  der  Gesammtwiderstand,  welchen  der  Induetions- 
strom  findet,  durch  w  bezeichnet  wird: 

/  =  -   fEds. 
w  J 

0 

Dem  Obigen  zufolge  stimmt  die  einzelne  componirende  Strömung 
in  jeder  Hinsicht  mit  der  Strömung  überein,  welche  entstände, 
wenn   das  betreffende  Element   durch   eine   congruente  lineare 

galvanische  Kette  von  gleichem  Widerstände  und  mit  der  elek- 

i 

tromotorischen  Kraft    /  Eds  ersetzt  würde.   Dies  gilt  auch  noch 

0 

in  dem  Falle,  wo  die  Qestalt  des  Elementes  und  die  Lage  sei- 
ner Endpunkte  sich  ändert,  wofern  nur  hierbei  die  Länge  des 
Bogens  zwischen  irgend  zwei  Punkten  des  Elementes,  sowie  der 
Widerstand  in  dem  Complex  der  Theile  zwischen  den  Endpunk- 
ten des  Elementes,  ungeändert  bleibt. 

Es  erübrigt  nunmehr,  die  im  Vorhergehenden  entwickelte 
Theorie  der  Induction  durch  relative  Bewegung  mit  der  Er- 
fahrung zu  vergleichen.  Zuvor  aber  müssen  wir  noch  bemerken, 
dass  Neumann  (allgemeine  Gesetze  der  inducirten  elektrischen 
Ströme.  Abhandl.  d.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin.  1845.)  auf 
eine  gewisse  Umkehrung  des  Gesetzes  für  die  Wechselwirkung 
zwischen  zwei  Stromelementen,  sowie  P lücker  (über  die  Be- 
ciprocität  der  elektro-magnetischen  und  magneto- elektrischen 
Erscheinungen.  Pogg.  Ann.  LXXXVII.)  auf  eine  gewisse  Um- 
kehrung des  Gesetzes  für  die  Wirkung  eines  Stromelementes 
auf  einen  Magnetpol  eine  Theorie  der  Inductionserscheinungen 
gegründet  haben.  Beide  Theorien  liefern  für  die  Induction  in  ge- 
schlossenen Leitern  durch  in  sich  geschlossene  Ströme  resp.  Mag- 
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nete  dieselben  Resultate,  wie  die  aus  Weber' s  Fundamental« 
formel  fliessende  Theorie.  Daher  begnügen  wir  uns  hier  damit, 
hinsichtlich  der  Eigenthümlichkeiten  und  des  gegenseitigen  Ver- 
hältnisses der  genannten  Theorien  den  Leser  auf  die  Original- 
abhandlungen zu  verweisen. 


3.   Verglelohung  der  Theorie  der  Induotion  in  linearen 

Leitern  durch  relative  Bewegung  gegen  einen  Strom 

oder  Magrneten  mit  den  Ergebnissen  der  Beobachtimg. 


a.  Induction  in  einem  linearen  Leiter  durch  einen  con* 

gruenten  Strom  für  den  Fall,  dass  beide  in  der  einen 

Grenzlage  einander  sehr  nahe,  in  der  anderen  Qrenz- 

lage  unendlich  weit  von  einander  entfernt  sind. 

Nähert  man  zwei  einander  congruente  Leiter  so,  dass  schliess- 
lich je  zwei  correspondirende  Punkte  zusammenfallen,  so  wächst 
zuletzt  der  absolute  Werth  des  Potentiales  beider  Leiter  in  Be- 
zug auf  einander  über  alle  Grenzen  hinaus.    Es  wird  nämlich 

für  ein  Element  ds!  des  einen  Leiters  der  Ausdruck    / ds 

J     r 

im  Allgemeinen  offenbar  unendlich  gross,  wenn  die  kürzeste  Ent- 
fernung des  Elementes  vom  zweiten  Leiter  unendlich  klein  wird. 
Aus  der  gemachten  Bemerkung  und  den  Formeln  für  den  Inte- 
gralstrom ergiebt  sich  nun  für  den  Fall,  dass  in  dem  einen  Leiter 
ein  constanter  elektrischer  Strom  auftritt,  Folgendes.  Es  seien 
erstlich  die  Leiter  unendlich  weit  oder  doch  so  weit  von  einan- 
der entfernt,  dass  ihr  Potential  als  verschwindend  angesehen 
werden  kann.  Werden  sie  alsdann  einander  genähert,  und  kom- 
men schliesslich  je  zwei  correspondirende  Funkte  sehr  nahe  bei 
einander  zu  liegen,  so  ist  die  Richtung  des  Integralstromes,  wel- 
cher in  dem  einen  Leiter  durch  den  Strom  des  andern  Leiters 
inducirt  wird,  der  Richtung  des  inducirenden  Stromes  entgegen- 
gesetzt^ hierbei  unterstellt,  dass  die  beiden  Richtungen  in  Bezug 
auf  die  Endlage  beider  Leiter  mit  einander  verglichen  werden. 
Wenn  zweitens  die  Leiter  anfänglich  allenthalben  einander  sehr 
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nahe  sind  und  hierauf  sehr  weit  von  einander  entfernt  werden, 
so  ist  die  Richtung  des  Integralstromes,  nunmehr  in  Bezug  auf 
die  Anfangslage  der  Leiter,  der  Richtung  des  inducirenden  Stro- 
mes gleich.  Obige  Folgerungen  stehen  mit  der  Beobachtung  voll- 
kommen in  Einklang.  Um  aber  die  Richtung  des  Integralstro- 
mes in  einem  Leiter  praktisch  zu  bestimmen,  trifH  man  folgende 
Anordnung.  Der  Leiter  ist  an  einer  Stelle  unterbrochen,  und 
seine  Enden  sind  durch  zwei  gegen  einander  isolirte  und  um  ein- 
ander gewundene  Drähte  mit  den  festen  Enden  des  Drahies 
eines  Multiplicators  verbunden.  Die  Yerbindungsdrähte  dürfen 
die  Bewegung  des  Leiters  nicht  hindern,  und  der  Multiplicator 
muss  so  aufgestellt  sein,  dass  er  keine  merkliche  unmittelbare 
Einwirkung  seitens  des  inducirenden  Stromes  und  der  im  Leiter 
auftretenden  Strömung  erleidet.  Zunächst  leuchtet  nun  ein,  dass 
das  Quantum  des  Stromes,  welcher  bei  dieser  Anordnung  durch 
relative  Bewegung  in  dem  Leiter,  den  Yerbindungsdrähten  und 
dem  Multiplicator  inducirt  wird,  und  das  Quantum  des  Stromes, 
welcher  bei  gleicher  Bewegung  in  dem  nicht  unterbrochenen 
Leiter  allein  inducirt  würde,  sich  zu  einander  umgekehrt  verhal- 
ten wie  die  Widerstände  in  den  betreffenden  Leitungen.  Es  ha- 
ben daher  auch  die  Integralströme  in  beiden  Fällen  gleiche  Ach- 
tung. Die  Richtung  des  Integralstromes  im  ersten  Falle  lässt 
sich  aber,  wofern  seine  Dauer  hinreichend  kurz  ist,  leicht  aus 
der  Einwirkung  auf  die  Multiplicatomadel  erkennen.  Diese  wird 
aus  ihrer  Gleichgewichtslage  herausgetrieben,  und  die  fragliche 
Richtung  stimmt  mit  der  eines  constanten  Stromes  überein,  wel- 
cher die  Nadel  nach  derselben  Seite  hin  ablenkt. 


b.    Induction  in  einem  kreisförmigen  Leiter  durch 

einen  kreisförmigen  Strom. 

Die  relative  Lage  zweier  Kreislinien  lässt  sich  unter  Anderem 
bestimmen  durch  die  Längen,  die  kürzeste  Diatanz  und  den  Win- 
kel der  beiden  Perpendikel,  welche  aus  den  Mittelpunkten  der 
Kreise  auf  die  Durchschnittslinie  ihrer  Ebenen  herabgelassen 
werden  können.  Es  seien  nun  für  zwei  kreisförmige  lineare 
Leiter  l  und  V  die  Längen,  e  die  kürzeste  Entfernung  und  £  der 
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kleinere  Winkel  der  genannten  Perpendikel.  Femer  seien  b#^ 
K'dglich  tif  und  ^  die  Winkel,  welche  die  Radien  zweier  Bogen- 
elemente  mit  den  Perpendikeln  bilden.  Die  Winkel  ^,  ^'  und 
die  Bogen  s,  s'  sollen  so  gerechnet  werden ,  dass  ihr  Sinn  oder 
ihre  Richtung  eine  und  dieselbe  wird,  wenn  die  Ebene  des  einen 
Kreises  um  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  beider  Kreise  auf 
dem  kürzesten  Wege,  also  um  den  Winkel  «,  in  die  Ebene  des 
andern  Kreises  gedreht  wird.  Endlich  seien  R  und  Bf  die  Ra- 
dien  der  Leiter.  Man  erhält  alsdann  das  Potential  der  Leiter 
in  Bezug  auf  einander,  wenn  man  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
für  dasselbe  setzt: 

ds  =  Rdip,  dsf  =  Bfdtl/, 

cos  0  =  cost  cos  t'  -j-  cos  £  sin  ^  sin  il>' , 

r  =  Viie-i-Rsint—R'sinilf'y  +  Q—Rcosit^y  +  {V—R'costy 

—2(l—Rco$tlf)  (V—R'cosif')cos6]. 

Die  hiemach  auszufiihrenden  Integrationen  nach  ^  und  ^'  ha« 
ben  zur  unteren  Grenze  0,  zur  oberen  Qrenze  2«. 

Wenn  die  Axen  beider  Leiter  (die  in  den  Mittelpunkten 
errichteten  Perpendikel)  zusammenfallen,  so  ergiebt  sich  fiir  das 
Potential,  unter  D  die  Entfernung  der  Leiter  verstanden : 

271  in 


w 


Die  Ausrechnung  liefert: 


W= 


c 
■wo  zu  setzen  ist: 

4t  RR 


;te-c.)f(c.f)-2£(c,f)), 


c^  = 


2)2  +  (i?+-B7 

Das  Potential  W  ist  positiv  und  sein  Werth  nimmt  ab,  wenn 
die  Entfernung  D  wächst.  Man  bemerke  femer,  dass  nach  den 
gemachten  Unterstellungen  und  fiir  die  angenommene  specielle 
Lage  der  Leiter  die  Bogen  in  gleicher  Richtung  gerechnet  sind. 
Es  ergiebt  sich  hieraus  unter  Anderem  Folgendes.  Wenn  einer 
der  Leiter  Träger  eines  elektrischen  Stromes  ist,  und  wenn  man 

26» 
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einen  der  Leiter  oder  beide  Leiter  längs  ihrer  gemeinschaftlichen 
Axe  verschiebt,  ohne  um  eine  auf  letzterer  senkrechte  Axe  zu 
drehen,  so  ist  die  Richtung  des  »Stromes,  welcher  in  dem  zwei- 
ten Leiter  inducirt  wird,  der  Richtung  des  indudrenden  Stro- 
mes gleich  oder  entgegengesetzt,  jenachdem  sich  die  Leiter  von 
einander  entfernen  oder  eijiander  nähern.  Werden  femer  die 
Leiter  aus  ihrer  Anfangslage  herausgebracht  und  auf  irgend 
einem  Wege  wiederum  in  eine  solche  Lage  geführt,  dass  ihre 
A±en  zusammenfallen  und  ihre  Flächen  einander  dieselben  oder 
die  entgegengesetzten  Seiten  wie  anfanglich  zukehren,  so  ist 
die  Richtung  des  Integralstromes,  in  Bezug  auf  eine  der  Grenz- 
lagen der  Leiter,  der  Richtung  des  inducirenden  Stromes  gleich 
oder  entgegengesetzt,  jenachdem  die  Entfernung  beider  Leiter 
zu-  oder  abgenommen  hat.  Wenn  endlich  die  lieiter  aus  ihrer 
Anfangslage  in  eine  unendliche  oder  so  grosse  Entfernung  von 
einander  gerückt  werden,  dass  ihr  Potential  als  verschwindend 
angesehen  werden  darf,  so  ist  der  Integralatrom,  in  Bezug  auf 
die  Anfangslage  der  Leiter,  wie  auch  im  Uebrigen  die  Bewe- 
gung der  Leiter  beschaffen  sein  mag,  mit  dem  inducirenden 
Strome  gleichgerichtet.  Die  entgegengesetzte  Richtung  erlangt 
der  Integralstrom,  nunmehr  in  Bezug  auf  die  Endlage  der  Leiter, 
wenn  umgekehrt  die  Leiter,  ursprünglich  unendlich  weit  von 
einander  entfernt,  einander  genähert  werden,  so  dass  zugleich 
schlieslich  ihre  Axen  zusammenfallen. 

Die  gefundenen  Regeln  über  die  Richtung  des  inducirten 
Stromes  gelten  auch  für  den  Fall,  wo  an  die  Stelle  der  Kreis- 
leiter  Spiralen  mit  kreisförmigen  Windungen  oder  Drahtrollen 
mit  kreisförmigen  Windungen  und  von  den  gewöhnlichen  For- 
men treten.  Aus  dem  Verhalten  des  Potentiales  zweier  Ejreis- 
leiter  in  Bezug  auf  einander  findet  man  nämlich  zunächst,  dass 
auch  das  Potential  einer  Spirale  in  Bezug  auf  einen  Kreis  mit 
derselben  Axe  an  absolutem  Werthe  zunimmt,  wenn  die  Entfer- 
nung der  Mittelpunkte  abnimmt.  Ein  Gleiches  ergiebt  sich  hier- 
nach für  das  Potential  zweier  Spiralen,  deren  Axen  zusammen- 
fallen, folglich  auch  für  das  Potential  zweier  Drahtrollen,  deren 
Axen  zusammenfallen,  wofern  nur  in  der  einzelnen  Rolle,  wie 
es  bei  den  gewöhnlichen  Formen  der  Fall  ist,  die  Anzahl  der 
Windungen  in  einem  Querschnitt  constant  ist  oder  nach  der 
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Mitte  bin  regelmässig  zunimmt,  so  dass  die  Bolle  als  ein  System 
von  Spiralen  mit  derselben  Axe  und  derselben  Mittelebene  auf- 
gefasst  werden  kann.  Durch  Versuche  mit  solchen  Drahtrollen, 
deren  man  sich  zur  Verstärkung  der  inducirenden  Wirkung  mit 
Vortheil  bedient,  werden  die  oben  gewonnenen  Ergebnisse  voll- 
kommen bestätigt. 

Aus  dem  Vorhergebenden  ergeben  sich  leicht  die  Gesetze 
für  die  analogen  Fälle  der  Induction  durch  einen  cylindrischen 
Magnetstab  von  der  gewöhnlichen  Beschaffenheit,  üeber  die 
Vertheilung  des  Magnetismus  in  einem  solchen  Stabe  dürfen  wir 
die  Annahme  machen,  dass  sie  mit  derjenigen  übereinstimme, 
welche  ein  gleichgeformter  Stab  aus  weichem  Eisen  unter  der 
Einwirkung  einer  constanten,  mit  der  Axe  parallelen  Schei* 
dungskraft  aufweist  (S.  Magnetismus.  IX.)*  Zerlegen  wir  also 
den  Magnetstab  durch  Ebenen,  welche  auf  der  Axe  senkrecht 
stehen  und  von  welchen  je  zwei  benachbarte  um  ein  gleiches 
Unendlich^Eleines  von  einander  entfernt  sind,  in  Scheiben,  so  sind 
diese  annähernd  homogen  und  transversal  magnetisirt,  und  ihr 
magnetisches  Moment  nimmt  nach  der  Mitte  des  Magneten  hin 
stetig  zu.  Der  Magnetstab  lässt  sich  daher  durch  ein  System 
von  Ereisströmen  ersetzen,  welche  in  den  Bändern  der  Scheiben 
liegen  und  gleich  gerichtet  sind,  deren  absolute  Intensität  aber 
nach  der  Mitte  des  Systemes  hin  beiderseits  in  gleicher  Weise 
stetig  wächst.  Es  folgt  aber  endlich  hieraus,  dass  der  Magnet- 
stab  bei  den  hier  in  Betracht  gezogenen  Fällen  der  Induction 
sich  ganz  analog  wie  der  Strom  in  einer  Drahtrolle  von  der 
oben  näher  bezeichneten  Art  verhalten  müsse,  so  zwar,  dass  der 
Nordseite  des  Magneten  diejenige  Seite  der  Bolle  entspricht, 
auf  welcher  die  Strömung  rückläufig  erscheint.  In  der  That  ist 
dies  der  Fall,  wie  die  Beobachtung  lehrt. 


c.  Unipolare  Induction. 

Die  sogenannte  unipolare  Induction  bietet  uns  ein  Beispiel 
der  Induction  in  einer  veränderlichen,  aus  linearen  und  nicht 
linearen  Stücken  zusammengesetzten  Leitung  dar.  Sie  lässt  sich 
unter  Anderem  wie  folgt  beobachten.    Auf  einen  cylindrischen 
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Magneistab,  welcher  um  seine  Axe  in  Rotation  versetzt  werden 
kann,  seien  zwei  kreisförmige  Scheiben  aus  Metall  mit  centra- 
len Hülsen  geschoben,  so  dass  sie  auf  der  Axe  des  Magneten 
senkrecht  und  mit  letzterem  in  fester  leitender  Verbindung  ste- 
hen. Die  beiden  Scheiben  seien  femer  durch  einen  dünnen  Me- 
talldraht, dessen  Enden  an  die  Ränder  der  Scheiben  mittelst 
zweier  festen  Federn  angedrückt  werden,  in  leitende  Verbindung 
gesetzt.  Wenn  man  nun  den  Magneten  in  Rotation  versetzt,  so 
gleiten  die  Scheiben  mit  ihren  Rändern  über  die  festen  Enden 
des  Metalldrahtes,  die  von  dem  Drahte  und  dem  Magneten  nebst 
den  Scheiben  gebildete  Leitung  bleibt  fortwährend  geschlossen, 
und  in  dieser  Leitung  tritt  alsdann  eine  elektrische  Strömung 
auf. 

Bei  dem  beschriebenen  Versuche  besteht  die  Leitung  des 
Inductionsstromes  aus  einem  linearen  und  einem  nicht  linearen 
Theile,  und  kommt  nur  die  Wirkung  des  inducirenden  Magneten 
auf  den  linearen  Theil,  den  Draht,  in  Betracht,  indem  die  rela- 
tive Lage  der  Punkte  des  Magneten  gegen  einander  und  gegen 
die  mit  ihm  fest  verbundenen  Metallscheiben  durch  die  Rota- 
tion keinerlei  Aenderung  erleidet.  Man  bemerke  femer,  dass 
das  System  der  Strömimgscurven  im  Inneren  des  Magneten  und 
der  Scheiben  während  der  Rotation  sich  nicht  ändert  und  des- 
halb auch  der  Widerstand,  welchen  der  Inductionsstrom  findet, 
fortwährend  derselbe  bleibt.  Für  das  Quantum  jenes  Stromes 
hat  man  daher: 


=-/■ 


Eds. 


Zum  Behufe  weiterer  Umformungen  führen  wir  ein  recht- 
winkliges Coordinaten-System  ein,  dessen  Anfangspunkt  in  den 
Mittelpunkt  und  dessen  ;e^-Axe  in  die  Axe  des  Magneten  fallt. 
In  Bezug  auf  dieses  System  seien  Xds,  YdSy  Zds  die  Compo- 
nenten  der  Kraft,  womit  der  Inducent  auf  ein  Element  ds  des 
linearen  Leiters  einwirkt,  solches  von  einem  Strome  mit  der 
Intensität  Eins  und  in  der  Richtung  des  Bogens  durchflössen 
gedacht.  Ferner  seien  Dx,  By,  Dz  die  dem  Zeitdifierentiale 
di  entsprechenden  Inoremente,  welche  die  Coordinaten  des  Ele- 
mentes ds   erlangen  würden,   wepn  letzteres  um  die  Axe  des 
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Magneten  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit^  welche  der  des  Mag- 
neten entgegengesetzt  gleich  ist,  in  Rotation  versetzt  würde. 
Alsdann  ist: 

Idt  =  —  l^f{XDx-\'YDy-]-ZDz)  ds. 

0 

Zur  Auswerthung  des  letzten  Integrales  muss  vor  Allem  die 
Anordnung  des  Magnetismus  in  dem  Magneten  gegeben  sein. 
Wenn  aber  der  Magnet  einen  verhältnissmässig  kleinen  Durch- 
messer hat  und  in  gewöhnlicher  Weise  magnetisirt  ist,  so  kann 
er  im  vorliegenden  Falle  in  erster  Annäherung  durch  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Pole  ersetzt  werden,  die  auf  der  Axe  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt,  nämlich  in  den  Schwer- 
punkten der  nördlichen  und  der  südlichen  Massen  der  idealen 
Oberflächenladung,  liegen.  Indem  wir  uns  auf  diesen  Fall  be- 
schränken, wollen  wir  zunächst  denjenigen  Theil  d^  fraglichen 
Integrales,  welcher  sich  auf  den  Nordpol  bezieht,  ermitteln.  Der 
Nordpol  enthalte  das  magnetische  Quantum  g,  und  es  seieti 
X'ds,  Y'ds,  Z'ds  die  Componenten  der  Kraft,  welche  er  auf 
das  Element  ds  mit  dem  Strome  Eins  ausübt.  Diese  Compo- 
nenten drücken  sich  wie  folgt  aus: 

K-)    <-) 


y2 1  ^^  ^y 

y2  \  dx  -dg 


Z'ds  =  T^ 


K^).  <^ 


dx Tzr^y 


djf  dx 


Es  sei  ferner  a  der  Bogen  des  Winkels,  welchen  eine  bestimmte, 
übrigens  beliebig  gewählte  Axialebene  des  Magneten  mit  der 
a;^^- Ebene  zur  Zeit  t  bildet.     Alsdann  hat  man: 

Dx  =  yda,  Dy  =  —  xda,  Dz  =  0. 


I 
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Aus  den  sechs  letzten  Relationen  ergiebt  sich  nun,  wenn  c  die 
;9-Coordinate  des  Nordpoles  ist: 

Der  Quotient  (0 — c):r  ist  dem  Cosinus  des  Winkels  gleich,  wel- 
chen  eine  vom  Nordpole  nach  dem  Elemente  gezogene  (Jerade 
mit  der  ^-Axe  bildet.  Bezeichnen  wir  die  Werthe  dieses  Win- 
kels für  die  Endpunkte  des  linearen  Leiters   mit  den  Bogen  0 

und  l  bezüglich  durch  9/  und  q)^',  so  ist  also: 
i 

{X'Dx  +  TDy  +  Z'DiB)  ds =^  {cosifj!  -  cos  y/) . 

Aus  dem  letzten  Ausdrucke  erhält  man  den  analogen  Ausdruck 
für  den  Südpol,  wenn  man  das  Vorzeichen  von  q  .umkehrt  und 
an  die  Stelle  von  y/  und  ^2'  die  entsprechenden  Winkel  yi" 
und  92"  für  den  Südpol  einsetzt.  Die  Summe  jener  beiden  Aus- 
drücke ist  aber  gleich  dem  Integrale  in  der  Formel  für  den  In- 
ductionsstrom;  daher  ergiebt  sich  endlich  für  das  Quantum  jenes 
Stromes,  wenn  noch  für  daidt,  d.  i.  die  Winkelgeschwindigkeit 
des  Magneten,  der  Buchstabe  u  gesetzt  wird: 

I  :=  —  (cos <Pi    —  COS ^q  -}- COS q>q'  —  COS ffi') . 

Die  Folgerungen,  welche  sich  aus  dieser  Formel  ziehen  las- 
sen, stehen,  soweit  eine  Yergleichung  gestattet  ist,  mit  der 
Beobachtung  vollkommen  in  Einklang. 


d.    Dämpfung    einer   Mültiplicatornadel.     Bestimmung 
der  Constante  in  der  Weber'schen  Fvindamental- 

formel. 

Eine  oscillirende  Magnetnadel  erregt  in  nahe  gelegenen  Lei- 
tern Liductionsströme,  deren  Bückwirkung  auf  die  Nadel  sich 
durch  eine  Verzögerung  ihrer  Bewegung  verräth.  Wenn  man 
z.  B.  die  Nadel  eines  Multiplicators,  während  die  Drahtleitung 
in  sich  geschlossen  ist,  in  Schwingungen  versetzt,  so  werden  die 
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Amplituden  kleiner  ausfallen  und  rascher  abnehmen,  als  wenn 
man  der  Nadel  nach  Entfernung  der  sie  umgebenden  Meiall- 
massen  unter  übrigens  gleichen  Umständen  dieselbe  Bewegung 
mittheilt.  Die  Verzögerung  oder  Dämpfung  der  Multiplicator- 
nadel  erleichtert  und  schärft  in  manchen  Versuchen  die  Beob« 
achtung,  und  daher  ruft  man  sie  oft  absichtlich  dadurch  hervor, 
dass  man  die  Nadel  mit  nicht  magnetischen,  gut  leitenden  Me- 
tallstücken, ins  Besondere  mit  einem  Kupfergehäuse,  umgiebt.  Es 
soll  nun  hier  der  Einfluss  näher  untersucht  werden,  welchen  die 
Dämpfung  auf  die  Bewegung  einer  Multiplicatornadel  in  dem 
Falle  ausübt,  wo  letztere  nur  der  Wirkung  des  Erdmagnetis- 
mus und  der  Torsion  des  Auf hängungsfadens  ausgesetzt  ist,  und 
wo  die  Amplituden  als  sehr  klein  betrachtet  werden  dürfen. 

Zuvörderst  leuchtet  ein,  dass  sich  bei  einem  regelmässig 
gebauten  Multiplicator  die  Wirkung  der  dämpfenden  Inductions- 
Strömung  auf^  die  Nadel  in  jedem  Momente  durch  ein  horizon- 
tales Gegenpaar  darstellen  lasse.  Das  Moment  dieses  Gegen- 
paares  ist  bei  einem  und  demselben  Multiplicator  annähernd  mit 
der  augenblicklichen  Winkelgeschwindigkeit  der  Nadel  propor- 
tional. Die  Inductionsströmung  kann  nämlich  als  Resultante 
der  Strömungen  betrachtet  werden,  welche  von  den  einzelnen 
magnetischen  Elementen  der  Nadel  erzeugt  werden.  Die  Strö- 
mungscurven  einer  solchen  componirenden  Strömung  bleiben  aber 
wegen  der  Annahme  über  die  Grösse  der  Amplituden  nahezu 
constant,  und  desshalb  wird  wie  bei  der  Induction  in  einem  Sy- 
steme von  linearen  Leitern  die  Stärke  der  Strömung  in  jedem 
Punkte  der  Leitung  fortwährend  mit  der  Geschwindigkeit  des 
betreffenden  magnetischen  Elementes  und  daher  auch  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  der  Nadel  annähernd  proportional  sein. 
Aus  diesem  Grunde  und  weil  die  Nadel  stets  in  der  Nähe  ihrer 
Gleichgewichtslage  bleibt,  kann  auch  die  Wirkung  der  ganzen 
Inductionsströmung  auf  die  Nadel  als  annähernd  proportional 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  der  letztern  angenommen  wer- 
den. Es  lässt  sieh  nunmehr  die  Bewegung  der  Nadel  wie  folgt 
finden. 

Der  Bogen  des  Ausschlags  der  Nadel  zur  Zeit  t  werde 
durch  1^  bezeichnet.  Ferner  sei  H  die  horizontale  Component-e 
des  Erdmagnetismus,  m  das  magnetische  Moment  der  Nadel  und 
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r  di^  Torsion  des  Aufhängungafadens.  Man  erhält  alsdann  mit 
Rttcksiclit  auf  die  Annahme  über  die  Grösse  der  Amplituden  für 
das  horizontale  Gegenpaar,  welches  den  hier  in  Betracht  kom- 
menden Theil  der  Wirkung  des  Erdmagnetismus  und  der  Torsion 
auf  die  Nadel  darstellt  und  in  gleichem  Sinne  mit  dem  Ausschlage 
gerechnet  werde,  den  Ausdruck  —  (mH  -\-  t)  ^,  wofür  kürzehal- 
ber -^  Qi>  gesetzt  werde.,  Das  Gegenpaar  der  Dämpfung  lässt 
sich  nach  den  oben  gemachten  Bemerkungen  darstellen  duroJi 

—  y  -jt»  unter  y  eine  nur  von  dem  Bau  des  tfultiplicators  ab- 

hängige,  positive  Grösse  verstanden«  Wenn  mm  noch  durch  h 
das  Trägheitsmoment  der  Nadel  in  Bezug  auf  ihre  Drehaxe  be- 
zeichnet wird,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  der  Bewegung 
der  Nadel  folgende  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  Constanten  Coefficienten : 

Die  Integration  dieser  Gleichung  liefert  in  der. Annahme,  dass 
die  Zeit  von  einem  Durchgange  der  Nadel  durch  ihre  Gleichge- 
wichtslage an  gerechnet  werde: 

^  =  ae     1    8tn--rt, 

wo  a  eine  Integrationsconstante  ist,  die  Grössen  /l  und  17  aber 
den  beiden  folgenden  Gleichungen  zu  entnehmen  sind: 

2 


In  XJebereinstimmung  mit  der  Beobachtung  ergiebt  sich  aus 
der  Formel  für  den  Ausschlag,  dass  die  auf  einander  folgenden 
Amplituden  eine  abnehmende  geometrische  Beihe  bilden.    Der 

Quotient  dieser  Beihe  ist  e     ^ ,  so  dass  aus  der  Beobachtung 

auf  einander  folgender  Amplituden  der  Werth   der  Grösse  — -, 

des  sogenannten  logarithmischen  Decrementes,  ermittelt  werden 
kann.  Die  Oscillationsdauer  -^,  d.  h.  die  Zeit  zwischen  zwei  auf 
einander  folgenden,  gleichgerichteten,  grössten  Ausschlägen  oder 
zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  gleichgerichteten  Durch* 
gangen  durch  die  Gleichgewichtslage  bleibt  oonstant 
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In  dem  besondem  Falle,  wo  die  Nadel  durch  den  Anstoas 
einer  elektrischen  Strömung  im  Multiplieatordrahte  von  kurzer 
Dauer  aus  der  Gleichgewichtslage  herausgetrieben  und  in  Bewe« 
gung  gesetzt  wird,  lässt  sich  mit  Hülfe  der  gewonnenen  Besul- 
tate  die  Relation  zwischen  den  Amplituden  und  den  strömenden 
elektrischen  Massen  wie  folgt  finden.  Es  werde  der  Multiplica- 
tor  in  der  einen  Richtung  von  dem  elektrischen  Quantum  Q 
ode)\  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  in  entgegengesetzten  Rieh-« 
tungen  von  den  Quanta  +  5  ö>  ~  i  ö  durchflössen.  Durch  den 
Impuls  der  Strömuug  erlange  die  Nadel  die  Winkelgeschwin- 
digkeit C.  Alsdann  hat  man  (vergl.  IL  2.),  unter  N  eine  von 
der  Einrichtung  des  Multiplicators  abhängige,  übrigens  aber  con- 
stante  Grösse  verstanden: 

^       2lmNQ 

^= 1 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  dem  Näcfastvorhergelienden  für  die 
erste  und  grösste  Amplitude  W,  wenn  das  logarithmische  Deere« 
ment  durch  »  bezeichnet  wird: 

Ö»  TT 

—  —  arc  tar.g  — 


W=  cY^e'^ 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  liefern  nun: 

4XNPQ 

H       ' 

wo,  unter  0  den  Quotienten  r :  wJ?  verstanden,  zu  setzen  ist: 

Es  ist  hier  der  Ort,  einer  Untersuchung  von  Weber  und 
Eohlrausch  (Elektrodynamische  Maassbestimmungen,  ins  Be- 
sondere Zurückführung  der  Stromintensitäts- Messungen  auf  me- 
chanisches Maass.  Abh.  d.  E.  Sachs.  Ges.  der  Wissenschaften.  V.) 
zu  gedenken,  als  deren  Ziel  von  theoretischem  Standpunkte  die 
Bestimmung  der  Constante  in  der  Weber 'sehen  Fundamental- 
formel bezeichnet  werden  kann.  Das  Verfahren  der  genannten 
Forscher  bestand  im  Wesentlichen  darin,  dass  eine  vorläufig  ge- 
messene Menge  Elektricität  durch  den  Draht  eines  Multiplica- 
tors nach  der  Erde  hin  abgeleitet  und  die  erste  und  grösste 
Amplitude  der  durch  den  Impuls  der  strömenden  Elektricität  ia 
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Bewegung  gesetzten  Nadel  ermittelt  wurda  Aus  den  beiden 
so  gewonnenen  Grössen,  der  horizontalen  Componente  des  Erd- 
magnetismus und  den  Daten  des  Multiplicators  konnte  sodann 
mittelst  der  oben  gefundenen  Formel  für  die  erste  Amplitude  auf 
die  fraghche  Constante  geschlossen  werden.  Um  aber,  wie  er- 
forderlich, die  Menge  der  abgeleiteten  Elektricität  nach  absolu- 
tem Maasse  zu  bestimmen,  schlugen  Weber  und  Kohlrausch 
folgenden  Weg  ein.  Sie  luden  eine  Leydener  Flasche  von  schick- 
licher Grösse  und  bestimmten  nach  der  Methode,  welche  im 
letzten  Capitel  der  Elektrostatik  auseinandergesetzt  wurde,  die 
Quantität  ihrer  Ladung.  Hierauf  entluden  sie  die  Flasche  da- 
durch, dass  sie  das  Ane  Ende  des  Multiplicatordrahtes  mit  der 
inneren  Belegung  in  Berührung  brachten,  während  die  äussere 
Belegung  und  das  andere  Ende  des  Drahtes  mit  der  Erde  in 
Verbindung  standen.  So  strömte  dann  die  gemessene  Ladung  der 
inneren  Belegung  durch  den  Multiplicator  nach  der  Erde  hin. 
Die  Amplituden  der  Nadel  wurden  mittelst  Spiegel,  Fernrohr  und 
Skale  beobachtet. 

Der  Multiplicator,  dessen  sich  Weber  und  Kohlrausch 
bedienten,  hatte  dieselbe  Form,  wie  wir  sie  beispielsweise  den 
Betrachtungen  in  11.  2.  zu  Grunde  gelegt  haben.  Die  Radien 
seiner  Drahtrolle,  welche  5635  Windungen  enthielt,  betrugen 
11,284  und  15,364  Centimeter,  die  Dicke  der  Bolle  oder  die 
Entfernung  ihrer  Endflächen  von  einander  maass  7,204  Centime- 
ter. Ferner  wurde  der  Abstand  der  Pole  der  Nadel  von  einan- 
der annähernd  zu  4  Centimeter  bestimmt.  Aus  diesen  Daten 
ergiebt  aich: 

N=  1853,5. 
Für  die  übrigen  hier  in  Betracht  kommenden   Constanten  des 
Multiplicators  lieferte  die  Beobachtung  folgende  Werthe: 

J  =  18,488,  0  =  0,00145,  o  =  0,070, 
und  hieraus  berechnet  sich: 

P  =  0,16397. 

Es  war  femer  für  den  Ort  der  Beobachtung: 

ff  =0,17983. 

Die  weiteren  Ergebnisse,  zu  welchen  Weber  und  Kohl- 
rausch gelangten,  sind  in  der  folgenden  Tabelle  zusammenge- 
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stellt.  Die  beiden  ersten  Columnen  enthalten  die  durch  den 
Multiplicator  geschickten  Elektricitätsmengen  Q  und  die  ent- 
sprechenden Amplituden  W  der  Nadel.  In  der  dritten  Columne 
findet  man  die  reciproken  Werthe  der  Constante  A,  wie  sie  sich 
aus  je  zwei  zu  einander  gehörenden  Werthen  von  Q  und  V  und 
den  oben  erwähnten  Werthen  von  -H,  N  und  P  berechnen. 


Q 

^' 

•   1: 

X 

36060 

0,0067087 

427. 

10" 

41940 

0,0062136 

456 

.10« 

49700 

0,0074952 

448. 

.10« 

44350 

0,0070757 

424. 

.10« 

49660 

0,0075962 

442 

.10« 

Die  Grösse  l:k  stellt  nach  der  Weber'schen  Qrundformel 
die  relative  Geschwindigkeit  dar,  mit  welcher  sich  zwei  elektri- 
sche Massen  gegen  einander  hinbewegen  oder  von  einander  ent- 
fernen müssen,  damit  die  gegenseitige  Wirkung  der  Massen  ver- 
schwinde. Aus  den  oben  mitgetheilten  Versuchen  folgt,  dass 
diese  Geschwindigkeit  für  die  Secunde  als  Zeiteinheit  439  Mil- 
lionen  Meter  beträgt. 


e.  Bestimmung  des  absoluten Fortpflanzungscoefficien- 

ten  für  Elektricität. 

In  dem  Ausdrucke  für  die  Intensität  des  Integralstromes, 
welcher  in  einem  linearen  Leiter  durch  relative  Bewegung  in- 
ducirt  wird,  tritt  neben  der  Constante  A  und  dem  Potential  des 
Inducenten  in  Bezug  auf  den  Leiter  auch  noch  der  absolute  Wi- 
derstand des  letzteren  auf.  Durch  Vergleichung  ergebe  sich  nun, 
dass  jener  Widerstand  gleichkommt  dem  eines  Drahtes  aus  be- 
stimmtem Stofife  von  bestimmter  Länge  und  bestimmtem  Quer* 
schnitt  Alsdann  hat  man,  wenn  der  absolute  FortpflanzungS" 
coeificient  jenes  Stoffes  durch  x  und  der  Quotient  aus  dem 
Querschnitt  in  die  Länge  des  Drahtes  durch  u  bezeichnet,  übri* 
gens  aber  die  frühere  Bezeichnung  beibehalten  wird: 
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Die  Beobachtung  der  Grösse»  j,  u  und  W  —  Wo  liefert  also  die 
Constante  xA*,  und  hiernach  kann  auch,  da  die  Constante  X  be- 
kannt ist,  der  Fortpflanzungscoefficient  x  gefunden  werden.  Aus 
dem  Werthe  des  Fortpflanzungscoefficienten  für  einen  bestimm- 
ten Stoff  wird  aber  femer  der  für  irgend  einen  zweiten  Stoff 
erhalten,  wenn  man  jenen  mit^  dem  leicht  zu  bestimmenden 
Quotienten  aus  der  LeitungsßLhigkeit  des  ersten  Stoffes  in  die 
Leitungsfähigkeit  des  zweiten  Stoffes  multiplicirt. 

Ueber  den  Werth  der  Constante  xA^  für  Kupfer  hat  zuerst 
eine  Untersuchung  von  Kirch  hoff  (Bestimmung  der  Constan- 
ten, von  welcher  die  Intensität  inducirter  elektrischer  Ströme 
abhängt.  Pogg.  Ann.  LXXVII.)  Aufschluss  gegeben.  Fernere 
Bestimmungen  wurden  durch  Versuche  von  Weber  (Elektrodyn. 
Maassbest.  ins  Besondere  Widerstandsmessungen)  gewonnen.  Die 
Uebereinstimmung  in  den  Ergebnissen  beider  Forscher  ist  mit 
Rücksicht  auf  die  Verschiedenheit  der  angewandten  Methoden 
und  der  Verhältnisse,  unter  welchen  die  Versuche  angestellt 
wurden,  hinreichend,  um  als  Beleg  für  die  Richtigkeit  der  theo- 
retischen Formeln,  welche  der  Deutung  der  Versuche  zu  Grunde 
gelegt  wurden,  dienen  zu  können.  Wir  wollen  nun  zmiächst 
die  Hauptmomente  und  Ergebnisse  der  Untersuchung  Kirch- 
hoff's  auseinanderse'tzen. 

Es  wurde  eine  Leitung  hergestellt,  die  bestand  aus  einer 
galvanischen  Kette  JÜT,  einem  Multiplicator  Jlf,  zwei  Drahtrollen 
R  und  iJ'  und  einem  Verbindungsstücke  S,  von  dem  ein  Ende 
A  in  der  Verbindung  von  K  und  M,  das  andere  Ende  B  in  der 
Verbindung  von  R  und  Ä'  lag.  Ohne  das  Stück  S  würde  der 
Strom  der  Kette  den  Weg  KMRBf  K  verfolgt  haben.  Durch 
Einschaltung  des  Stückes  S,  dessen  Widerstand  in  Vergleich  mit 
dem  der  Leitung  AMRB  sehr  klein  war,  wurde  bewirkt,  dass 
der  Strom  grösstentheils  durch  S  floss  und  dass  nur  ein  kleiner 
Theil  desselben  nach  dem  Multiplicator  hinging. 

Die  Rolle  R  war  fest  und  zur  Verstärkung  der  Induction, 
welche  hervorgerufen  und  beobachtet  werden  sollte,  aus  zwei 
gleich  hohen  cylindrisch-iingförmigen  Bollen  tx  und  r^,  deren 
Axen  und  Mittelpunkte  zusammenfielen,   und  die  durch  einen 


I 
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Zwischenraum  von  einander  getrennt  waren,  zasammengesetzt. 
Die  Enden  der  Rollen  Ti  und  r^  waren  so  verbunden,  dass  sich 
der  Strom  in  sie  verzweigte  und  sie  in  gleichem  Sinne  durch- 
lief. In  dem  erwähnten  Zwischenräume  der  Bolle  R  befand  sich 
die  gleichfalls  cylLiidrisch-ringfönnige  tlolle  R\  und  diese  konnte 
mittelst  Fäden  und  Rollen  rasch  in  eine  solche  Höhe  gehoben 
werden,  dass  keine  merkliche  gegenseitige  Einwirkung  der  Rol- 
len stattfand. 

Bei  der  Hebung  der  Rolle  JR'  inducirte  erstlich  R  in  R'  einen 
Strom,  von  dem  der  grösste  Theil  durch  S,  nur  ein  kleiner  Theil 
durch  M  floss.  Es  inducirte  aber  zweitens  auch  die  Rolle  R' 
in  R  einen  Strom,  der  durch  M  floss.  Zunächst  soll  nun  die 
Intensität  des  letzten  Integralstromes,  gegen  welche  die  des 
ersten  vernachlässigt  werden  konnte,  theoretisch  bestimmt  wer- 
den. Die  Intensität  des  primitiven  Stromes  werde  durch  i', 
das  Potential  der  Rolle  R  in  Bezug  auf  Vi  und  r^  für  die  An- 
fangslage bezüglich  durch  Wi  und  W^  bezeichnet.  Femer  seien 
Wi  und  tv.2  die  Widerstände  in  ri  und  rj,  endlich  tc  der  Wider- 
stand in  der  Leitung  RJUÄBR.  Alsdann  findet  man  nach  dem 
Früheren  für  die  Intensitäten  der  Integralströme  in  Jf,  welche 
durch  die  Einwirkung  von  K  auf  Ti  und  rj  erzeugt  werden: 

Setzt  man  abkürzend: 

W  Wi  -^WiW2-\'W2tO  

I  —  w, 

Wi  -{-  W2  - 

da  denn  w  den  Widerstand  der  Leitung  AMRBA  darstellt, 
sowie  ferner: 

so  kommt  nach  dem  Obigen  liir  die  Intensität  des  ganzen  durch 
M  fliessenden  Integralstromes: 

J  =  '-::r  ^• 
^         w 

Man  bemerke  noch,  dass  der  Quotient  i* :  w  annähernd  gleich  ist 
dem  Quotienten  aus  dem  Widerstände  des  Verbindungsstückes 
S  in  die  Intensität  des  durch  den  MultipUcator  fliessenden  Zwei- 
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ges  des  primitiven  Stromes.  Diese  Intensität  werde  durch  i  be- 
zeichnet. Ferner  sei  u  der  Quotient  aus  dem  Querschnitte  in 
die  Länge  eines  Kupferdrahtes,  dessen  Widerstand  dem  des 
Stückes  S  gleichkommt,  und  x  der  Fortpflanzungsooefficient  des 
Kupfers.    Alsdann  kann  also  gesetzt  werden: 

8xXn  _ 

Der  letzten  Formel  zufolge  reichte  zur  Bestimmung  der 
Constante  xX^  die  Ermittelung  der  drei  Qrössen  j:i,  u  und  JV 
hin.  Der  Potentialausdruck  W  konnte  aus  den  Dimensionen 
und  der  Anzahl  der  Windungen  der  Rollen  r^  r^  und  R  nebst 
dem  Yerhälthiss  der  Widerstände  der  beiden  ersten  Rollen  be- 
rechnet werden.  Ferner  konnte,  wie  wir  sehen  werden,  bei  der 
getroffenen  Anordnung  das  Yerhältniss  j :  i  gefunden  werden, 
ohne  dass  die  einzelnen  Intensitäten  bestimmt  zu  werden  brauch- 
ten. Die  Qrösse  u  liess  sich  nicht  mit  hinreichender  Genauig- 
keit ermitteln.  Daher  hatte  Kirch  hoff  eine  Einrichtung  ge- 
troffen, wodurch  die  Verbindung  S  so  geändert  werden  konnte, 
dass  eine  genaue  Bestimmung  der  damit  verbundenen  Aende- 
rung  von  u  möglich  war.  Aus  den  Werthen  des  Verhältnisses 
j' :  i  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  u  und  der  Differenz  der 
letzteren  konnte  sodann  die  Constante  xk^  gefunden  werden. 
Beziehen  sich  nämlich  die  Marken  1  -  und  2  auf  zwei  verschie- 
dene Versuche,  so  ist,  wie  die  letzte  Formel  für  den  Integral- 
strom liefert: 


1«        1     ti|  — 

XA*  =  — 


8         W 

Es  erübrigt  nunmehr  noch  das  Verfahren  auseinanderzu- 
setzen, wodurch  Kirch  hoff  das  Verbältniss  ^':i  bestimmte.  Der 
galvanische  ^trom  wurde  hergestellt.  Der  Magnetstab  des  Mul- 
tiplicators  begann  alsdann  um  eine  neue  Gleichgewichtslage  herum 
zu  schwingen.  In  einem  der  Zeitpunkte,  wo  der  Magnet  durch 
seine  neue  Gleichgewichtslage  hindurchging  und  zwar  in  der 
Richtung  des  Impulses,  welchen  der  Inductionsstrom  zu  erthei- 
len  vermochte,  wurde  die  bewegliche  Rolle  rasch  gehoben  und 
so  der  Inductionsstrom  hervorgerufen.  Dies  bewirkte,  dass 
der  Magnet  eine  Amplitude  V  erreichte,  welche  die  Amplitude 
V^  zu  der  er  ohne  die  Wirkung  des  Inductionsstromes  gelangt 
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wäre,  an  Qrö8se_übertra£  Aus  den  Amplituden  V  und  V ,  der 
Ablenkung  a,  welche  der  Magnet  durch  den  primitiyen  Strom 
erlitt,  der  Oscillationsdauer  und  dem  logarithmischen  Decremente 
lässt  sich  nun  das  fragliche  Verhältniss  wie  folgt  finden.  Da 
die  Ablenkung  a  sehr  klein  war,  so  gelten  in  erster  Annähe- 
rung für  die  Bewegung  des  Magneten  um  seine  neue  Gleich- 
gewichtslage dieselben  Gesetze  wie  für  die  Bewegung  um  die 
ursprüngliche  Gleichgewichtslage  in  dem  Falle,  wo  durch  den  Mul- 
tiplicator  kein  Strom  hindurchgeht,  seine  Leitung  aber  geschlos- 
sen ist.  Bezeichnen  wir  also  durch  C  und  (7'  die  Winkelge^ 
schwindigkeiten  des  Magneten  in  der  Gleichgewichtslage,  welche 
den  Amplituden  W  und  W  entsprechen,  sowie  durch  6  die 
Winkelgeschwindigkeit,  welche  der  inducirte  Strom  für  sich 
allein  dem  Magneten  mittheilen  würde,  so  ist,  wenn  übrigens 
den  Grössen  o,  k  und  Q  dieselbe  Bedeutung  wie  früher  beige« 
legt  wird: 


=  C  -  C  =  (9^'  —  ^)\/^  e^ 


6  =  C--C=(W  —  ^)\/^  e^*"^*'^"*'« 


(S)'= 


Man  hat  nun  femer  (s.  II.  2.  und  IV.  3.  d.): 

und  wenn  ^o  die  Dauer  einer  ganzen  Osciilation  des  Magneten 
bei  geöfihetem  Multiplicator  bedeutet: 

G 

.   .Je  ' 
Es  ist  folglich : 

i  a  27t 

Mit  Rücksicht  auf  dies  Ergebniss  kann  die  Formel  für  xA«  wie 
folgt  geschrieben  werden,  wenn  der  Quotient  (^'^ —  V):a  durch 
a  bezeichnet  wird  und  die  Marken  1  und  2  sich  wiederum  auf 
verschiedene  Versuche  beziehen: 

—  are  fang  — 

16»  W  1_1 

a]       Os 

Wir  lassen  nunmehr  die  Ergebnisse  der  Versuche  Kirch- 

hoff's  folgen.    Es  wurde  für  den  Potentialausdruck  geiunden: 

Beer,  ElektrosUtik,  Magnetismus  und  Blektrodjrnaroik.  26 
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17=6232600. 
Für  die  in  Betracht  kommenden  Constanten  des  Multiplicators 

wurde  erhalten: 

z^o  =  14,19,  a>  =  0,061. 

Endlich  lieferten  zwei  verschiedene  Versuchsreihen: 

ai  —  1,003,  oa  =  17,100,  Wi  —  tij  =  1911,2. 

Aus  diesen  Werthen  berechnet  sich: 

xA«  =  951. 10-^ 

An  die  vorhergehende  Bestimmung  reihen  wir  das  Ergeb- 
niss  einer  der  oben  erwähnten  Untersuchungen  Weber' s.  Der 
angewandte  Apparat  bestand  aus  einer  vertical  stehenden,  ring- 
förmigen Drahtrolle,  die  um  ihren  verticalen  Durchmesser  ge* 
dreht  werden  konnte,  und  einem  Multiplicator ,  dessen  Draht- 
enden mit  den  Enden  der  Drahtrolle  verbunden  waren.  Wurde 
die  Bolle  um  ihre  Axe  herum  gedreht,  so  inducirte  der  Magne- 
tismus der  Erde  in  ihr  einen  elektrischen  Strom,  welcher  sich 
durch  seine  Wirkung  auf  die  Multiplicatomadel  verrieth.  We- 
ber ermittelte  nim  den  Ausschlag  der  Multiplicatomadel  für  den 
Fall,  dass  die  Drahtrolle  ursprünglich  mit  dem  magnetischen 
Meridiane  parallel  stand  und  sodann  plötzlich  um  90^  gedreht 
wurde.  Ausserdem  bestimmte  er  die  Torsionsconstante,  die  Os- 
ciUationsdauer  und  die  Constante  N  des  Multiplicators,  femer 
die  ideale  Fläche  der  Drahtrolle,  das  Verhältniss  der  horizonta- 
len Componenten  des  Erdmagnetismus  an  der  Stelle  der  Bolle 
und  des  Multiplicators  und  endlich  das  Verhältniss  zwischen  dem 
Widerstände  der  Leitung  und  dem  des  Jacobi'schen  Wider- 
stands-Etalons.  Aus  diesen  Grössen  konnte  die  Constante  xA^ 
für  Kupfer  wie  folgt  gefunden  werden. 

Es  sei  H  die  horizontale  Componente  des  Erdmagnetismus 
an  der  Stelle  der  Bolle  und  F  die  ideale  Fläche  der  letzteren; 
alsdann  hat  man  für  das  Potential  des  Erdmagnetismus  in  Be- 
zug auf  die  Drahtrolle  in  der  Lage,  wo  sie  auf  dem  Meridiane 

senkrecht  steht: 

^      FS 

Hiernach  ergiebt  sich  für  die  Intensität  des  Integralstromes,  wel- 
cher durch  die  oben  näher  angegebene  Bewegung  der  Bolle  in- 
ducirt  wird: 
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4V2xA»FJff 

j= 

u 

Bedeutet  nun  femer  W  den  Bogen  des  Ausschlags,  welchen  die 

Multiplicatomadel  in  Folge  der  Wirkung  des  Inductionsstromes 

macht,  und  H'  die  horizontale  Componente  des  Erdmagnetismus 

an  der  Stelle  des  Multiplicators,  so  kommt,  da  die  Dämpiung 

der  Nadel  vernachlässigt  werden  konnte: 

(1-^6)  ^IH" 
wo  den  Buchstaben  0,  ^  and  N  dieselbe  Bedeutung  wie  bisher 
beizulegen  ist.    Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

*^  -1V27 FN  —  IS^- 

Weber  erhielt  nun  für  den  Multiplicator: 

e  =  0,00056,  z/  =  20,5636,  N=  234,1. 
Femer  wurde  gefunden: 

F  =  1049240,  J,  =  0,99787 , 

und,  unter  t^  den  Quotienten  aus  dem  Querschnitt  in  die  Länge 
des  J a CO bi' sehen  Widerstands-Etalons  verstanden: 

u  =  36,142  Uq  . 
Endlich  ergab  sich  als  Mittel  aus  mehreren  Versuchsreihen: 

W  =  0,0048869. 
Aus  diesen  Daten  berechnet  sich: 

xA2  =  910.10-^ 

Die  Werthe  der  Constante  x  A^  für  Kupfer,  wie  sie  sich  aus 
den  oben  erörterten  Bestimmungen  ergeben  haben,  liefern  in 
Verbindung  mit  dem  bekannten  Werthe  der  Constante  A  für  den 
Fortpflanzungscoefficienten  des  Kupfers  bezüglich  die  Werthe 
183  .  10"  und  175  .  10^^  Bei  der  Vergleichung  dieser  Resultate 
muss  noch  berücksichtigt  werden,  dass  die  Versuche  Kirch- 
hofes bei  einer  Temperatur  von  einigen  Graden  über  Null  an- 
gestellt wurden,  während  sich  die  Bestimmungen  Weber's  auf 
eine  Temperatur  von  25^  beziehen,  sowie  ferner,  dass  sich  die 
Leitungsfähigkeiten  der  von  Kirch  ho  ff  und  Weber  zur  Ver- 
gleichung  der  Widerstände  gebrauchten  Kupferdrähte  zu  einan- 

26* 
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der  wie  929:1000  verhielten,   wie   sich   durch  directe  Verglei- 
chung  ergab. 


4.   üeber  die  Bewegung  von  Systemen  linearer  elektri- 

scher  Ströme  und  Magnete,  mit  besonderer  Rücksioht 

auf  ohemisolie  Action  und  Wärmeentwiokelung. 

Aus  den  Gesetzen  der  Induction  linearer  elektrischer  Ströme 
lassen  sich  für  die  Bewegung  von  Systemen,  welche  aus  linea- 
ren Strömen  und  Magneten  zusammengesetzt  sind,  unter  gewis- 
sen Einschränkungen  mehrere  bemerkenswerthe  allgemeine  Ge- 
setze herleiten,  welche  wir  aber  hier  nur  für  bestimmte  ein- 
fachere Formen  solcher  Systeme  entwickeln  wollen.  Mit  jenen 
Einschränkungen  sind  aber  die  folgenden  gemeint.  Es  soll  zuvör- 
derst unterstellt  werden,  dass  nur  geschlossene  lineare  elektri- 
sche Strömungen  in  Betracht  kommen.  Ferner  werde  angenom- 
men, dass  diejenigen  Bestandtheile  der  Systeme,  welche  einer 
magnetischen  Erregung  fähig  sind,  sich  in  dieser  Beziehung  so 
verhalten  wie  vollkommen  weiches  Eisen  oder  Wismuth  für  klei- 
nere vertheilende  Kräfte.  Von  den  elektrischen  Erregungen 
sollen  nur  die  in  den  Bheophoren  stattfindenden,  von  den 
magnetischen  aber  nur  die  in  den  temporären  Magneten  statt- 
findenden berücksichtigt  werden.  Endlich  möge  in  Betreff  der 
Aenderungen  der  Systeme  unterstellt  werden,  dass  die  elektro- 
motorischen und  magnetisirenden  Strafte  im  Verlaufe  der  Zeit 
nicht  so  rasch  wechseln,  dass  nicht  über  die  Anordnung  der 
freien  Elektricität  an  der  Oberfläche  der  Leiter  die  früher  ge- 
machten Annahmen  zulässig  seien,  sowie  auch  die  Annahme, 
dass  der  magnetische  Zustand  der  auftretenden  temporären  Mag- 
nete in  jedem  Zeitpunkte  den  vertheilenden  Kräften  als  Gleich- 
gewichtszustand entspreche. 
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a.  Bewegung  zweier  linearer  elektrischer  Ströme. 

Es  seien  gegeben  zwei  in  Bewegung  begriffene,  starre, 
lineare,  geschlossene  Leiter,  welche  von  zwei  durch  chemische 
Wirkung  erzeugten  elektrischen  Strömen  durchflössen  werden. 
Die  primitiven  Intensitäten  dieser  Ströme,  wie  sie  aufträten, 
wenn  eine  Wechselwirkung  zwischen  ihnen  nicht  stattfände, 
seien  zur  Zeit  t  gleich  ii  und  i2  und  die  entsprechenden  Quanta 
positiver  Elektricität,  welche  während  der  Zeiteinheit  durch  die 
Querschnitte  fliessen  würden,  wenn  die  Intensitäten  zur  Zeit  t 
erhalten  blieben,  seien  7i  und  i^.  Die  Widerstände  der  Leiter 
seien  Wi  und  10-2,  und  das  Potential  des  einen  Leiters  in  Bezug 
auf  den  andern  sei  TT.  Femer  mögen  durch  ii  und  ij  die  In- 
tensitäten und  durch 

die  Stromquanta  bezeichnet  werden,  welche  den  zur  2feit  t  wirk- 
lich auftretenden  Strömen  entsprechen,  so  dass  also^/i  und^Ji 
die  Stromquanta  der  inducirten  Ströme  darstellen.  Man  hat 
alsdann  dem  Früheren  zufolge: 

2A    d(^W)      .j.  2A    d{iiW) 

*  Wi         dt     '  w%         dt 

Da  nun  die  Intensität  durch  Multiplication  des  Stromquantums 
mit  4A  gewonnen  wird,  so  ist: 


8A2    di^W)     . 


8A»    dinW) 


Wi         dt     *  ti?2  dt 

Durch  successive  Substitutionen  findet  man  hieraus  folgende  Rei- 
henentwickelungen, mittelst  deren  sich  die  Intensitäten  der  Ströme 
aus  den  primitiven  Intensitäten  und  aus  dfp  Aenderungen  der 
relativen  Lac^e  der  Rheophore  herleiten  lassen: 

8A»    d(MW)    .    UX*       V  dt     ) 

*         ^        Wi         dt        '    W1W2  dt 


8A»    d{\^W)    .    Uk 


«?j         dt  WiWi  dt 

Die  Hälfte  der  lebendigen  Kraft,  welche  während  einer  be- 
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stimmten  Zeit  in  dem  betrachteten  Syisteme  durch  die  Wirkung 
der  elektrischen  Kräfte  gewonnen  wird,  kommt  in  Oemässheit 
des  Principes  von  der  Erhaltung  der  Kraft  der  Arbeit  gleich, 
welche  von  jenen  Kräften  während  derselben  Zeit  geleistet  wird. 
Von  den  elektrischen  Kräften  kommen  nur  in  Betracht  die 
Kräfte  j  welche  zwischen  den  fliessenden  elektrischen  Massen 
eines  Bheophors  und  den  an  der  Oberfläche  desselben  befind- 
lichen elektrischen  Massen  wirken,  sowie  femer  die  Kräfte, 
welche  zwischen  den  fliessenden  Massen  des  einen  und  andern 
Stromes  thätig  sind.  Die  letzt  genannten  Ej*äfte  aber  lassen 
sich  ansehen  als  zusammengesetzt  aus  den  Kräften,  welche  zwi- 
schen den  Strömen,  solche  als  constant  und  in  constanter  rela- 
tiver Lage  gedacht,  wirken,  und  den  elektromotorischen  Kräften, 
welche  aus  der  Aenderung  der  relativen  Lage  und  der  Intensi- 
tät entspringen.  Es  sei  nun  für  eine  bestimmte  Zeit  t  und  einen 
bestimmten  Punkt  0  des  einen  Stromes  P  die  Kraft,  welche 
von  der  an  der  Oberfläche  befindlichen  Elektricität  ausgeht,  und 
deren  Richtung  mit  der  Stromrichtung  zusammenfällt.  Für  die- 
selbe Zeit  und  denselben  Punkt  sei  P'  die  Elraft,  mit  welcher 
die  fliessende  Elektricität  des  zweiten  Stromes  —  diesen  als 
constant  und  in  constanter  Lage  gegen  den  ersten  gedacht  — 
auf  die  fliessende  Elektricität  des  ersten  Stromes  einwirkt.  Die 
elektromotorische  Ejrafb,  welche  aus  der  Aenderung  der  relati- 
ven Lage  der  Leiter  und  aus  der  Aenderung  der  Intensität  des 
zweiten  Stromes  für  den  ersten  Strom  hervorgeht,  sei  P".  Fer- 
ner werde  durch  dq  ein  in  0  befindliches  elektrisches  Quantum 
des  ersten  Stromes  bezeichnet,  und  dies  Quantum  beschreibe 
während  der  Zeit  von  ^  bis  t  -^  dt  das  Leiterelement  ds,  wäh- 
rend zugleich  ein  l^pikt  des  letzteren  den  Weg  dö  zurücklegt. 
Endlich  sei  <p'  der  Winkel  zwischen  P'  und  dö,  q>"  der  Winkel 
zwischen  P*'  und  ds.    AJsdann  stellt  der  Ausdruck: 

dq  (Pds  +  Fcosq>'d6  +  P''cos(p"ds) 
die  Arbeit  dar,  welche  die  bji  dq  angreifenden  Kräfte  während 
der  Zeit  von  t  hiB  t  -{-  dt  leisten,  denn  von  den  Kräften  P  und 
P"  steht  jene  auf  ds,  diese  auf  dö  senkrecht.  Wir  schliessen 
hieraus:  Die  Arbeit,  welche  sämmtliche  in  Betracht  kommende 
elektrische  Kräfte  leisten,  setzt  sich  zusammen  aus  der  Arbeit 
der  Kräfte,  welche  nach  der  Ampere' sehen  Formel  die  Wir- 
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kung  des  einen  Stromes  auf  den  andern  darstellen,  und  der 
Arbeit,  welche  von  den  Kräften  der  Oberflächen-Elektricität  in  • 
den  ruhenden  Leitern  geleistet  würde,  wenn  diese  von  zwei 
Strömen  durchflössen  würden,  die  in  jedem  Momente  den  in  den 
bewegten  Leitern  wirklich  auftretenden  Strömen  an  Litensität 
gleichkommen.  Als  Aequivalent  des  erst  erwähnten  Theiles  der 
Qesammtarbeit  ist  die  während  der  Bewegung  gewonnene  halbe 
lebendige  Kraft  der  ponderablen  Materie  der  Leiter  und  der 
mit  denselben  etwa  noch  verbundenen  in  elektrischer  Beziehung 
indifferenten  Massen  zu  betrachten;  als  Aequivalent  dagegen 
des  zweiten  Theiles  der  Qesammtarbeit  ist  die  Hälfte  der  leben- 
digen Kraft  der  in  den  Leitern  durch  die  elektrische  Strömung 
entwickelten  Wärmebewegung  anzusehen.  Es  sei  nun  dC  die 
Hälfte  der  lebendigen  Kraft  der  in  beiden  Leitern  durch  die 
elektrische  Strömung  während  der  Zeit  dt  hervorgerufenen  Wär- 
mebewegung, dL  die  Hälfte  des  Gewinnes  der  ponderablen  Ma* 
terie  an  lebendiger  Kraft;  alsdann  ist: 

dC  =  2wiJ^dt  -{'  2WiJ^dt,  dL^i^i^dW. 
Bei  einem  constanten,  linearen,  hydroelektrischen  Strome 
ist  nach  dem  Oh  mischen  Gesetze  das  Product  aus  dem  Wider« 
Stande  w  und  dem  Stromquantum  I  lediglich  von  der  Natur 
und  Anordnung  der  Theile,  aus  welchen  die  ganze  Leitiing  zu- 
sammengesetzt ist,  abhängig.  Bezeichnen  wir  das  Doppelte  jenes 
Productes  durch  X,  so  ist: 

Zi=  2wl\  . 
Die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  auftretende  Grösse 
ist,  wie  bei  Erörterung  des  Lenz -Joule' sehen  Gesetzes  gezeigt 
wurde,  die  Hälfte  der  lebendigen  Kraft  der  Wärmebewegung, 
welche  während  der  Zeiteinheit  in  der  Stromleitung  erzeugt 
wird.  Das  linkerhand  auftretende  Product  fassen  wir  auf  als 
Ausdruck  für  die  Arbeit,  welche  die  bei  den  chemischen  Proces- 
Pen  im  Strome  thätigen  chemischen  Kräfte  während  der  Zeit- 
einheit leisten.  Diese  Grösse  ist  proportional  mit  der  in  glei- 
cher Zeit  zerlegten  Quantität  eines  Elektrolyten,  sowie  auch  mit 
der  Quantität  eines  bei  der  Zerlegung  ausgeschiedenen  oder 
verzehrten  Bestandtheiles,  sowie  auch  endlich  mit  der  Quantität 
einer  bei  der  Elektrolyse  gebildeten  Verbindung,  indem  diese 
Mengen  mit  der  Stromintensität  proportional  sind.  Die  Wärme- 
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menge,  welche  sich  in  der  ganzen  Leitung  eines  Stromes  bei 
gleicher  chemischer  Action  entwickelt,  d.  h.  während  gleiche  Men- 
gen eines  bestimmten  Bestandtheiles  ausgeschieden  oder  verzehrt 
werden,  muss  nach  dem  Obigen  gleich  bleiben,  wenn  bloss  der 
Widerstand  geändert  wird.  Dies  gilt  auch  dann  noch,  wenn 
durch  eine  secundäre  Wirkung  eine  locale  Wärmeentwickelung 
stattfindet,  wofern  nur  hierbei  die  entwickelte  (oder  auch  ab- 
sorbirte)  Wärme  mit  der  Intensität  des  Stromes  proportional 
bleibt.  Eine  derartige  locale  Wärmeentwickelung  scheint  einzu- 
treten, so  oft  die  Elektrolyse  mit  einer  Oasen twickelung  ver- 
knüpft ist.  Wir  wollen  aber  hier  nur  Ströme  im  Auge  behal- 
ten, in  welchen  keine  Oasentwickelung  stattfindet,  wie  solches 
z.  B.  bei  der  Danieirschen  Kette  der  Fall  ist. 

Wenn  die  Orössen  X  und  I  sich  mit  der  Zeit  ändern,  jedoch 
so,  dass  der  Strom  stets  die  Beschaffenheit  bewahrt,  welche  für 
die  hier  zu  betrachtenden  Ströme  unterstellt  wurde,  so  bleibt 
die  Oleichheit  zwischen  der  Arbeit  der  chemischen  Kräfte  und 
der  gewonnenen  Wärme  —  gemessen  durch  die  Hälfte -ihrer 
lebendigen  Kraft  —  bestehen,  d.  h.  es  ist  für  eine  verschwin- 
dend kleine  Zeit  dt: 

XIdt  =  2wPdt. 

Bei  einem  galvanischen  Strome,  in  dessen  Leitung  äussere 
elektromotorische  Kräfte  neben  dem  primitiven  Strome  eine  neue 
Strömung  induciren,  wird  die  Arbeit,  welche  die  chemischen 
Kräfte  während  der  Zeit  dt  leisten,  dm*ch  XJdt  darzustellen 
sein,  wenn  J  das  der  betreffenden  Zeit  entsprechende  Strom- 
quantum und  X  das  doppelte  Product  aus  dem  Widerstände  und 
dem  Stromquantum  des  primitiven  Stromes  bedeutet,  hierbei 
unterstellt,  dass  die  Richtung  des  resultirenden  Stromes  dieselbe 
wie  die  des  primitiven  ist. 

Durch  das  Auftreten  der  inducirten  Strömung  wird  nämlich 
in  diesem  Falle,  auf  welchen  wir  uns  beschränken  wollen,  die 
Art  der  Elektrolyse  nicht  geändert,  und  die  zerlegte  Quantität 
eines  Elektrolyten  bleibt  in  einem  constanten  Strome,  dessen 
Leitung  von  einem  constanten  inducirten  Strome  durchflössen 
wird,  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  mit  der  Summe  der  Liten* 
sitäten  dieser  Ströme  proportional.  Die  Oleichheit  zwischen  der 
Arbeit  der  chemischen  Kräfte  und  der  gewonnenen  Wärme  fin- 
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det  aber  hier  nicht  mehr  statt,  und  es  soll  jetzt  die  Beziehung 
zwischen  diesen  beiden  Grössen  für  den  Fall  der  Bewegung 
zweier  linearer  Ströme,  wo  Verhältnisse  von  der  soeben  erwähn- 
ten Art  auftreten,  ermittelt  werden. 

Für  die  Summe  dH  der  Arbeit,  welche  in  beiden  Strömen 
während  der  Zeit  At  seitens  der  chemischen  Kräfte  geleistet 
wird,  setzen  wir  nach  dem  Vorhergehenden: 

dH=  2wiIiJidt  -f  2WiIiJ2dt. 
Durch  Combination  dieser  Gleichung  mit  der  für  d  C  aufgestell- 
ten Gleichung  ergiebt  sich: 

dH=  dC  —  2wiJiJIidt  —  2WiJi^hdt 
=  dC-^ix  dii^W)  +  itd\ixW). 
Hierfür  kann  man  auch  im  Hinblick  auf  den  für  dL  aufgestell- 
ten Ausdruck  schreiben: 

dH=dC+  dL^dinnW). 
Es  wurde  bisher  stillschweigend  unterstellt,  dass  an  der 
ponderablen  Materie  der  Rheophore  keine  andere  als  elektrische 
Kräfte  wirken.  Treten  aber  solche  Kräfte,  wie  z.  B.  die  Schwer- 
kraft, welche  wir  äussere  Bjräfte  nennen  wollen,  auf,  so  ist,  un- 
ter dN  das  dem  Zeitdifferential  dt  entsprechende  Differential 
ihrer  Arbeit  verstanden: 

dL  =  Hi2dW'^dN, 
und  man  hat  mithin : 

dH=dC+dL^  dN-i-d{iiHW). 
Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  solche  Aenderungen  des 
betrachteten  Systemes,  wobei  der  Anfangs-  und  der  End-Zustand 
in  elektrischer  Beziehung  einander,  gleich  sind: 

wo  C,  1/  u.  s.  f.  die  der  verstrichenen  Zeit  entsprechenden 
Werthe  der  Grössen  bedeuten,  deren  Differentiale  durch  dC, 
dL  u.  B.  f.  bezeichnet  wurden.  Hier  ist  also  die  von  den  chemi- 
schen und  den  äusseren  Kräften  geleistete  Arbeit  gleich  der 
Hälfte  der  gewonnenen  lebendigen  Kraft,  d.  h.  gleich  der  Hälfte 
der  lebendigen  Kraft  der  durch  die  Ströme  erzeugten  Wärme 
vermehrt  um  den  Zuwachs  der  halben  lebendigen  Kraft  der  pon- 
derablen Materie  des  Systemes.  Wenn  endlich  bei  einer  Bewe- 
gung der  letzterwähnten  Art  auch  noch  Widerstände  auftreten, 
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wir  wollen  sagen  Reibung  stattfindet,  so  ist,  unter  12  die  Ar- 
beit dieser  Kraft  und  unter  C  die  Hälfte  der  lebendigen  Kraft 
der  Reibungswärme  verstanden: 

dL  =  iitjdTFH-  dN  +  dB, 
und  folglich: 

H+N=  (7+  C'  +  L. 
Für  verschiedene  Bewegungen  der  betrachteten  Art,  wobei 
dieZersetzungsproducte  der  Ströme  gleich  sind,  bleibt  also  auch 
der  Ueberschuss  der  halben  lebendigen  Kraft  der  gesammten  ent- 
wickelten Wärme  und  der  gewonnenen  halben  lebendigen  Kraft 
der  ponderablen  Materie  über  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte 
constant.  Wenn  mithin  im  Besonderen  die  ponderable  Materie 
am  Ende  der  Bewegung  niemals  einen  Gewinn  an  lebendiger 
Kraft  aufweist,  so  bleibt  der  Ueberschuss  der  halben  lebendigen 
Kraft  der  entwickelten  Wärme  über  die  Arbeit  der  äusseren 
Kräfte  constant.  Die  negative  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  kann 
man  aber  als  eine  vom  Systeme  verrichtete  äussere  Arbeit  auf- 
fassen, so  dass  also  hier  an  Wärme  ebensoviel  verloren  geht, 
als  das  System  an  äusserer  Arbeit  verrichtet. 

b.    Bewegung  eines  linearen  Stromes  und  eines  per- 
manenten Magneten. 

Bei  der  Bewegung  eines  Systemes,  in  welchem  die  Beschlen- 
nigung  von  der  Wechselwirkung  zwischen  einem  linearen  elek- 
tiischen  Strome  und  einem  permanenten  Magneten  herrührt,  fin- 
det seitens  des  ersten  in  den  Leitungen  der  Elementarströme, 
durch  welche  wir  den  Magneten  ersetzt  denken  können,  keine 
Induction  statt.  Auch  wird  in  jenen  Elementarströmen  keine 
Wärme  entwickelt  und  ihre  relative  Lage  bleibt  ungeändert. 
Bezeichnen  wir  also  die  verschiedenen  bei  dem  Strome  in  Be- 
tracht kommenden  Grössen  durch  dieselben  Buchstaben  wie  fnl- 
her  und  femer  noch  das  Potential  des  gauzen  Magneten  in  Be- 
zug auf  den  Stromleiter,  diesen  von  einem  Strome  mit  der  In- 
tensität Eins  durchflössen  gedacht,  durch  W,  so  hat  man: 

dC=2wJ^dt,  dH=  2wIJdt,  dL  =  idW. 
Es  ist  folglich: 


und  da  man  hat: 
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dH=dC^  2u)JJIdt, 


AT  2A     dW 


w       dt 


so  ergiebt  sich: 


dH=dC-^idW, 
wofür  man  auch  schreiben  kann: 

dH=dC'j-dL. 
Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus: 

Wenn  neben  den  elektrischen  und  magnetischen  Kräften  auch 
I  noch    äussere  Kräfte   wirken  und   zugleich  Beibuug  stattfindet, 

I  so  erhält  man  mit  Beibehaltung  der  früher  gebrauchten  Bezeich- 

nungsweise; 

H+  N=  C+  C  +  L, 
Bei  einem  Systeme  der  hier  betrachteten  Art  ist  der  letzten 
Gleichung  zufolge  die  Arbeit  der  elektrischen  und  der  äusseren 
Kräfte  stets  gleich  der  halben  lebendigen  Kraft  der  entwickel- 
ten Strom-  und  Beibungs- Wärme,  vermehrt  um  die  gewonnene 
halbe  lebendige  Kraft  der  ponderablen  Materie. 

c.    Bewegung  eines    linearen  elektrischen  Stromes 
und  eines  magnetisirbaren  Körpers. 

In  einem  bewegten  Systeme,  welches  aus  einem  linearen 
Strome  und  einem  magnetisirbaren  Körper  besteht,  ändert  sich 
im  Allgemeinen  der  magnetische  Zustand  des  letzteren.  Unter 
Anderem  können  wir  uns  diesen  Zustand  dadurch  erzeugt  den- 
ken, dass  die  Wirkung  des  Stromes  eine  Richtung  der  Elemen- 
tarströme hervorruft,  welche  ursprünglich  in  dem  beeinflussten 
Körper  vorhanden  und  so  vertheilt  sind,  dass  innerhalb  eines 
jeden  verschwindend  kleinen  Yolumtheiles  in  magnetischer  Hin- 
sicht keine  Richtung  vor  der  andern,  ausgezeichnet  ist.  Eine  In- 
duction  und  Wärmeentwickelung  findet  in  der  Leitung  dieser 
Ströme  nicht  statt.  Wie  bereits  irüher  bemerkt,  nehmen  wir 
an,  dass  der  Zustand  des  magnetisirbaren  Körpers  zu  jeder  Zeit 
mit  dem   magnetischen  Gleichgewichtszustände  zusammenfalle^ 
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welcher  der  augenblicklichen  relativen  Lage  des  Körpers  und 
des  Stromes,  sowie  der  Intensität  des  letzteren,  entspricht. 
Alsdann  muss  für  jede  Variation  der  zur  betreffenden  Zeit  statt- 
findenden relativen  Lage  des  Leiters  und  des  Körpers,  wobei 
die  einzelnen  Punkte  um  Unendlich-E^leines  verschoben  werden, 
die  Arbeit  der  Kräfte,  welche  die  auf  die  ponderable  Materie 
übergehende  Wechselwirkung  des  Stromes  und  des  magnetisir- 
ten  Körpers  darstellen,  gleich  sein  der  Variation  des  Potentia- 
les  des  Magnetismus  in  Bezug  auf  den  Strom,  vermehrt  um  die 
Variation  des  halben  Potentiales  des  Magnetismus  in  Bezug  auf 
sich  selbst.  Es  ergiebt  sich  dies  leicht  aus  den  Hegeln  für  das 
magnetische  Gleichgewicht  des  Körpers  und  einer  der  perma- 
nent magnetischen  Scheiben,  durch  welche  sieb  zur  Bestimmung 
der  gedachten  Arbeit  der  Strom  ersetzen  lässt. 

Bezeichnen  wir  das  Potential  des  durch  den  Strom  erzeug- 
ten Magnetismus  in  Bezug  auf  den  Stromleiter,  diesen  von  einem 
Strome  mit  der  Intensität  Eins  durchflössen  gedacht,  durch  W, 
femer  die  Hälfte  des  Potentiales  des  Magnetismus  in  Bezug  auf 
sich  selbst  durch  2D,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

Ferner  hat  man: 

dC=2wJ^dt,  dH=z  2wIJdt,  dl=  —  —  .  ^. 

?  '  w      dt 

Hiemach  ist: 

dH=dC  +  dL  —  dn, 
Wenn  das  System  sich  im  Verlaufe  der  Zeit  so  ändert,  dass 
sein  Endzustand  in  elektrischer  und  magnetischer  Hinsicht  mit 
dem  Anfangszustande  zusammenfallt,  so  ist  wie  in   den  bereits 
betrachteten  analogen  Fällen: 

H=  C+L. 
Wenn  überdies  noch  äussere  Kräfte  und  Reibungswiderstände 
auftreten,  so  ergiebt  sich  gleichfalls: 

fl-f  N=  C+  C'-f  i. 
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d.  Bewegung  eines  Elektromotors. 

In  den  Kreis  eines  linearen  elektrischen  Stromes  seien  zwei 
Drahtrollen  mit  magnetisirbaren  Kernen  eingeschaltet,  und  in 
der  einen  lasse  sich  der  Strom  mittelst  eines  Oyrotropen  um- 
kehren. Die  Axen  beider  Rollen  mögen  in  eine  Linie  zusam- 
menfallen und  nur  längs  dieser  Linie  möge  der  einen  Rolle  oder 
auch  beiden  Rollen  eine  hin<  und  hergehende  Bewegung  gestat- 
tet sein;  dann  wird  man  durch  gehörige  Anwendung  des  Oyro- 
tropen bewirken  können,  dass  sich  die  Rollen  in  Folge  der  elek- 
trischen und  magnetischen  Anziehungen  und  Abstossungen  ab- 
wechselnd einander  nähern  und  von  einander  entfernen.  Auch 
kann  durch  schickliche  Einrichtungen  bewirkt  werden,  dass  der 
so  gewonnene  Elektromotor  in  regelmässiger  Weise  eine  Arbeit 
verrichtet,  z.  B.  ein  Gewicht  hebt,  während  er  selbst  zugleich 
das  Spiel  des  Gyrotropen  in  Gang  erhält. 

Es  sei  nun  Wi  das  halbe  Potential  der  einen  Rolle  in  Be- 
zug auf  sich  selbst,  d.  h.  die  Summe  der  Potentiale  von  je  zwei 
ihrer  Windungen  in  Bezug  auf  einander.  Femer  seien  W/  und 
W2'  die  Potentiale  des  im  Elektromagneten  der  ersten  Rolle  auf- 
tretenden Magnetismus  in  Bezug  auf  die  erste  und  zweite  Rolle, 
80'  das  halbe  Potential  dieses  Magnetismus  in  Bezug  auf  sich 
selbst.  Analoge  Bedeutungen  wie  Wi,  W/,  W^'  und  SD'  für  die 
erste  Rolle  und  ihren  Elektromagneten  sollen  TFi,  W/',  W2" 
und  SB"  für  die  zweite  Rolle  und  ihren  Elektromagneten  haben. 
Endlich  werde  durch  W  das  Potential  der  einen  Rolle  in  Bezug 
auf  die  andere  und  durch  SB  das  Potential  des  einen  Elektro- 
magneten in  Bezug  auf  den  andern  bezeichnet.  Man  hat  als- 
dann, wenn,  wie  unterstellt  werde,  die  Wirkungen  zwischen 
den  Rollen  mit  ihren  Kernen  einerseits  und  den  übrigen  Thei- 
len  der  Stromleitung  andererseits  ausser  Acht  gelassen  werden 
können  und  wenn  übrigens  die  bisherige  Bezeichnungsweise  bei'^ 
behalten  und  sofort  die  Wirkung  äusserer  Kräfte,  sowie  die  der 
Reibung  berücksichtigt  wird*. 

äH=  2wIJdt, 
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dL  =  dN-dC'  +  i^dW+  id  (W/  +  W,'  +  W/'  +  W,") 

+  d(9s  +  ^  +  mr). 

Hieraus  ergiebt  sich: 

dH=dG+dC'  -  dN+  dL  +  d{i^[W-\-  Wi  +  W^]) 

—  dCffl  +  a'  +  SirO- 
Für  solche  Bewegungen  des  Elektromotors,  wobei  der  Endzu- 
stand in  Bezug  auf  die  elektrischen  und  magnetischen  Verhält- 
nisse dem  Anfangszustande  gleich  ist,  folgt  aus  der  letzten  Glei- 
chung durch  Integration  nach  der  Zeit: 

H-\-  N=  C+  C'  +  L. 
Wir  schliessen  aus  diesem  Ergebnisse  unter  Anderem  Fol- 
gendes. Wenn  der  Elektromotor  eine  Anzahl  Male  seine  perio- 
dischen Bewegungen  ausführt  ohne  eine  äussere  Arbeit  zu  ver- 
richten, und  so,  dass  schliesslich  seine  ponderable  Materie  keinen 
Gewinn  an  lebendiger  £[raft  aufweist,  so  ist  die  ganze  entwickelte 
Wärmemenge  dieselbe,  wie  wenn  die  Bewegung  der  Bollen  ver- 
hindert wird  und  der  Strom  so  lange  in  Thätigkeit  bleibt,  bis 
dasselbe  Quantum  eines  Bestandtheiles  der  Elektroly te  wie  vor- 
her ausgeschieden  ist.  In  dem  letzten  Falle  rührt  die  entwickelte 
Wärme  lediglich  von  der  Wirkung  des  Stromes  her,  im  ersten 
Falle  ausserdem  von  der  Ueberwindung  des  Reibungswiderstan- 
des. Wenn  aber  der  Elektromotor,  während  er  seine  periodische 
Bewegung  ausführt,  eine  äussere  Arbeit  verrichtet,  so  ist  die 
entwickelte  Wärmemenge  um  ein  dieser  Arbeit  entsprechendes 
Aequivalent  kleiner  als  diejenige  Wärmemenge,  welche  bei  glei- 
cher chemischer  Action  im  ruhenden  Elektromotor  erzeugt  wird. 

Wir  wollen  hier  kurz  der  Versuche  gedenken,  welche  Favre 
(Recherches  sur  les  courants  hydro-^lectriques.  Compt.  rend.  T. 
XLV.)  über  die  chemische  Action  und  Wärmeentwickelung  in 
einem  Strome,  welcher  eine  Arbeit  verrichtet,  angestellt  hat, 
indem  wir  es  jedoch  dahingestellt  sein  lassen,  in  wie  weit  die- 
selben als  eine  Bestätigung  der  vorhergehenden  Betrachtungen 
angesehen  werden  können. 

Der  genannte  Forscher  schloss  eine  galvanische  Kette  von 
fünf  Elementen  aus  amalgamirtem  Zink  und  platinirtem  Platin 
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und  einen  Elektromotor  in  je  ein  Calorimeter  ein.  Von  dem 
Elektromotor  blieb  nur  die  Rolle,  welche  dazu  diente,  die  Thä- 
tigkeit  des  Elektromotors  nach  aussen  hin  zu  richten,  und  der 
Träger  dieser  Bolle,  welcher  durch  eine  Oeffnung  der  äusseren 
Hülle  des  betreffenden  Calorimeters  hindurchging,  uneingeschlos- 
sen.  Der  Elektromotor  konnte  mit  der  Kette  durch  Stücke  von 
so  geringem  Widerstände  verbunden  werden,  dass  die  in  ihnen 
entwickelte  Wärme  vernachlässigt  werden  durfte.  Als  nun  die 
Kette  allein  inThätigkeit  war,  ergab  sich  durch  Reduction,  dass 
einer  Entwickelung  von  1  Gramm  Wasserstoff  eine  Wärmeent- 
wickelung von  18682  Einheiten  entsprach.  Femer  wurde  der 
Elektromotor  in  den  Strom  eingeschaltet,  ohne  dass  ihm  jedoch 
eine  Bewegung  gestattet  wurde,  und  die  ganze  Wärme,  welche 
alsdann  einer  Entwickelung  von  1  Gramm  Wasserstoff  entsprach, 
zu  18667  ermittelt,  wobei  zu  bemerken,  dass  der  Minderbetrag 
von  15  Einheiten  innerhalb  der  Grenzen  der  unvermeidlichen 
Beobachtungsfehler  lag.  Sodann  wurde  dem  mit  der  Kette  ver- 
bundenen Elektromotor  gestattet  zu  functioniren,  ohne  hierbei 
eine  äussere  Arbeit  zu  verrichten.  Die,  entwickelte  Wärme 
rührte  nunmehr  nur  zum  Theil  von  den  elektrischen  und  mag- 
netischen Kräften,  zum  andern  Theil  von  der  Ueberwindung  der 
gewöhnlichen  Widerstandskräfte  her.  Für  dieselbe  chemische 
Action  wie  vorher  wurde  jetzt  die  ganze  entwickelte  Wärme 
gleich  18657  gefunden.  Als  endlich  der  Elektromotor  in  Thätig- 
keit  gesetzt  und  genöthigt  wurde,  eine  äussere  Arbeit,  zum  gröss- 
ten  Theil  in  der  Hebung  eines  Gewichtes  bestehend,  zu  verrich- 
ten, fand  sich  durch  Reduction  für  die  Entwickelung  von  1  Grm. 
Wasserstoff  die  entwickelte  Wärme  gleich  18374.  Die  ganze 
entsprechende  äussere  Arbeit,  welche  der  Elektromotor  hierbei 
zu  verrichten  hat,  wurde,  in  der  von  uns  gebrauchten  Einheit 
ausgedrückt,  zu  13124000  ermittelt,  d.h.  sie  war  entgegengesetzt 
gleich  der  Arbeit,  welche  die  Schwerkraft  bei  Hebung  von 
13124000  Grm.  auf  1«"  Höhe  leistet. 

Machen  wir  nun  im  Hinblick  auf  die  früheren  Betrachtun« 
gen  die  Annahme,  dass  der  Minderbetrag  von  283  Wärmeeinhei- 
ten, wie  er  sich  aus  dem  letzten  Versuche  im  Vergleich  mit  dem 
vorhergehenden  ergiebt,  das  Aequivalent  der  vom  Elektromotor 
zu  verrichtenden  Arbeit  ist,  und  bezeichnen  wir  wie  früher,  un- 
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ter  g  =  980,8  die  Constante  der  Schwerkraft  verstanden,  durch 
Ag  die  halbe  lebendige  Kraft  der  Wärmeeinheit,  so  kommt: 

Ä  =  46400. 

Schliesslich  mögen  hier  noch  einige  Worte  Platz  finden  über 
den  Zusammenhang  zwischen  der  ganzen  in  einer  Kette  ent- 
wickelten Wärme  und  der  Summe  der  Wärmemengen,  welche 
in  den  einzelnen  chemischen  Processen  der  Kette  entwickelt  oder 
gebunden  würden,  wenn  jene  isolirt  vor  sich  gingen.  Wir  be- 
schränken uns  hierbei  wiederum  auf  solche  Ketten ,  in  welchen 
eine  Gasentwickelung  nicht  stattfindet,  und  wollen  ins  Besondere 
die  Danieirsche  Kette  ins  Auge  fassen. 

Bei  der  Daniell'schen  Kette  kann  man  den  chemischen 
Hergang  unter  Anderem  wie  folgt  auffassen.  Der  Kupfervitriol, 
in  welchen  die  Kupferelektrode  eingetaucht  ist,  wird  zerlegt  in 
Kupfer  und  Oxysulphion,  während  zugleich  das  Schwefelsäure- 
hydrat, in  welches  die  Zinkelektrode  eingetaucht  ist,  in  Was- 
serstoff* und  Oxysulphion  zerlegt  wird.  Das  aus  dem  Kupfervi- 
triol ausgeschiedene  Kupfer  schlägt  sich  auf  die  Kupferelektrode 
nieder,  das  aus  dem  Schwefelsäurehydrat  ausgeschiedene  Oxy- 
sulphion verbindet  sich  mit  dem  Metall  der  Zinkelektrode  zu 
Zinkvitriol,  und  das  aus  dem  Kupfervitriol  ausgeschiedene  Oxy- 
sulphion verbindet  sich  da,  wo  die  flüssigen  Leiter  mit  einander 
in  Berührung  kommen,  mit  dem  aus  dem  Schwefelsäurehydrat 
ausgeschiedenen  Wasserstoff*  zu  Schwefelsäurehydrat.  Für  eine 
gegebene  Zeit  ist  die  Qesammtarbeit  der  chemischen  Esäfte 
gleich  der  Arbeit,  welche  diese  Kräfte  bei  der  Bildung  des  ent- 
standenen Zinkvitriols  leisten,  vermehrt  um  die  Arbeit,  welche 
bei  der  Zersetzung  der  entsprechenden  Menge  Kupfervitriol  ge- 
leistet wird,  denn  die  Arbeitsgrössen  bei  der  Zersetzung  des 
Schwefelsäurehydrates  an  der  Zinkelektrode  und  bei  der  Bil- 
dung des  Schwefelsäurehydrates  an  der  Trennungsfläche  der 
beiden  Flüssigkeiten  sind  entgegengesetzt  gleich.  Die  bei  der 
Zersetzung  des  Kupfervitrioles  geleistete  Arbeit  aber  ist  entge- 
gengesetzt gleich  derjenigen,  welche  bei  der  Bildung  einer  gleich 
grossen  Menge  dieses  Stoffes  durch  Verbindung  von  Kupfer  mit 
Oxysulphion  oder  durch  Verbindung  von  Kupfer  mit  Sauerstoff 
zu  Kupferoxyd  und  nachheriger  Verbindung  dieses  Oxydes  mit 
Schwefelsäure  geleistet  wird. 
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Als  Aequivalent  der  Arbeit,  welche  die  chemischen  Kräfte 
bei  der  Verbindung  zweier  Stoffe  leisten,  ist  unter  gewöhn- 
lichen Verhältnissen  die  halbe  lebendige  Kraft  der  in  Folge 
der  Verbindung  auftretenden  Wärmebewegung  anzusehen.  Es 
mögen  nun  die  bei  der  Verbrennung  von  1«' Kupfer  und  l^'Zink 
entwickelten  Wärmemengen  bezüglich  durch  K  und  Z,  ferner 
die  Wärmemengen,  welche  entwickelt  werden,  wenn  sich  U'  Ku- 
pferoxyd und  \^  Zinkoxyd  in  verdünnter  Schwefelsäure  auflö- 
sen, bezüglich  durch  h  und  z  bezeichnet  werden.  Alsdann  wird 
nach  dem  Obigen,  da  siph  die  Atomgewichte  von  Sauerstoff, 
Kupfer  und  Zink  wie  die  Zahlen  8,  31,7  und  32,6  verhalten, 
die  halbe  lebendige  Ejraft  der  Wärmemenge 

31,7  40,6  39,7 

^~32;6^"^32;6^~327> 
gleich  sein  der  Arbeit,  welche  die  chemischen  Elräfte  in  einer 
Danieirschen  Kette  leisten,  während  1  Gramm  der  Zinkelek- 
trode aufgelöst  wird.  Als  Aequivalent  derselben  Arbeit  ist  aber 
auch  die  halbe  lebendige  E^raft  der  Wärme  anzusehen,  welche 
bei  gleichem  Verbrauch  an  Zink  in  der  ganzen  Stromleitung 
entwickelt  wird.  Es  ist  daher  für  einen  constanten  Strom 
der  Daniell'schen  Kette,  in  welchem  während  der  Zeiteinheit 
1  Gramm  Zink  gelöst  wird: 

gÄC=  2wJf  =  j^' 

Diese  Formel  wird  durch  dieWerthe,  welche  sich  aus  der  Beob- 
achtung für  die  Grössen  C,  i  und  iw  ergeben  haben,  bestätigt. 
Was  nämlich  erstens  die  Grösse  (7  betrifft,  so  ist  nach  Dulong: 

-S:=640,  Z=  1298, 
und  nach  Favre  und  Silbermann  (Recherches  sur  les  quan- 
at6a  de  cbaleur  d^gag^  dans  les  actions  chimiques  et  molken- 
laires.    Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.  3""  a6r.  T.  XXXVDL): 

t  =  207,  jf  =  268. 
Hiemach  ergiebt  sich  für  C  der  Werth  757.  Statt  des  letzte- 
ren wollen  wir  den  wahrscheinlich  zuverlässigeren  Werth  714 
anwenden,  welchen  Favre  und  Silbermann  (a.  a.  O.)  durch 
directe  calorimetrische  Bestimmung  für  die  Wärmemenge  fan- 
den, welche  entwickelt  wird,  wenn  sich  l^*  Zink  in  Eupfer- 
vitriollösung  auflöst. 
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